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PROBLEMES CORRIGES-MP

® Corrigé (Pr. Blache, CPGE France)

A)

O Calculons le polyndome caractéristique de A (donc aussi de

f

8- X 4

Pr(X)=Pp(X)=| -8 —4-X 8 |=-X(X-1)(X-4)
0 0 1-X

Ainsi, Py est scindé a racines simples, donc| f est diagonalisable

—7

O L’étude des sous-espaces propres donne :
Eo(f) = Vect (v1) avec v; = (1,—2,0),
E1(f) = Vect (v2) avec vy, = (1,0,1),
E4(f) = Vect (v3) avec vz = (1,—1,0).

000
Dans ce cas, la matrice D est donnéepar : D= |0 1 0
0 0 4
0 La formule de changement de base donne : A = P-D - P!,

etdonc|A™ =P.D".p 1|,

O En utilisant par exemple la méthode du pivot de Gauss, on

-1 -1 1
trouve : P71 = 0 0 1
2 1 =2

Apres calculs, on trouve que la matrice de f dans la base
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B)

0 On trouve pour tout entier m > 1 :

canonique est :

00 0 2.4M  4Mm 1 —2.4™M
A"=pP. 101 0| -Pl1=[—-2.4" —g4m 2.4m
0 0 4™ 0 0 1

En particulier, on vérifie que cela redonne A pour m = 1.

Soit M = (m;j)1<ij<3 une matrice qui commute avec D. On
écrit que MD = DM, ce qui donne m;; = 0sii # j. Donc
nécessairement, M est une matrice diagonale.
Réciproquement, toute matrice diagonale commute avec D
qui est elle-méme diagonale.

Finalement, | les matrices qui commutent avec D sont les matrices dia

Ona HD = DH = H® donc|H et D commutent] .

D’apres les questions 5) et 6), si H> = D, alors H est une ma-
trice diagonale. La condition H> = D donne également :

0 0 O
H= |0 £1 0 | (ce quifournit4 solutions).
0 0 =£2

Pour obtenir les matrices solutions dans la base canonique,
on effectue un changement de base : les matrices solutions
sont données par P- H - P~!, ott H est I'une des 4 solutions
précédentes. Apres calculs, on obtient a nouveau 4 solutions,
qui sont :

4 2 =3 4 2 =5
+ -4 -2 4 et £ -4 -2 4
0o 0 1 0 0 -1

]m — 3111—1] .
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O Travaillons avec les matrices A et J.Ona A = | 4 I3. Comme Soit maintenant 1 = « - p + B - g tel que h* = f. D’apres les
] et I3 commutent, la formule du bindme donne : relations precedentes, on a
B} o m L AN W=a*p+p-q=f=p+iq
vm e N, A" = (L+])" = kz&) <k)] =L+ (kzi <k) +3 J=1I +§&4ﬂme @;5 q) est une famille libre, cette égalité équivaut a
Si on revient aux endomorphismes, cela donne =1le t'B =4 ) ) .
1 Donc il y a 4 endomorphismes h solutions, donnés par :
pourtoutmEIN*,fm:id+§(4m—1)j : h=+p+2q].
Evidemment, cette relation est encore valable pour m = 0 O On détermine les sous-espaces propres de f :
(car dans ce cas, on a id =id ). E1(f) = Vect (wq,w,) avec wy = (1,—1,0) et wp = (0,1, —1),
0 Un calcul du polyndéme Caracterls’uque de A donne : Ey(f) = Vect (w3) avec Ws = (1,1,1). . 3
Pi(X) = Pa(X) = (X - 1)2(X — 4). Donc Comme dim(E;(f)) + dim(E4(f)) = 3 = dim(R’),

f est diagonalisable |

f admet les deux valeurs propres A = let yu = 4|.

Et| (w1, wy, w3) est une base de vecteurs propres pour f |.
0 D’apres la question 2), on peut écrire f™ = 1"(id — —]) Notons B; = (wy, wp, w3). Alors :

) |

1 . _ 100 100 000
4 (5]) pour tout entier m > 0. En posant p = 1d—§] et D— (0 1 0) , Mg (q) = (0 1 0) et Mg, (q) = (0 0 0
q= %], on obtient | I'existence de la décomposition voulue|. 00 4 000 01 001
De plus, on a nécessairement id = p + g (plour m = 0) 0 On peut prendre par exemple : K = <1 0) et Y =
et f = p+4qg (pour m = 1). Donc p = 5(4id—f) et 010
qg= %( f —1id), d’ott|1'unicité de cette décomposition |. ((1) 8 g)

Enfin, comme id et j sont deux endomorphismes linéairement

) , . 3 :
indépendants (d’apres leur écriture matricielle), il en est de O Soit h l'endomorphisme de R” dont la matrice dans

meéme pour p et g. la base B; est Y. Alors |h*=f| car Y> = D. Et

O On obtient, en utilisant les expressions de p et g trouvées a la h n’est pas combinaison linéaire de p et q|, car Y n’est pas

question precedente : combinaison linéaire de leurs matrices (vues précédemment)
pPP=p ¢ =q pog=qgop=0. dans la base B,.
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O Soit h tel que k> = f. Comme f est diagonalisable et que
ses valeurs propres sont 1 et 4, le polynome Q;(X) = (X —
1)(X — 4) est un polynéme annulateur de f, donc de K.

Donc le polynome Q2(X) = (X2 —1)(X* —4) = (X — 1)(X +
1)(X —2)(X 4 2) est un polyndéme annulateur de h. Or ce
polynome est scindé a racines simples, donc d’apres le cours,

On a, en utilisant les trois relations, (f — Aid) o (f — pid) =
A= A+uf+ (Au)id = 0. Donc (X — A)(X — u) est
un polyndme annulateur de f, scindé a racines simples. Et

h est diagonalisable |

f est diagonalisable |

A la question précédente, on a trouvé un polynéme annula-
teur de f quin’a que A et u comme racines. Il en résulte que
Sp (f) c {Au}-

Si p n’est pas valeur propre de f, la seule valeur propre est
donc A. Comme f est diagonalisable, on a donc f = Aid. En
utilisant les deux premiéres relations de 'énoncé, on a donc :

Aid = Ap +uq = Ap + Aq.

D’ott (A — u)q = 0, et comme A # yu, g = 0. Ceci est contraire
aux hypotheses; ainsi y est valeur propre de f.

On montrerait de méme que A est aussi une valeur propre de

f.Donc| Sp (f) = {A;u}|.
D’apres la question1),ona :0 = (f —Aid) o (f —pid) = (u —
A)go (A —u)p. Comme A # p, on en déduit que|gop = 0|

De méme, comme (f — pid) o (f — Aid) = 0, on trouve
poq =0,
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Enfin, comme id = p + g, on obtient, en composant par p
(resp. par q) :|p = p*|(resp. |q = ¢*).

Comme Ay # 0, f n‘admet pas la valeur propre 0.
Donc ker f = {0}, et comme E est de dimension finie,

f est bijective |.
De plus, onavuen 1) que f> — (A4 u)f + (Ay) id = 0. D'otx
= ;—;(f — (A + u)id). On remplace f et id a I'aide de p

1 1
et g, ce qui donne finalement :|f 1 = TP +—q|.

K
La relation f" = A"p + u"q est vérifiée pour m = 0,1,2
d’apres 1'énoncé, et pour m = —1 d’apres la question précé-

dente.
Une démonstration par récurrence sans difficulté, d"une part
pour m € IN, d’autre part pour —m € IN, donne (en utilisant

le faitque pog=gop=0) :|VmeZ, f" =A"p+u"q|.

Soient deux réels « et B tels que ap 4+ Bg = 0. En composant
par p,onaap = 0 donc o = 0 puisque p # 0. De méme, en
composant par g, on obtient f = 0.

Donc (p, q) est une famille libre et|dim(F) = 2|

Soit h € R(f) NF. Alors h = ap + Bq et comme pog =
gop =01 =a’p+p*q = f = A\p + ug. Comme (p,q) est
une famille libre, on a a> = A et B> = y, i.e. (puisque A et
sont supposés positifs) & = +VAetp = +,/p. On obtient 4
possibilités, qui réciproquement conviennent toutes. Par con-

séquent, les 4 solutions sont |1 = +v/A p + NITAR
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O Définissons la matrice K diagonale par blocs de la fagon suiv-

ante :

01
K=|10 )
P

ot I_, est la matrice identité de Mj_,(IR) (bien définie car
k> 2).

Alors un produit par blocs donne immédiatement | K* = I |

On va raisonner matriciellement. Appelons k 'ordre de mul-
tiplicité de la valeur propre A (k > 2) et considérons une
base de diagonalisation B; pour f; c’est également une base

de diagonalisation pour p et g car p = /\L_P‘( f — pid)

et q = Pl_%(f — Aid). De plus, dans la base By, ces

matrices sont définies par blocs comme suit : Mg, (f) =
AL| 0 (L] o B

< Oc) 0 ) . Soit alors p’ I’endomorphisme dont la matrice

0| i«
K| 0
u=(575,)

dans la base B, est :

ot la matrice K € Mj(R) a été définie a la question précé-
dente. De plus,

e un produit par blocs donne M? = Mg, (p), donc p’z =p;

e des produits par blocs donnent M - Mgd(q) = Mlgd(q) .
M =0y,doncp’og=gop =0y;

e comme M n’est pas diagonale, p’ ¢ F = Vect (p, q).

Jeslot Noh 344

En résumé, | l’endomorphisme p’ ainsi construit répond a la question |

Si dim(E) > 3, alors A ou u est d’ordre au moins 2. Sup-
posons par exemple que c’est A. Posons h = V/Ap' + VHg, ol
p’ est 'endomorphisme défini a la question précédente. On a
h? = Ap + uq = f par propriétés de p’ et g, et pourtant i ¢ F
carp’ ¢ FetA # 0.

En conclusion, | R(f) € F|.

Partie 111

4
Pour tout P(X) = ) _ a4 X* € R[X],ona :
k=0

k=0 i=1

{ { m m m
=Y af =Y (2/\5'{191') 2<Zak/\>Pi=ZP(7\z)Pz
k=0 i=1

m
Prenons P(X) = [[(X — A;). Alors P(A;) = 0 pour i =
i=1
1,..,m, et d’apres la question précédente P(f) = 0. Le
polynome P est annulateur de f et il est scindé a racines sim-

ples. Donc| f est diagonalisable|.

O D’apres la question 1), Ly(f 2 Ly(A;)p;i- Mais Ly(A;) =

5g,i(of1§g,i=1si£:ietOsi£7£z).
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Donc|Ly(f) = p¢|. De plus,
, _ : _ T (f — Addd)
(f —Adid) o py = (f — Ayid) o Ly(f) = ng;':sem()‘f — )

Im (py) C ker(f — Ayid) |.
En outre, le polyndme P(X) de la question 2) est annulateur
de f etapourracines Ay, ..., Ay.Donc Sp (f) C {A1,..., An}.
Et par hypothese, pour tout 1 < ¢ < m, py # 0 donc
Im (py) # {0} et ker(f — Ayid) # {Og}. Ceci signifie que
Ay est effectivement une valeur propre de f.

O Comme p,(f) = Le(f), piop; = (Li - L) (j).

e Sii # j,le polyndome P(X) = [ [(X — A;) divise (L; - L;)(X).
i=1

I en résulte que

Finalement, on a bien

Comme P(f) = 0,onadonc (L; - Lj)(f) =0et|p;jop; =0,
m
eSii = j,commeid = Z pi (relation de I'énoncé pour k = 0),
k=1

pi=pil.

en composant par p; on obtient

0 L'endomorphisme f étant diagonalisable, d’apreés le cours on

m
a|E = @ker(f — Ajid)|.
i=1

Le fait que chaque p; est un projecteur a été démontré
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a la question précédente. De plus, comme id =

m
Z Pi,
k=1

Y Im(p;). Or on a vu que Im(p;)) C
i=1

on a E =

[1

Ei{f)=ID/apres la somme directe précédente, on a donc

1§i§m()\€ :AA\A m

il

E = @Im(pi) et Im(p;) =

i=1
fin le fait que p;op; = 0 pour i # j montre que

E,(f) pour tout i. En-

les p; sont les projecteurs associés a cette somme directe |.

O Ecrivons une combinaison linéaire nulle des (p;)i<i<m

m

Y aip; = 0. Soit £ € [1,m]. En composant par py, on obtient
i=1

agpy = 0, d’ot1ay = 0 car p, n’est pas nul d’apres 1’énoncé.
Ainsi tous les coefficients a4; sont nuls et la famille (p1, ..., pm)

dim(F) = m|.

est libre. Donc

m
O Soith = leipi ¢ F telle que h* = f. Alors h* =

m 2
Z”‘i pi =
i=1 i=1

m
2 Aip; et comme la famille (py, ..., pm) est libre, zx? = A; pour
i=1
tout i. Réciproquement, tous les h vérifiant cette relation sont

R(fmF={fiﬁipi} .
i=1

solutions. En résumé,

O a Sim = n,ily an sous-espaces propres dans l'espace E
de dimension #.
Donc|la dimension de chaque sous-espace propre de f est égalea 1|
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b mSih € R(f), hof = h® = foh. Donc h et f

commutent et d’apres le cours, tout espace propre E), (f) est
stable par h. Soit x un vecteur propre de f, par exemple
x € Ey,(f) \ {0g}. Comme dim(E),(f)) = 1, h(x) = p;x et

x est vecteur propre pour / |.

¢ Soith € R(f). D’apres la question précédente, pour tout
1 <i < m,il existe y; € R tel que pour tout x; € Ej (f),
h(xi) = UiXi.

n

Soit x € E. Comme E = (P E) (f), x = x1+ -+ x, avec
i=1

X; € E/\z.(f) et

h(x) =h(xg+--x,) = /il/lixi = é#ipi(x)

m
soith = Y puipi. Donc|R(f) C F|.
i=1
En reprenant la question IIL.7), on voit qu'une condition
nécessaire et suffisante sur les A; pour que R (f) soit non vide

est :|Vie[[1,n],A; >0].

Sim < n, alors il existe i tel que dim(E, (f)) > 2. Siles A;
sont positifs ou nuls, on peut alors reprendre le méme raison-

nement qu’a la question I1.10), qui montre que | R(f) Z F|.

0 Soit x € E tel que fP~1(x) # Of et (a1,...,ap) une famille de

p—1
réels tels que ) arf*(x) = 0.

k=0
En composant par f¥~1, comme f7 = 0 pour tout g > p, on
obtient ag fP~!(x) = 0 donc ag = 0. On recommence en com-
posant par fP~2, ..., f, ce qui donne au finalay = - - - = ay 1=
0.
Donc (la famille (x, f(x), f2(x),..., fP~(x)) est libre| . Cette

famille a p éléments dans un espace de dimension 1, donc
p<njet|ff=f"Foff =0|.
SiR(f) # @,soith € L(E) tel que h*> = f. Alors h*" :{‘” =0
donc £ est nilpotent et d’apres 1), k" = 0. De plus, h*P 2
fp_1 #0donc2p—2<n-—1,ie|2p—1<n]|.

On sait d’apres le cours que pour « ¢ IN, x €] — 1, 1],
e —1)--(a —k+1)

(1+x)%=) o K4+ 0"
k=0 1 ’
au voisinage de 0. Ici, « = 5 et pour tout k € [0,n—1]
3D Gkt
ap = Il .

D’aprés la question précédente, pour —1 < x < 1,
V1+4+x = Py(x) + x"y(x) ot v est une fonction bornée au
voisinage de 0. En élevant au carré, cela donne 1+ x =
(Pu(x) + 2"y (x))* = P(x) + x"(2Pu(x)7(x) + x"y(x)?) =
P2(x) + x"5(x) | pour une fonction 5 bornée au voisinage de
0.

Posons alors Q,(x) = P2(x) —x — 1; c’est une fonction
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polynome. D’apres la relation précédente, x — Q,(x)/x" est
une fonction bornée au voisinage de 0. Ceci n’est possible que
si Q,(X) n‘admet pas de terme en X* pour k € [0, — 1], ce

qui entraine | X" divise Q,(X) |.
On écrira dans la suite Q,(X) = X" -S5,(X) ou S, est une
fonction polyndme.

e D’apres les résultats des questions précédentes, (P, (f))? —

f—id = (P2)(f) — f —id = f" 0 S,(f). Or f* = 0 d’apres
1), donc (P,(f))* = f +id, ie. Py(f) € R(f +id). Donc

R(f +id) # D|.
e Plus généralement, (P, (af))? —af —id = (P?)(af) —af —

id = (af)" 0 S,(af). Comme f* =0, (P,(af))* = af +id, ie.

Py(af) € R(af +id). Donc|R(af +id) # @|.

e Comme B # 0, soit h € R(% f +1id) (c’est possible
d’aprés ce qui précede). Alors h* = %
B >0, (y/Bh)? = f+pBid. Donc \/Bh € R(f + pid) et
R(f + pid) # @|.

f +1id et comme

A la prochaine
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B)

0 La matrice T — A, est triangulaire supérieure avec des zéros

sur la diagonale; il en résulte que rg(T — AIL,) < n—1. Un cal-
cul matriciel simple montre que rg((T — AI,)¥) < n — k pour
k € [2,n] et en particulier pour k = n :rg((T — AL,)") = 0,
ie. [(T—AL)" =0|.
Remarquons que cette question peut se traiter directement
en utilisant le théoreme de Cayley-Hamilton, mais que ce
théoreme est hors programme en PC.

Comme f est un endomorphisme de E dont le polynéme car-
actéristique est scindé, il est trigonalisable. De plus, comme f
n’admet qu’une seule valeur propre A, il existe une base dans
laquelle la matrice T de f est triangulaire supérieure, dont
tous les coefficients diagonaux sont égaux a un réel A. D’apres
la question précédente, (T — AL,)" = 0, et (f — Aid)" = 0.
Donc |E = ker(f — Aid)"|.
D’apres la partie A), comme (f — Aid)" = 0, R((f — Aid) +
Aid) # @ (question A)5) en prenant f = A et en remplagant
f par f — Aid). Donc|si A > 0 alors R(f) # @|.
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