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PROBLEMES CORRIGES-MP

® Corrigé, Pr. Stainer, CPGE Clemenceau, Nantes

U

a La matrice A a un polyndme caractéristique scindé, a
racines simples, donc est diagonalisable ; de plus ses sous-
espaces propres sont de dimension 1.

b Si B commute avec A, elle stabilise les trois sous-espaces
propres de A, qui sont des droites. Ces trois droites sont donc
dirigées par des vecteurs propres de B. Une base de vecteurs
propres de A est donc ausi une base de vecteurs propres de
A : B et A sont simultanément diagonalisables.

¢ Interpolation de Lagrange (&, B, 7y distincts). On peut im-
poser la condition supplémentaire deg T < 2.

d D’apres la remarque faite en 1.b, il existe une matrice

P € GL3(C) telle que A = P.diag(a,B,7).P' et B =
P.diag(a,b,c).P~L. Alors diag(a,b,c) = T(diag(a,B,v)) et
B=T(A).

e Le commutant de A est donc inclus dans l'algebre com-
mutative C[A] des polyndmes en A. L'inclusion inverse est
vérifiée pour tout matrice. Donc C(A) = C[A]. Avec la re-
marque du l.c, C(A) = Cy[A] et, comme P, est de degré 3,
(I, A, A?) est une base de C(A).

a  Par définition, P4 est un polyndome annulateur de A,

donc (A — AI3)® = 0. En termes d’endomorphismes, g° = 0.
De plus, comme P4 est le polyndme minimal de A, (A —
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AI3)% # 0, donc ¢* # 0 : g est nilpotent d’indice 2.
b  On vérifie facilement que, pour tout vecteur u € C>

tel que ¢*(u) # 0, la famille B = (u,g(u),g*(u)) est libre.
Comme l'espace vectoriel est de dimension 3, cette famille
est une base de C3. Dans une telle base, ¢ a pour matrice

000
N=|10 0 |.
010

¢ Tout d’abord, h commute avec f, donc avec g. On en dé-

duit h(g(u)) = g(h(u)) = xg(u) + x2g”(u) et h(g*(n)) =
¢ (h(u)) = x19°(u). La matrice de h dans B vaut donc

X1 0 0

xp x1 0 = x113+ xpN + X3N2.
X3 X2 Xq

d Onendéduith = x11d + x2¢ + x3¢%, puis, en substitu-

ant f — Ald a g, 'existence d'un polyndéme T de degré au plus

2tel que h = T(f). Matriciellement, H = T(A).

e On conclut comme au 1.e.

a Lepolynome Py est annulateur de A, donc de f. Comme
X — A1 et (X — Ay)? sont premiers entre eux, d’apres le lemme
des noyaux, C° = ker(f — A{1d) @ ker(f — AxId)%.

b Comme A; est une valeur propre simple de f (de multi-

plicité 1 dans x 4), le sous-espace propre associé ker(f — A11d)
est de dimension 1 ; donc ker(f — A,Id)? est de dimension
2. De plus, c’est le noyau d'un polynéme en f, donc il est
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stable par f. Dans une base B’ de C® adaptée a la décom-

position du 3.a, la matrice de f est de la forme < /})1 0 ),

out U représente f = f|ker(f—/\21d)2' Comme (f— A Id)? =0,
N = U — Ay, vérifie N> = 0.
Si N = 0, alors la matrice de f dans B’ est diagonale, f est di-
agonalisable et son polyndme minimal est a racines simples.
Comme ce n’est pas le cas, N # 0 : N est nilpotente d'indice
2.

c

(3 8) (0 8w { ks

0 u 0 uv =vu
LU~ ML) =0
(U—A15)C=0
{ VN =NV

Comme U admet comme polyndme annulateur (X — A,)?, sa
seule valeur propre est Ay, donc U — A1l est inversible. On

L=0
endéduitM()E)l 8):()61 E)M@ C=0
VN = NV

ii Ils’agit de reprendre avec U le raisonnement des ques-
tions 2.a, b, c et d. On peut imposer la condition supplémen-
taire deg R < 1.

iii Les conditions imposées signifient que A; est racine
de S — u et que A, est racine au moins double de S — R ;

S(M) =u
autrement dit, que S vérifie ¢ (S — R)(A2) =0 , ou encore
(S—R)'(A2) =0
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{ S(M) =p

5(A2) = R(A2)

§'(A2) = R'(A2)

Or l'application A définie de C,[X] dans C> par A(P) =
(P(A1),P(A2),P(Ay)) est linéaire, injective (si A(P) = 0, alors
P est de degré au plus 2 et possede au moins 3 racines comp-
tées avec leur multiplicité, donc vaut 0), entre deux espaces

vectoriels de méme dimension finie ; donc A est un isomor-
phisme. D’ot1 I'existence de S € Cy[X] satisfaisant les condi-

{ S(M) =p
tions ¢ S(Az) = R(Ay) .
§'(A2) = R'(A2)

: A0 _(S(A) 0 .
(3 8))- (45 4 Yo
de plus, comme (X — A;)? est annulateur de U, S(U) = R(U).

A0 _(un 0 _(n 0\ _
pones (5 )= (5 iy )= (5 v) =
d Soit B € M;3(C) et b I'endomorphisme de C3

canoniquement associé a B. Alors B commute avec A
si et seulement si b commute avec f, i.e M = Mat g/ (b) com-

A
0 u
de 3.c.0 est évidente) a I'existence d’un polynéme S € Cy[X]

tel queS(( A0 )) — M, ie S(f) = b, ie S(A) = B.

mute avec . C’est encore équivalent (la réciproque

0 u
Comme dans les questions 1 et 2, C(A) = C[A] et C(A) est
de dimension 3.
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