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PROBLEMES CORRIGES-MP

Devoj veillé . . .
Diagonalisation du crochet de Lie

— Blague du jour \

O Quelle différence y a-t-il entre Windows et un clou ?
- Aucune : tous deux sont destins se planter.

O Quelle est la différence entre Windows XP et un virus
?

- Le virus il fonctionne!

® Enoncé : CNC 2000, MP

Définitions et notations

I r

On considere un espace vectoriel E, de dimension finie n > 2, sur
le corps K (K = R ou C). L(E) désigne 'algebre des endomor-
phismes de E; siu,v € L(E), 'endomorphisme composé u o v sera
noté simplement uv, [u,v] désignera I'endomorphisme uv — vu et
I'identité se notera Id.

Si u est un endomorphisme de E, on note Tr(u) la trace de u et
Sp(u) I'ensemble des valeurs propres de u. 7 désigne 1’ensemble
des endomorphismes de E de trace nulle. Si A est une valeur propre
de u, on note E,(A) le sous-espace propre de u associé é la valeur
propre A.

[/ 1'

— Otto Toeplitz (1881-1940)

ématiciens. Excellent pédagogue, Toeplitz s’intéressait aussi a
I'histoire des mathématiques. On lui doit les matrices dites de

ces sont tres utilises dans les théorie de complexité et d’analyse
de Fourrier.

Mathématicien allemand. Il était issu d’une famille de math-

Toeplitz, dont toutes les diagonales sont constantes, ces matri-

Pour u € L(E) on pose ' = Idetsik € N,k > 2, uf = w1,

On rappelle qu'un endomorphisme u est dit nilpotent s’il existe
p € N* tel que u” = 0 (endomorphisme nul).

On définit I'application :
®:L(E)x L(E) — L(E)
(u,v) +—
et pour u € L(E) I'application :
®,: L(E) — L(E)
v —  [u,0]
Pour (m,p) € IN*?, on note My, ,(K) l'ensemble des matrices é
coefficients dans K, é m lignes et p colonnes. I, est la matrice iden-
tité d’ordre m. Enfin, diag(ay, ap, ..., &) désigne la matrice carrée
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d’ordre n de terme général a;J;; 0é J;; est le symbole de Kronecker
(onrappelle que 6;; = 1sii = jetd;; = 0sii #j).
1% Partie

A- Quelques propriétés de &,

O Montrer que 7 est un hyperplan de L£(E).
O Montrer que ® est une application bilinéaire antisymétrique.
O Soit u € L£(E) un endomorphisme qui n’est pas une homoth-
étie.
a  Montrer que Vect({Id,u,..., u”_l}) est inclus dans
ker ®, et que dim (ker &) > 2.

b Montrer quesiv € ker ®,, alors v(E,(A)) C E,(A) pour
tout A € Sp(u).

0 Montrer que I'image de & est incluse dans 7 et que pour
ue L(E),Imd, CT.
Existe-t-il u,v € L(E) tels que [u,v] = Id ? Peut-on avoir
Im®, =77
O Soitu € L(E).
a Montrer que u est une homothétie si et seulement si pour
tout x € E, la famille (x, u(x)) est liée.

b En déduire que ker®, = L(E) si et seulement si u est
une homothétie.

0 a Soient u,v € L(E) ; montrer par récurrence sur k que

(@) (v) = f(—npc}juk—%uﬂ
p=0
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b En déduire que si u est nilpotent, alors &, 1’est aussi.

B- Détermination de I'image de ®

Soit # un endomorphisme non nul de E de trace nulle.
O u peut-il étre une homothétie ?

00 Montrer qu’il existe e; € E tel que la famille (eq,u(ep)) soit
libre.

O En déduire I'existence d'une base (e1, ey, . . ., e, ) de E telle que
la matrice A de u dans cette ba§e soit de la forme :
0 *'X
Y A
ou (X, Y) S (Mn—l,l (IK))Z et A; € Mn_l(]K).
0 Onsuppose A; = UV — VU avec (U, V) € (M,_1(K))?

a Montrer qu'on peut trouver & € K tel que la matrice
U — al,_1 soit inversible.

b Onpose U = (g 8) etV = (g t‘I/{) avec (R,S) €
(M,,_11(K))?; établir 'équivalence :
A=UV -VU < [X=-"RU-al,_1)etY =
(U—al,—1)S .

O Montrer alors par récurrence sur n que 'image de ® est égale
aT.
C- Détermination de Tr(P,))

Soit u un endomorphisme de E. Soient B = (e, e,...,€,) une

base de E et A = (a;)1<ij<x la matrice de u dans cette base. Pour

(i,j) € {1,2,.. .,n}z, u;  désigne I'endomorphisme de E tel que :
Vk € {1,2,. . .,n}, ui,j(ek) = Ojke;.
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O Rappeler pourquoi (;,j)1<;j<n est une base de L(E).

O Calculer, pour tout (i,],k, 1) € {1,2,..., n}4, le produit u; juy
et montrer que l'on a :

n n
V(i,j) € {1, 2,... ,Tl}z, CIDu(ui,]-) = Z Ag,iUk,j — Z aj kUi -
k=1 k=1
O En déduire Tr(®P,,).

2¢me partie

A- Cas ou u est diagonalisable

Dans cette question on suppose que u est diagonalisable.
On pose Sp(u) = {A1,Az,...,Ap}. Pour tout i € {1,...,p},m;
désigne I'ordre de multiplicité de la valeur propre A; de u.
O Soit B = (e1,ey,...,e,) une base de E formée de vecteurs pro-
pres de u. Pour simplifier les notations dans cette question,
on pose u(e;) = pje; Vie{l,.,n}.

a Montrer que
V(i,j) € {1,2,...,n}* + Dy(uij) = (i — pj)uij -
b  En déduire que P, est diagonalisable et préciser
Sp(Pu).
U Montrer que
ker®, = {ve L(E)/Vie{1,.,p} v(E.(Ai)) C Eu(A)}.

O En déduire que ker®, est isomorphe é L(E,(A1)) X
L(Eu(A2)) x ... x L(Ey(Ap)).
Quel est le rang de ®,, ?

O On suppose en plus que u a n valeurs propres distinctes.
Quel est la dimension de ker @, ? Quel est le polyndme mini-

mal de u?
En déduire que ker &, = Vect(Id, u, ..., u”_l).

B- Casou dimE =2

Soit u un endomorphisme de E qui n’est pas une homothétie,
dimE = 2.

O Montrer que ker ®,, = Vect(Id, u) (on pourra utiliser une base
de E de la forme (e, u(e)) dont on justifiera 1’existence).

0 Montrer que le polynome caractéristique de @, est de la
forme X?(X? + B) avec B € K.

0 Si B = 0, 'endomorphisme ®,, est-il diagonalisable ?

O On suppose B # 0 ; étudier la diagonalisabilité de &, selon
que K =RouK =C.
O On suppose P, diagonalisable.

a Montrer que Sp(®P,) = {0,A, —A} ot A est un scalaire
non nul .

Dans la suite de la question, v (respectivement w) désigne un
vecteur propre de @, associé é la valeur propre A (respective-
ment —A).

b L'endomorphisme v peut-il étre inversible ? Calculer

Tr(v) puis 2.

¢ Détermination de Sp(u) :

i Pour quelles valeurs du vecteur e la famille (e, v(e))
est-elle une base de E ?
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ii  Vérifier que la matrice de u dans une telle base

est triangulaire inférieure puis en déduire que Sp(u) =

Tr(u) — A Tr(u) + A
{ 2 ’ 2

d Montrer que E = kerv @ ker w puis en déduire que u

}. Que peut-on alors dire de u?

est diagonalisable.

C- Cas ou ¢, est diagonalisable

Soit u un endomorphisme de E tel que &, soit diagonalisable
et Sp(u) # @. Soit (v1,v,...,v,2) une base de L(E) formée de
vecteurs propres de ®, de sorte que &, (v;) = B;v;, Vi € {1,..,n*}.
Soit enfin A € Sp(u) et x € E un vecteur propre associé.

O Calculer u(v;(x)) en fonction de A, B; et v;(x).

O Montrer que l'application ¥ : L(E) — E, v +— v(x) est
linéaire surjective.

O Montrer alors que u est diagonalisable.

Soit A une valeur propre non nulle de ®, et v un vecteur propre
associé ; on désigne par P, le polyndme caractéristique de u.

0 a Montrer queVx € K, v(u — xId) = (u— (x+ A)Id)v.
b Qu’en déduit-on sur P, si detv # 0.

¢ Montrer alors que I'endomorphisme v n’est pas in-
versible.

0O Montrer que Vk € IN¥, CIDu(vk) = kAok ; qu’en déduit-on si
vP # 0 pour un certain p € N* ?
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O Conclure que v est un endomorphisme nilpotent.
[ Dans la suite on suppose que dimkerv = 1

0 a Montrer que pour tout p € {1,2,...,n}, Im v est stable
par les endomorphismes u et v.

b Soitp € {1,2,..,n—1} ; en considérant les endomor-
phismes v; et u; induits par v et u sur Im v¥, montrer que
dim (Im v#) = 1 4 dim (Im oP ™).

d Déduire de ce qui précéde que 0" 1 # 0 et v = 0.

O Soit e € E tel que v" !(e) # 0 ; montrer que la famille
B = (e,v(e),..., 0" !(e)) est une base de E et écrire la ma-
trice de 'endomorphisme v dans cette base.

O Onpose A ={w e L(E)/ wv —vw = Av}.

a Montrer que A contient un endomorphisme wy dont
la matrice relativement é la base B est diag(0, A, 24, ..., (n —
1A).

b Montrer que A est un sous-espace affine de £(E) dont

on précisera la direction.

¢ Déterminer la dimension ainsi qu’une base de la direc-
tion de A.

O Quelle est alors la forme de la matrice dans la base B de 1’en-
domorphisme u ?

O On suppose dans cette question que la matrice de u dans une
base B’ de E est de la forme diag(a, a + A, a +2A, ..., 0+ (n—
1)A) ; décrire par leur matrice dans la base B’ les éléments de
'espace Eg,(A) ; quelle est sa dimension?
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