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PROBLEMES CORRIGES-MP

® Corrigé, Pr. Mamouni, CPGE My Youssef, Rabat SR ittt ittt

A-Quelques propriétés de P,,.

O 7T = ker Tr est un hyperplan car Tr est une forme linéaire sur
E, non nulle, vu que Tr(idg) = n.

O Vérifier rapidement que :
0 ®(u,v) = —P(v,u), d’ot 'antisymétrie.
O &(u+ Av,w) = &(u,w) + AP(u, w), d’out la linéarité a
gauche, I’antisymétrie en plus implique la linéarité a droite,
donc la bilinéarité.

O a idgu,...,u"! appartiennent a ker ®, car commuttent

avec u, donc Vect(idE,u,...,u”_l) C ker®,, d’autre part

{idg, u} est libre dans ker ®,,, car u n’est pas une homothétie,
donc dim ker &, > 2.

b v € ker®, — v commute avec u, donc les sous-
espaces propres E, (A) de u sont stables par v.

O Im® C 7 car Tr(uv) = Tr(vu), etaussilm ®, C Imd C 7.
On ne peut pas avoir [u,v] = idg, car Tr(idg) = n # 0 et
Tr([u,v]) = 0.

On ne peut pas avoir Im®, = 7, car dim T = n? — 1, alors
que dimIm &, = n? — dimker ®, < n® — 2.
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Réciproquement, supposons {x,u(x)} est liée, donc Vx €
E,3Ay € Ktel que u(x) = A,.x, pour montrer que u est une
homothétie il suffit de montrer que Ay ne d"pond pas de x,
autrement dit A, = A,,.

Soit x,y € E non nul.

O 1ér cas: {x,y} est liée, donc y = ax, d'out u(y) = au(x),
ainSI /\y.y — a)\x.x — )\x.y, d’Ofl )\y — )\x.

[0 2eme cas {x,y} est libre.
u(x+y) =ux) +uly) = Ay (x+y) =Arx+ Ay
— )\x+y - )\x — /\y
a Pour k = 0, vrai car (®,)°(v) = v.
Supposons vrai pour k, donc

(@) (0) = @yo (@) (0)

_ o, (i(—m ( p ) uk_pvu?’>

p=0

= pkg)(—l)” ( Z ) P, (uk_pvup)
- pé(_w ( A ) k1 =Poyp
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b
2k

k
Y (~1) ( Z ) uk=Poy P+l
)
pk
=Y (-1 ( Z ) B e
)
N
LY (1 ( P ) WPy
p=1

On remplace p par p-1 dans la 2éme somme

_ uk+1v+pi1(—l)p (( P ) ; ( Pt )) kP

+(_1)k+lvuk+1

k
=uo+ Y (-1)7 < k—il )kuk+1_”vu7’
p=1

+(_1)k+1vuk+1

k+1 i
= —1)P ] +l=p,y?
pE O( 1) ( k1 )ku vu

Supposons u¥ = 0, dans ce cas (@,)*(v)
PP

2k

Z(_l)r’< p )kqu_Pvup =0, caru? = 0sip > ket

p=0

u?=F = 0si p < k. Donc u nilpotent => @, nilpotent.

B-Détermination de 'image de ®.

0 Siu = Aidg, alors Tr(#) = An = 0, donc A = 0, d’ottu = 0,
contradiction, donc u ne peut pas étre une homothétie.

0 Comme u n’est pas une homothétie d’aprés 1.A.5.a) Je; €
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E tel que {eq, u(eq)} soit libre.
Prendre e; = u(e1) puis utiliser le théoréeme de la base in-
complete, car {ey, ey} libre, ainsi, u(e;) = e, ne peut pas s’ex-
t
primer en fonction de e;, d'ott A = Mpg(u) = ( (1)/ f ), ol
1
B=(e1,...,en).

a [l suftit de prendre a qui n’est pas valeur propre de U.

b Un calcul trés simple a faire.

On a déja vu que Im @ C 7 dans I.A.4), montrons l'autre in-
clusion réciproque par récurrence sur n = dim E. Pour n =1,
dim £(E) = 1, donc tous les endomorphismes sont propor-
tionnels a idg, donc des homothéties, d’'ou ® = 0, donc
dimIm & = 0 = dim 7, d’ot1 I'égalité.

Supposons vrai pour n — 1, donc Tr(u) = Tr(A) = Tr(A41) =
0, appliquons I'hypothése de récurrence pour l’endomor-

phisme canoniquement associé a A;, donc A; = UV —
VU, doi A = U'V' — VU, avec U’ = (‘(’)‘ (l)l),v’ =

t
( g ‘5 ) ou «, S, R vérifient la question précédente, choi-

sis tels que U — al,_; inversible, S = (U — al,_1)"'Y et
R=—"((U~—al,-1)")X.

Soit u’, v’ les endomorphismes canoniquement associés a U’
et V' alorsu = u'v' — o'’ € Im ®.

C-Détermination de Tr(®,).

O La famille (u;)1<;j<n est de cardinal n? = dim (L(E)), il suf-

fit donc de montrer qu’elle est libre.
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En effet supposons Z Ajjuij = 0,donc VI < k < n,
1<ij<n

Z Aijuij(ex) = 0, d’ou Z Aijdirei = 0, d'ot
l<ij<n 1<ij<n

Z Aixe; = 0, dott Ajp = 0,V1 < i,k < n, car la famille
1<i<n
(ei)1<i<n est libre.

on a

Pour tout 1 < p < n, on a: uugi(ep) = Oy pu;ilex)
él,péj,kei = 5]',](111"1 (ep), d’ot Uj iy = 5]"](1/{1"1 car ils coincident
sur la base (ep)1<p<n-
Onau= Z Ak, 1 Uk 1, d’otr:
1<k,I<n
CI)u (ui,]-) = uuﬁ— ui,]-u

Age, 1 Ug, 1 Uj,j — Z g, 1 U, jUE, |

1<k,l<n 1<k,I<n

= Y agbpugi— Y, a0kl
1<k,l<n 1<k, I<n

= ) Akilki— ), A
1<k<n 1<i<n

= ) Akilki— ) @kl
1<k<n 1<k<n

On remplace 1 par k dans la 2eme somme

0 D’aprés la question précédente, on a :

Dy (uij) = Y, fitpj+ itk — Y @i — i
1<k<n 1<k<n
ki kA
= ), ity — ), @i (A —a)u
1<k<n 1<k<n
ki k#j

Ainsi les termes diagonaux de la matrice de &, dans la
base (”i,j)lgi,jgn/ sont les a;; —a;;telquel < i,j < n,d’ou
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Te(@u) = ), (ai—ay) = ), aii—

1<i,j<n 1<i,j<n
i, j jouent des roles symétriques.

Z aj; = 0 car
1<i,j<n

A-Cas ou u est diagonalisable.

U

H1

a A = Mp(u) est diagonale,

Hn
d’aprés I.C.Z), (I)u (ui,]-) = ailiui,]- — a]-,iui,]- = (“l/ll — “l/l]')ui,]'.

b  D’aprés la question précédente, y; — p; sont des
valeurs propres, dont les vecteurs propres associés sont les
(uij)1<ij<n qui forment une base de L£(E), ainsi &, admet
une base propre donc diagonalisable.

v € ker®, = v(E,()\;)) C Eu(A), V1 < i < p, d’aprés
LA3.a).
Inversement supposons v(E,(A;)) C Eu(A;),V1 < i < p, et
montrons que vu = uv, il suffit alors de le montrer sur la base
(€)1 <i<n-
En effete; € E,(yu;) = v(e;) € Eu(yi) = uv(e;) = pjv(e;),
or vu(e;) = v(pje;) = u;v(e;), d’ ot I'égalité.
Posons ¥ : ker®, — L(E,(A1))x---x L(Ey(Ap))

v = OEa) O G))
¥ est bien définie car les sous-espaces propres E,(A;) sont
stables par tout v € ker ®; qui y induit un endomorphisme.
Y est linéaire, car (v + Aw)|g,(1,) = V|E,(A,) T AW|E, (1), POUr
tous v, w € ker ®;.
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¥ estinjective, carv € ker®; = v = 0sur E,,(A;)V1 <i < p,
p

donc v = 0 sur @ E,(A;) = E car u est diagonalisable.
i=1

Enfin, Soit (vq,- -+ ,vp) € L(Ey(A1)) X -+ X L(Ey(Ap)), cher-
chons v € ker &, tel que ¥(v) = (vy,-- - ,vp), pour cela, tout
x € E s’écrit de fagon unique sous la forme, x = x; +--- +
xp tel que x; € E,(A;), posons v(x) = v1(x1) + - - - +vp(xp) il
est clair que v|g, (1) = v; et donc v(Ey(A;)) = v;(Ex(A;)) C
Ey(A;), dottv € ker®, et ¥(v) = (vy1,---,vp). Donc ¥ est
surjective.

Ainsi ¥ définit un isomorphisme de ker @, vers L(E,(A1)) X

- X L(Ey(Ap)).

Donc dim (ker ®,) = dim (ﬁ(Eu(/\l)) ~x L(Eu(Ap))) =
idim (L(E, (M) Zdlm (Eu(A iml, car u
le:s}c diagonalisable, doncZ 11_"g (Im <I>u) = d1m (Im d,) =
dim (L(L(E))) — dim (ker ®,) = Zm

Si u nadmet que des valeurs propres dlstmctes alors elles
sont toutes simples, donc m; = 1,V1 < i < n, dou
dim (ker ®,) = n.

idg,u,.. .,u”_l € ker®, car commuttent avec u, donc
Vect(idg, u, - - - ,u”_l) C ker ®,,.

D’autre part, supposons (idg, u, ..., u est liée, alors ils ex-
isteraient des scalaires, (Ay)o<x<;—1 non tous nuls, tels que

n—l)

n—1 n—1
Y. Ak =0, d’ott P(X) = Y. AxX* est un polynome annula-
k=0 k=0
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teur de u, non nul de degré inférieur a n — 1, impossible car
deg 71, = n puisque u admet n valeurs propres.

Donc dim (Vect(idE, Uu,--- ,u”_l)) = n = dim (ker ®,) et
Vect(idg, u, - - - ,u”_l) C ker @, d’ou I’égalité.

B- Cas ou dim E = 2.

O u n’est pas une homothétie, donc Je € E tel que B = (e, u(e))

libre dans E, d’aprés 1.A.5.a), donc base de E car dim E = 2.

Soit v € ker &, donc uv = vu, montrons que v € Vect(idg, u),
c’est a dire v = Aidg + pu

) 0 « a b
Soit U = Mp(u) = (1 ﬁ)etV:MB(v) = (c d)’
montrons alors que V = A, + uU, il suffit de prendre A = a
et u = c en utilisant le fait que UV = VU.

Ainsi ker ®,, C Vect(idg, ), 'autre inclusion est évidente car
idg et u commutent avec u.

X®er o divise x¢,, car ker @, stable par ®,, or dimker ®, =

2 et 0 est 'une valeur propre de CID‘ ker @, 7 donc XPervy = le

d'ott xo, = X*(X* + B).
Si B = 0, alors xo, = X4 si de plus @, est diagonalisable,
alors tp, = X, car ses racines simples, or g, (®,) = 0, d’ol

®, = 0, donc ker®, = L(E), donc u est une homothétie,
contradiction.

Supposons  # 0.

0 K = C, soit A, —A les solutions dans C de I'équation :
X2 + B = 0, ce sont des racines simples de xo, et 0 est une
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valeur propre double, dont 'espace propre associé est de di-
mension 2, donc ®, diagonalisable.

0 K =Retp <0, pareil que le 1ér cas.

0 K = Retp > 0,dans ce cas xp, n'est pas scindé dans R,
car admet des racines complexes, non réelles, donc ®, n’est
pas diagonalisable.

a Reprendre le raisonnement fait dans la question précé-
dente.
b &,(v) = Av,donc uv —vu = Av, supposons v inversible,

1

doncu —ouv~! = Aidg, d’ol1 [uv_ , %} = idg, impossible car

A A
= — — T = — U.
v (uv vu), donc Tro Te(uo) = Te (o) 0
Puisque, dimE = 2, alors x, = 2 _ Tr(v)v + deto, or

detv = 0 car v nest pas inversible et Tr(v) = 0, d’olt x, = v?,
comme x,(v) = 0, alors v> = 0.
¢ Détermination de Sp(u).
0 B = (ev(e)) basede E <= (¢,v(e))  libre dansE
car dimE =2

<= v(e) # Ae telque A € Sp(v)

<= v(e) # 0 car Sp(v) = {0}
puisque v* = 0
O Posons u(e) = ae + bv(e), et donc vu(e) = av(e) car v* = 0
uv —ou = Av = uv(e) = vu(e) + Av(e)
= uv(e) = (a + A)v(e)

N 0
D’ouMB(u):<Z a-i—)\)
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Ainsi Tr(u) =22+ A, dotra = Tr(a)#—)\

Sp(u) = {a _Trle) A - W}

et

2 2
Donc u est diagonalisable car admet 2 valeurs propres dis-
tinctes, et dim E = 2.
v non inversible, donc kerv # {0¢}, et v # 0, donc kerv # E,
d’ou dimkerv =1, de méme dimkerw =1
Supposons kerv Nkerw # {0g}, alors ker v = ker w, vu que
dimkerv = dimkerw = 1.

C- Cas ou P, est diagonalisable

O uv; — vju = Po;, donc uv;(x) = vju(x) + pv;(x) = (A; +

B)vi(x) car u(x) = A;x.

Donc v;(x) sont des vecteurs propres de u.

Il est clair que Y est linéaire.

Surjection : Soit y € E.

00 Siy = Og, prendre v = 0.

0 Siy # Og, on compleéte x ety pour avoir deux bases B et B’

qui commencent par x et y, et soit v ’application linéaire qui
transforme B en B/, donc v(x) = v.

(v1,...,v,2) est une base de L(E), donc son image par ¥
est génératrice de ImY = E car Y est surjective, ainsi
(v1(x),...,v,2(x)) est une famille génératrice de E formée par
des vecteurs propres de u, de la quelle on peut extraire une
base de E, donc u est diagonalisable.
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O O Découle immédiatement de l'égalité uv — vu = Av.

0 Supposons detv # 0, la question précédente implique
que
det(u — xidg) = det(u — (x + A)idg), donc
Xu(x) = xulx+A),Vx € K.
Supposons ), n’est pas constant, soit x € C racine de xy,
alors x + A, x 4 2A, ... sont des racines de ), qui est donc
nul car admet une infinité de racines, ce qui est impossi-
ble, donc x, est constant.

O Si v est inversible, alors detv # 0, donc x,, est constant,
d’oudegu = 0, ce qui est impossible car dim E = deg x

00 Raisonnons par récurrence sur k € IN*

Pour k = 1, c’est vrai car v vecteur propre de &, associé a la
valeur propre a la valeur propre A.

Supposons vrai pour k, dans ce cas ®,(oF"!) = uoft! —
Oy = (uo)of — oy = (vu + Av)oF — oF My = o(udk —
ok u) + AoFH = vd, (0F) + MM = (k+ 1)AdF

Si vF # 0, alors c’est un vecteur propre de ®, associé a la
valeur propre pA.

0 Si o # 0,Vp € N, alors &, aurait une infinité de
valeurs propres distinctes, les pA, absurde, donc dp €
IN* tel que v = 0.

0 O Im o eststable par v, car v¥ commute avec v.

D’autre part, soit y = v”(x) € Im v?, on a uv? = vPu +
pAvF, d’aprés 111.2, donc u(y) = uvf(x) = oF(u(x) +
pAx) € Im vP, d’ott Im v” est aussi stable par u.
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0

OOna: v;: Imo» — ImoP avec kerv; = kervn
x — v(x)

Imo” C kerv, donc dimkerv; < 1 et Imv; =
o(Im v”) = Im vP!. D’aprés la formule du rang, on a:
dim Im v* = dimker v; + dim Im 0?1
Supposons kerv; = {0g}, donc v’} (x) = 0 =
oP(x) € kerv; = 0P (x) =0

O dimkerv=1 = dimImv=n-1

— dimImv®> = dimImo—1=n—2

— dimImo" 1 =1
— dimIm¢" =0

Donc "1 # 0 et v" = 0.
cardB = n = dim E, il suffit donc de montrer que B est libre.

En effet: Soit Ap,...,A,-1 € KtelqueApe + ... +
Ap_1u""Y(e) = 0, on compose par 1"}, donc Agu""1(e) = 0,
d’ott Ag = 0, puis on compose par u"~2 pour montrer que
A1 = 0 et ainsi de suite.

0 ... 0

. .
Mg@)=| 0

0 ... 010

O 11 suffit de définir wy sur la base B, pour cela posons
wo (v (e)) = @y (v%)(e), d’aprés I1.2, on a wy(v*(e)) =
kAv¥ (e), donc Mp(w) = Diag(0, A, ..., (n —1)A)
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O Vw € A onaw—wy € kerd,, d'ou A est un espace
affine de direction ker ®, et d’origine wy.

0 Montrons que (idg, v, ..., v”_l) base de ker ®,,.

Soit Ag, ..., Ay 1 € K tel que Agidg +...+An_1v” 1 —
0, on applique l'égalié a e, donc Ape + ... +
Ap_19""Y(e) = 0, or B libre, donc Ay = =Ai-1 =0,
donc la famille est libre.

D’autre part, soit w € ker ®,, donc commute avec v
mais aussi avec o pour 0 < k < n—1, or B base
de E, donc w(e) = Age+ ...+ A,_19" " Y(e) = P(v)(e),
et wok(e) = v*w(e) = v*P(v)(e) = P(v)(v"(e)), d’on
w = P(v) car égaux sur la base 5, donc notre famille est
génératrice pour ker ®,, donc base et par suite sa dimen-

sion vaut 7.
O Posons u(e) = Age+ ...+ A,_10" 1(e) = P(v)(e), on a
®,(vF) = kAvF, dou utk = vFu 4 kAo, d'ou udk(e) =

o*P(v)(e) + kAvF(e), or " = 0, donc vP(v) = A v(e)
A+ A0 (e), vPP(v) = AgvP(e) + ... 4+ Au_30" Le),
v""1P(0)(e) = Agv" (o),

Ao 0 0
M A+ A :
d’ou Mp(u) = .
0
A1l Ao oA A+ (n — 1)/\

O Posons B’ = (eg,...,e,_1), donc u(er) = (a + kA)ex = agex.

Soit v € Eg,(A), donc uv — vu Av, posons v(ey) =
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1
Z Axey, donc uv(eg) Z At (ey) Z ey et vu(ey) =

k=0 k=0
n—1 n—1

(X()U(E()) = Z )Lk(Xoek, or /\U(Eo) = 2 /\k/\ek, d’ou /\kock —
k=0 k=0

)\leo = )\k/\, donc /\k(ak — g — )\) = 0, donc (k — 1))\)\]( = 0,
d’ott Ay = 0sik # 1, ainsi la 1ére colonne de la matrice de u

0
ai
sera de la forme suivante: | 0
0
En adoptant le méme raisonnement pour calculer v(e;), on
0
0
az

trouve que la 2éme colonne est de la forme suivante |

0
Et ainsi de suite la forme finale de la matrice sera
0o ... 0

ay
0

0o ... 0 Ay 0

Ces matrices forment un espace vectoriel de dimension n — 1.
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