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Corrigé DS 1 (09-10): Réduction d'endomorphismes

Lundi 12 Octobre 2009

Blague du jour

Etudier = Echouer. En effet, tout le monde sait que étudier = ne pas échouer, et que ne pas
étudier = échouer, puis on somme les deux égalités et on simplifie par ne pas (le francais
est une langue régulieére), d’ou le résultat.

Mathématicen du jour Ibn Battouta
Shams al-Din Abu ’Abdallah Muhammad ibn ’Abdallah ibn Muhammad
ibn Ibrahim ibn Yusuf al-Lawati al-Tanji Ibn Battata (1304-1369) est un
explorateur et voyageur marocain, parcourant 120 000 km en 28 ans de
voyages qui ’aménent de Tombouctou au sud & Bulghar (en actuelle Rus-
sie, sur la Volga) au nord; de Tanger a ’ouest & Quanzhou en Extréme-
Orient. Ses récits, compilés en un livre appelé Rihla (voyage) sont plus
précis que ceux de Marco Polo, mais contiennent plusieurs passages qui
releévent clairement de la pure imagination, notamment ceux décrivant des
étres surnaturels.

Concours National Commun d’Admission

aux Grandes Ecoles d’Ingénieurs - MAROC - 1999

DEUXIEME EPREUVE DE MATHEMATIQUES

corrigé par Gilles Deruelle

Ex-enseignant en CPGE et CPA a Casablanca

Partie I

I-A-1-1
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— Vk € N,u*(x) € E,(r). En particulier r = «°(z) € E,(z), donc E,(z) est non vide et non réduit
a {0}. V(A p) € K2 V(P,Q) € (K[X])*, AP (u)(z) + pQ(u)(z) = (AP (u) + pQ(u))(x) = (AP + uQ)(u)(x)

montre que E,(z) est un sous-espace vectoriel de E.

— Soit P € K[X] : u(P(u)(z)) = Q(u)(z) avec Q = X P, montre que E,(z) est stable par u.

I-A-1-2

— Le polynéme nul appartient a 7.

Soit P € Iy et Q € K[X]; PQ(u)(z) = QP(u)(x) = Q(u) o P(u)(z) = Q(u)(P(u)(x)) = Q(u)(0) = 0.
Donc PQ € I et Z; est bien un idéal de K[X]

Iy # {/} : par exemple x,, 7, € Zg.

— ( Méme calcul que ci-dessus ) Soit P € Zy et Q € K[X]; P(u)(Q(u)(z)) = PQ(u)(z) = QP(u)(z) =
Q(u)(P(u)(z)) = Q(u)(0) = 0, ce qui montre bien que la restriction de P(u) & E,(z) est I’endo-
morphisme nul de E,(z).

— L’existence de 7, découle du fait que ’anneau K[X] est principal. L’unicité de la condition
imposée : m, unitaire. Il est clair que 7, n’est pas nul puisque Zs # {/}. Par ailleurs 7, = 1 = X°
impliquerait v°(z) = x = 0 ce qui n’est pas. Finalement degm, > 1.

— Supposons degm, = 1 c’est a dire 7, de la forme X — X\ : alors u(z) — Az = 0; ce qui montre
que z est un vecteur propre de u - associé a la valeur propre \.

Réciproquement si u(x) = Az, le polyndome P = X — \ vérifie P(u)(z) = 0.
Donc P € Z; et P divise 7, ; comme degP =1 et degm, > 1, P =7, (P et 7, sont unitaires).

En conclusion : degm, =1 si et seulement si = est un vecteur propre de u.

I-A-1-3

Bs est libre : une condition de dépendance linéaire non triviale de z,u(z),...,u*"!(z) donnerait

un polynéme P non nul et de degré strictement inférieur a k vérifiant P(u)(x) = 0, ce qui est
en contradiction avec la nature de 7.

Bg est génératrice : soit P(u)(x) € E,(z), puis P = 7,Q + R avec deg R < k.
On a P(u)(x) = R(u)(z) € Vect(z,u(x),...,ur"1(z)).
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I-A-1-4
k—1 _ k—1 _
— Ecrivons 7, = X% — Z a;X’. Le fait que 7, (u)(r) = 0 entraine u*(z) = Z a;u’ ().
§=0 j=0
00 -+ 0 ag
1 0 0
On obtient M((u).;Bs) = | : : :
0 0 -+ 0 ag2
00 -+ 1 ag

— Pour tout j € {0,1,....k — 1}, 7o (us) (v (z)) = 7e(u) 0w’ (z) = v/ o m.(u)(z) = v/ (0) = 0 et donc
7. (uy,) = 0, ce qui implique que le polynéme minimal de u, divise 7.
Par ailleurs tout polynéme P annulateur de u, vérifiant P(u,)(z) = P(u)(xz) = 0, appartient

a Iy; donc 7, divise P et en particulier 7, divise le polynéme minimal de u,. Ces deux
polynémes étant unitaires ...

I-A-1-5
(i) Pour u=M\Idg , 7, =7, =X — X pour tout = # 0.
. 1 0 0
(ii) Soit u € £(13) défini par sa matrice [0 —1 0 | relativement a la base canonique (e1, ez, €3).
0 0 -1

On a pour z = ej, 7, = X — 1. Par ailleurs 7, = X2 —1 et y, = (X —1)(X +1)2.

La question I — A — 1 — 2 montre que E,(z) C kerm,(u) puisque la restriction & E,(z) de m,(u)
est nulle. Mais cette inclusion peut trés bien étre stricte comme le montre ’exemple (ii) avec
r=ey:m,=X+1et kerm,(u) =ker (u+e) = Vect(ez, e3), alors que E,(z) =) .

2

I-A-2-1

On peut écrire 7, = Rfl...Rg’“ et m, =R]"...R* avec Vi€ {1,...,k},[(; et v; e Net ou Ry,..., Ry
sont les facteurs irréductibles intervenant dans les décompositions de 7w, et de .

Posons P, = HR?T et Q1 = HR;-” oul={i/B;>~v}et J={j/B; <~}

iel jed
On a bien P;Q; = ppem(m,, ) et pged(Pr, Q1) = 15 il ne reste plus qu’a prendre P, = % et
1
T
=
I-A-2-2

Soit ¢ = Py(u)(a) + Q2(u)(b).
- Le fait que P1Q1(u)(c) = 0 est immédiat et donc 7. divise P1Q; .

- Si P(u)(¢) =0, PLP(u)(c) = P1Q2P(u)(b) = 0 et donc m, = Q1Q2 divise PiQ2P, ce qui entraine Q
divise P du fait que P; et ; sont premiers entre eux. On montre de méme que P; divise P et
finalement P, divise P. En conclusion 7, = P1@Q1 = ppem (g, 7).

I-A-3

Soit P = ppem(we,, ..., 7., ). Le fait que P(u) = 0 s’obtient sans difficultés en appliquant P(u) a
tout vecteur de E écrit dans la base (ej,...,e,). On en déduit que 7, divise P.

Par ailleurs pour tout ¢, 7., divise 7, ; d’ou P divise 7.

En conclusion P = 7.
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Le résultat du I — A — 2 — 2 s’étend sans difficultés - associativité du ppmc et récurrence - au
cas d’un nombre quelconque de vecteurs non nuls. Il existe donc = € E tel que w, = P.

I-A-4
On peut écrire 7, = PQ. Notons alors y = Q(u)(z) ou z est tel que 7, = .
D’une part, P(u)(y) = PQ(u)(z) = my(u)(z) = 0 montre que m, divise P.

D’autre part, 7, (u)(y) = 7,Q(u)(x) = 0 montre que w, = PQ divise 7,Q donc que P divise 7.

I-A-5
- 7k (A) =0 suffit pour donner 7;, divise 7.

- Soit k = degmi. D’apres ce qui précede, il existe V € K" tel que my = 7. On sait alors que
(V,AV, ... ,Ak’lV) est libre dans K", donc dans L" ( raisonner avec les déterminants extraits
...); ceci a pour conséquence degn;, > k. Finalement degrn; =k et 7 = 7,

I-B-1

Prendre = ¢; + ... + ¢, ou (e1,...,e,) est une base de vecteurs propres associés aux va-
leurs propres \i,...,\,. Le déterminant de (x,u(x),...,u" *(x)) dans la base (e,...,e,) est un
déterminant de VanderMonde , donc non nul puisque \q,..., A\, sont deux a deux distincts.
(z,u(z),...,u" 1(x)) étant alors une base de E, il est immédiat que E,(r) = E.

I-B-2

Si E = E,(z), dim E,(x) = degm, = n et comme 7, divise 7, qui divise y,, on a bien m, = x,.

Supposons 7, = x,. Soit z € F tel que 7, = 7,. On a donc dim F,(z) = degm, = degx, = n qui
montre que E,(z) = E.

I-B-3

Soit P € Ir et Q € K[X]. Alors PQ(u)(z) = Q(u)(P(u)(z)) € F puisque F est stable par u donc
par Q(u). Donc PQ € Ir et I est bien un idéal de K[X].

SiF={0},Zr =15 = (7r§) Si F = E, Iy = K[X] et réciproquement. Notons enfin que Zr contient
toujours Z; puisque F' contient toujours {0}. K[X] étant principal, il existe un polynéme unitaire
R

( de degré supérieur ou égal & un si F # E ) tel que Zr = (R).

On a F = {P(u)(x) / P € Tr} = {RQ(M)(5); Q € K[X]} = {Q(M)(R(M)(§)); Q € K[X]} ce qui montre
que F = E,(y) avec y = R(u)(z).

I-B-4-1

— ker P(u) = {0} signifierait P(u) bijectif et donc impliquerait Q(u) = 0, ce qui est contradiction
avec la nature de 7, = PQ. De méme ker Q(u) ne peut étre réduit a {0}.
— Notons F =ker P(u), G =kerQ(u), F/ =ImP(u), G' =ImQ(u) .

F,F',G,G" sont stables par u et 'on a G’ C F et F/ C G ce qui entraine w,, divise m, (qui
divise Q) et m, divise m, (qui divise P).

Par ailleurs 7 (u)oQ(u) = 0, donc 7, = PQ divise m,,Q d’ot1 ’on tire P divise 7, . En définitive
Ty = Ty = P. De méme m,, = m, = Q.
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— Comme FE est u-monogene, les sous-espaces ker P(u) et ker Q(u) qui sont stables par u sont
aussi monogenes d’apres la question précedente. La dimension de ces sous-espaces est donc
égale respectivement a degm, = deg P et degm,, = deg Q.

On notera que le résultat reste vrai si P =m, , Q =1 puisqu’alors P =7, = x,, : degP =n et
F=EF...
1-B-4-2

Soit F' un sous-espace stable par u et v =u,p.
Alors 7, divise m, et F C kerm,(u). Egalement degm, < dim F.

Or d’apreés la question précedente, degm, = dimker 7, (u). Il vient donc : dim F' < dimker 7, (u) =
degm, < dim F' d’ot1 ’on tire F' = ker m, (u).

Tout sous-espace stable par u s’écrit donc sous la forme ker P(u) ou P est un diviseur de .
On obtient ainsi un nombre fini de sous-espaces stables par u.

Partie 11
II-1-1

— Supposons F irréductible : soit alors z € F, x # 0; FE,(z) est un sous-espace de I’ non réduit
a {0} et stable par u; puisque F est irréductible, F,(x) = F et F' est bien monogéne.
T
Soit 7w, = HPZO“ la décomposition en produit de facteurs irréductibles de m,. La question
i=1
I-B-4-1 a montré que Vi € {1,...,r}, ker P/ (v) # {0} et ces sous-espaces sont stables par u.
On ne peut avoir » > 2 car alors, d’aprés le théoréme de décomposition des noyaux, F' =

@ker P (v) et F serait décomposable , donc réductible.
i=1

On peut donc écrire 7, = P* avec P irréductible et o € N*. Comme ci-dessus G = ker P(v) est
un sous-espace non réduit a {0} et stable par u : on a G = F du fait que F est irréductible,
ce qui entraine P(v) =0 et donc 7, = P et a = 1. En conclusion 7, est bien irréductible.

— Réciproquement soit F' = E,(z) tel que 7, = P avec P irréductible. Soit G un sous-espace
de I’ stable par u et non réduit & {0}. Le polynéme minimal de u,; divise P donc est égal
a P. Comme F est monogeéne, de méme que G (cf. I-B-3) , il vient : dim F = deg P = dim G.
Finalement G = F' et I' est bien irréductible.

II-1-2

ks
— Supposons E = @E avec Fi,...,F, irréductibles. Notons u; = u/p, et m;p = my,. Soit 7 le
i=1
produit des m; oul chaque facteur n’apparait qu’une fois exactement.
T K
7 est annulateur de u : soit x =1+ -+ 2, € E; w(u)(x) = Zw(u)(wz) = ZW(UZ)(%) =0 car
i=1 i=1
pour tout i, w(u;) = 0 puisque 7; divise 7. En conséquence 7 divise 7, et 7, a bien la forme
souhaitée.

T
— Réciproquement supposons 7, = HPi avec Pj,..., P. irréductibles et deux a deux distincts.
i=1

On a par le théoréeme de décomposition des noyaux, F = @ker Pi(u) = @FZ Il suffit de

i=1 i=1
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montrer que pour tout i, F; est somme directe de sous-espaces irréductibles.

Soit F' = ker P(u) ’un de ces sous-espaces. Considérons F ’ensemble des parties finies de

ker P(u)\{0} telles que la somme ZEu(x) soit directe. F n’est pas vide car contient tout

TeF
singleton constitué par un vecteur non nul de F. Puis notons C = {cardA|A € F}. C est une

partie non vide de N* majorée par dim F' : elle admet donc un plus grand élément que nous
P

noterons p. Soient alors y,...,y, des éléments de F' tels que la somme ZEU(%) soit directe
j=1

p
et G =(PE.(y))-
j=1

Supposons que G € F. Soit alors y € F,y ¢ G :

- Eu(y) est irréductible : m, divise m,,, = P donc m, = P et d’aprés II-1-1 , E,(y) est
irréductible.

- E,(y) N G est un sous-espace de E,(y) stable par u, donc réduit & {0} puisque F,(y) est

P
irréductible. Ceci contredit la définition de p car alors la somme F,(y) ® (@Eu(yj)) serait
j=1

directe.
P
En conclusion F' = ker P(u) = @Eu(yj) est bien somme directe de sous-espaces irréductibles
j=1
( on montre comme ci-dessus que pour tout j, E,(y;) est irréductible ).

I1-2
La linéarité de o est immeédiate.

Soit P = a;X"; ona Pa)(f) =Y ari®(f) =Y ar(fou®) = fo ) aru? = fo Plu)
k k k

k

L’égalité ci-dessus montre que si P(u) =0, P(@)(f) =0 pour toute f € E*, donc que P(u) = 0.

Réciproquement si P(u) = 0, on obtient : ImP(u) C ﬂ ker f = {0} ( prendre n formes linéaires
feE*
indépendantes ...). En conclusion P(u) = 0.

L’équivalence P(u) = 0 <= P(u) = 0 donne immédiatement 7w, = 75.

11-3
Soit B= (], --,|\) une base de E. Notons A = M(u);B) =[]y, et B = M((Su;B*) = [yl -

On a : a(e})(ex) = (Z bijer)(ex) = Z bijoir = b = €; ou(ex) = €] (Z aike;) = Zaikéij = aji
i=1 i=1 i=1 i=1

D’ott M (Ju; B*) =" M(M); B).

On retrouve ainsi que u et % ont méme polyndme minimal , puisqu’il en est ainsi pour A et 'A :
il suffit de constater que pour pour polynéme P, P(*A) = 'P(A) et donc P(A) =0 < P(*A) =0

11-4-1
Puisque 7; = 7, = P%, P*~ (@) # 0 : il existe donc g € E* tel que P> (@)(g) #0 ...

11-4-2
- 7y divise mz = P* et P*~!(a)(g) #0 : donc 7w, = P~
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- m, divise m, = P* et P> 1(@)(g)(y) = go P*"!(u)(y) # 0, donc P! (u)(y) # 0 : d’otr m, = P~

11-4-3

- Le fait que G est un sous-espace est immédiat (indépendamment d’ailleurs de la nature de

H).

- G est stable par u : soit z € G et Q(u)(g) € H; alors Q(u)(g)(u(z)) = go Q(u)(u(x)) = go P(u)(x) =
P(u)(g)(x) =0 ( P=XQ ) puisque z € G. Donc u(x) € G.

- Par ailleurs dim H = deg 7, = deg P* que nous noterons k. Soit (fi,..., fr) une base de H.
L’application qui & tout x € E, associe (fi(z),..., fx(z)) € K* a un noyau de dimension k puisque
(f1,-.., fr) est libre ( c’est du cours ...). Il ne reste plus qu’a montrer que G est précisément
le noyau de cette application , ce qui ne pose pas de probléme.

11-4-4

- z sécrit sous la forme p(u)(y) ; une division euclidienne donne p = P*T + S avec S = P?(Q) ol
0<B<a-1etpged(P,Q) = 1. On obtient bien » = P’Q(u)(y) puisque 7, = P®.

- Le théoréme de Bezout donne ’existence de deux polynémes R et R; tels que RQ + R, P = 1.
Il vient alors : P*~'"PR(@)(g)(z) = go P* ' =F(u) o R(u)(P?(u) o Q(u)(y)) = go P*"'(u) o RQ(u)(y) =
go P (u)(y — RiP(u)(y)) = go P* *(u)(y) # 0 d’apreés II-4-1 et car P*(u)(y) = 0.

11-4-5

- Le résultat précedent a pour conséquence que pour tout 2 € F\{0}, x ¢ G, puisque R(a)(g)(x) #
0. Autrement dit FF NG = {0}.

- Par ailleurs codim G = k = deg P* = degm, = dim F' = dim £ —dim G. On en déduit que £ = FHG.

- Par récurrence sur n = dim F. Supposons le résultat vrai pour tout endomorphisme d’un K-
espace vectoriel de dimension < n , ayant pour polynéme minimal une puissance d’un polynéme
irréductible.

Soit F un K-espace de dimension n+ 1 et u € L(F) tel que 7, = P* ou o € N* et P irréductible.

D’apres la question précedente, on peut trouver y € F\{0} et G un sous-espace de F stable
par u tels que m, = P* et £ = E,(y) ® G. Si £ = Ey(y), c’est fini; sinon , , divise m, = P,
donc 7, ,, = P7 avec 1 < v < a — 1. L’hypothése de récurrence s’applique alors & v = u;g et G
est somme directe de sous-espaces v-monogenes, donc u-monogenes, ce qui est suffisant. Enfin
la récurrence se fonde de fagon triviale en n = 1 puisque tout espace de dimension un est
monogene.

II-5

Soit m, = HPZ-O” ( notations claires ). On a F = @ker P = @Ni avec Vi, N; # {0}.
i=1 i=1 i=1

D’apres I-B-4-1, Ty, = P : la question précédente montre alors que pour tout i, N; est

somme directe de sous-espaces u;-monogénes ( ol u; = u/y, ), donc u-monogeénes.

11-6-1

— supposons F' indécomposable; le méme raisonnement qu’au début de la question II-1-1
montre que m, = P% avec o € N* et P irréductible. D’aprés la question précédente, I
est somme directe de sous-espaces v-monogenes, donc u-monogenes : mais comme F' est
indécomposable, F' est lui-méme monogeéne.

— Réciproquement supposons F = E,(x) et 7, = P* avec a € N* et P irréductible.

Supposons de plus F = G® H avec G, H stables par u et non réduit & {0}. D’apres I-B-3, G et
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H sont v-monogenes, donc u-monogenes. On peut écrire 7, ,, = ps Tu,;, = P7 avec 0 <[ <«
et 0 < v < a. L’hypothése = a conduit 4 dimG = deg P’ = deg P* = dim F puisque F est
monogene

( cf. question I-B-4-1 ), donc & F = GG ce qui n’est pas. On en déduit 8 < a. De méme 7 < a.
Mais alors, P® et P? divisant P!, P®~! serait annulateur de v ( appliquer P '(v) a
r=x2g+xg ...) ce qui contredit m, = P*. Finalement F' est indécomposable.

11-6-2

Reprenons les notations de la question II-5; pour tout i, N; est somme directe de sous-espaces
monogénes Fj;. Pour tout (i,j), le polynéme minimal de u,p,; divise P/, donc est de la forme
Pf Y avec 0 < f3;; < o;. Ceci entraine que tous les F;; sont indécomposables puisque monogeénes

et de polyndéme minimal Pf”, d’apres la question II-6-1.
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Partie 111

II1-A-1-1

X* est annulateur de u, donc 7, qui divise X* est de la forme X" avec 1 < r < n. On a bien
u” =0 et u"~! # 0 par définition de T,.

II1-A-1-2

La question II-4 a montré ’existence de e; € E et d’un sous-espace G stable par u (ici P =X
et a=r) tels que £ = E,(e1) ®G et m., = X". On a bien dim E,(e1) =1 et (e1,u(er),...,u""(e1))
est une base de F,(e1).

ITI-A-1-3
Par récurrence sur n = dim FE.
- pour n = 1, le résultat est trivial.

- supposons le résultat vrai pour tout endomorphisme nilpotent d’un K-espace de dimension
n.

Soit E un K-espace de dimension n+ 1 et u € L(F), nilpotent d’indice r ( 7, = X" ).

Avec les notations de la question précédente, on a donc F = E,(e;) ® G .

G étant stable , (u/q)" = u?G = 0. Il existe donc 3 < r; = r tel que le polynéme minimal de
u/q soit X™. Par hypothese de récurrence il existe une base b de G relativement a la quelle la
matrice de u, s’écrit sous

Jo 0
0 J3
la forme diagonale par blocs . avec Jo de taille r; etc. ...
0
0 Jp
Relativement a la base B obtenue par adjonction de la base (e1,u(e1),...,u""*(e1)) de E,(e1) et
de la base
Ji 0
0 Jo
b de G, la matrice s’écrit sous la forme voulue . puisque M((u)e,;e1,...,u" " (e1)) =

0 Jp
Ji d’aprés la question I-A-1-4 (7, = X" = X" ).
ITI-A-2-1

7. divise X* — 1 qui est scindé sur C et a racines simples : u est donc diagonalisable. E
est évidemment somme directe de sous-espaces irréductibles puisque toute droite propre est
irréductible ( les facteurs irréductibles de 7, sont bien siir de mulitiplicité un ).

E n’est pas nécessairement monogeéne : par exemple u= —Idg, v = Idg.

I11-A-2-2

7. est un polyndme A coefficients réels qui divise X* — 1 : ses facteurs irréductibles, tous de
multiplicité un, sont X —1 ou X + 1 ou de la forme X2 + 2aX + b avec a? — b < 0. D’apres la
question II-1-2 , F est somme directe de sous-espaces irréductibles.

7, s’écrit sous la forme 7, = (X — )X +1)’Q aveca=0oul,f=0o0ul, Q= HH ou 1l

K2
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et Vi, P, = X? +2a;X +b; , a? — b; < 0. On obtient donc, par exemple dans le cas a =1, § = 1,
k
Q:::II}%’
i=1
k
E =ker(u—Idg) @ ker (u+ Idg) & (@ ker P;(u))
i=1
Si x; € ker P;(u), z; # 0, mp, divise m,, = P; ( cf. question I-B-4-1 ) ol u; = /e p, (). DOnC 7, = P;

et dim £, (z;) = deg P, = 2. En conséquence ( cf. question II-1 ) ker P;(u) s’écrit comme somme
de plans irréductibles.

I, 0
0 -1 0
0 (O *)
On obtient dans une base adaptée une matrice diagonale par blocs de la forme Lo

I11-B-1-1

D’apres 11I-2 , u et « ont méme polynéme minimal. Par ailleurs puisque E est monogeéne, x, = 7,
( question I-B-2 ). Enfin d’apreés la question II-3 , u et & ont méme polyndéme caractéristique
puisque c’est le cas d’une matrice et de sa transposée : en conséquence 7; = x; et toujours
en vertu de la question I-B-2, E* est monogéne. D’ou1 ’existence de [ € E* telle que E* = E*;(f).

ITI-B-1-2
n—1 n—1
Supposons Z a; (el 1) = Z a;el _jout =0.
i=0 i=0
n—1 n—1
En appliquant en z ilvient : Z aer_qou'(x) = Z azer_q(e;) =an_1 =0.
i=0 i=0
n—k—1
Supposons ay,_; = -+ = ap_ = 0 pour k € {1,...,n —1}. Alors Z el | out(uf(z)) =
i=0
n—k—1
Z aiey 1 (€ivk)
i=0
= ap—k—1 = 0. On obtient donc par récurrence : Vi € {0,...,n— 1}, a; =0.
ITI-B-1-3
On sait ( question II-3 ) que M((Su;B*) =" M(M); B).
Par ailleurs ./\/l((ju;b) o b= (e _y,u(e) 1),...,u" (e}_,)) est égale a M((u);B) car mg = mex | =

Ty, = mp (cf. question I-A-1-4 : ces matrices sont entierement déterminées par le polyndme
minimal ).

Comme les matrices M()u; B*) et M(()u;b) sont semblables, il en est de méme des matrices

FM((u); B) et M(u); B).

Remarque : la question B-1-3 se traite de la méme maniére avec [ € E* ( non déterminée
explicitement ) comme au B-1-1 et b= (f,a(f),...,a" 1 (f)) ...

I11-B-2

Soit A € M, (K) et u € L(K") associé a A via la base canonique de K". K" est somme directe
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k
de sous-espaces monogeénes d’aprés la question II-5 : K" = @M>. Notons M, = &n(§)) et

i=1
By = (§,1(8),...,nb=>(§)))
ol d; = dim M, et u; = Ujr, -
D’apres la question précédente, pour tout i, ‘M (u);, By) est semblable a M(u);, By).

I
Soit 5 1a base de K" obtenue par adjonction des bases B, ..., 3|, que I’on peut noter B = @B> :
Y=o00
il est immédiat de vérifier que "M (u); B) est semblable a M (u);3), ces matrices étant “trans-
posées par blocs”, puis “semblables par blocs ”.

Enfin M (u); B) est semblable & A et "M((u); B) est semblable & 'A. Finalement A et ‘A sont
semblables.

Fin

a la prochaine
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