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Algébres daetision 2

NOTATIONS ET DEFINITIONS :
Le corps des réels est n&Ré le corps des coplexes est not€ .
Le R-espace vectoriel desatrices 2 lignes, 2 colonnes,a coefficients réels, eét Mp{R) .
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CeR-espace vectoriel estuni dune structure'digébre dont'élément unité est lanatrice I, = %) 1
[

Le R-espace vectoriel des vecteurs colonne derefits réels sera rotv, ; (R).

a0 00 . .
On not ¢, e e e, HE la famill e (€4,€,) est la base canonique d ; (R).

A toutematriceM O M (R) on associe I'endomorphism®,; : Mi(R) - M1(R),V > MV.

_ @ bO | . .~ [d -bO
Pour unematriceM = nou(a.,b,c,d OR, onnoterav lamatrice M = 0;
% df oc ag

on notera trifl) =a +d la trace, et dgfV ) = ad-bc le déteminant, de lamatrice M.
On notera QYl) I'ensenble desmatricesN 00 M (R) qui canmutent avedM ,i.e.telles queMN = NM .

Seuls les résultats des questiéret 7 de la partid sont utilisés dans la pagdil .

Les résultats de la partiie ne sont pas utilisés dans la paiti .

Seul le résultat de la questiBnde la partid est utilisé dans la paetill .

Dans la partidV sont utilisés les résultats de la pattie les notations générales de la @alili, ains que la
questian 1 de cette partie.

I-1. Quelles sont lematricesM 0 M (R) telles quel\?l =M?
-2 . PourMO M (R) , exprimer M + M, MM, MM en fonction de tr\l) et de det() .

[-3 . Montrer que pour toutmatriceM O M (R),on a légalité :
M?-tr (M) M + det M)l,=0.

I-4 .
[-4-1 Montrer que lanatrice deP ; dans la base canonique 8&,(R ) estM.
I-4-2. Montrer que pour touteatriceM [ M (R), @ et®y, ontméme polyndme caracteéristique.

I-5. Montrer que pour toutmatriceM O M, (R),unematriceNO M (R) commute avedM si et seulment si
elle canmute avecM .

I-6. SoitM O M (R) telle e M # M .
I-6.1. Montrer que'ensenble C(M) est le souRR -espace vectoriel engendré ga etM.

I-6.2. Montrer que le souR - espace vectoriel @ ) est une souR-algébre conmutative deM ,(R).

I-7. Déduire de la question précédente que dmaxices M et N élénents & M,(R)commutent si , et
seulenent si , la fanille (1, ,M ,N ) est liée .

I-8. On suppos M # M . SotA une valeurpropre de® ), , montrer que les colonnes del -\ I, sont dans
I'espace propre relatif & la valeur prprde lendomorphisme@® , ,et que ‘Une des ces colonnes'est pas
nulle.



1-9. On supposM # M .
[-9-1. Montrer que la souR -algére QM) est un corps si et seutent si fendanorphiane® ), n'apas
de valeurs propres réelles .

[-9-2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur lendétet deM et la trae deM , pour que la
sousR -algébre M) soit un corps .

I-10. On suppos M # M et que C(M) est un corps. $ai un zéro coplexe du polynéme caractéristique
de® M -

[-10-1. Justifier qea n'est pas réel , et tjuexiste une et une seule applicati@rHinéairef : C - C(M)
telle quef(1)= 1, etf(a) =M.

[-10-2. Montrer que est un ismorphisne de corps .

On considére dans cette partie une applinatia M 1(R) X M 1 (R) - M 1(R), qui est bilinéaire . Cette
application L sera considérée nore une loi de cmposition interne suM, 1 (R) .

II-1.
[I-1-1. Montrer quil existe des éidentsA,B,C,Dde M  ;(R) uniques , tels que pour toutctew colonne

. 0 X O G
V, = Ellmet V, = 5/2 0 éléments @ M, 1(R) , on ait [égalité :
10 20

L(Vi,Vo)=X1 X AtX Y2B+xy; C+y; ¥, D.
Exprimer les vecteurscolonneA,B,C,D en fonctim des valeuss de l'application L sur les couples de
vecteurs de la base canoniqueMe 1 (R) .
[I-1-2. On note M la matrice élénent de M (R) dont les colonnes sonf , B et N la matrice dont les
colonnes sonC, D.

X, 0 Xo O o
Montrer que pour tous les vecteurs colokhe 5/15 etV, = %2 néléments @ My 1(R) , on a légalité
10 20

L(Vi,V2) =(xiM+y; N) V.
( On pourra utiliser le fait qué Q est une matrice élément d (R) , les colonnes d® sontQeg; et

Qey).
. . . . xd, ,
11-2. Onreprend les notations de la question précédente, et poufv‘ten%/g élémentde M ;1 (R) ¢ (V) la
O

matricex M+y N élément de M (R) .
D'aprés la question précédente, on a , pour tous vecteurs culené élénents deM, ;(R) , I'égalité : L(
V,W)=¢ (V) W.

II-2-1. Montrer que 'hpplication bilinéaireL est gmétrique (i.e. la loi de auoposition L est
commutative ) si et seuteent § B=C.

1I-2-2.  On suppose que la loL est canmutative. Montrer que la loiL a un élénent neutre si , et
seulenent si, } est dans le sotR -espace vectoriel engendré parrtegrices M etN dans M (R) .

11-2-3. Montrer que la loiL est associative si et semlent si pour tout vecteur colonkeetW éléments
de My 1(R) on alégalié ¢ (L(V,W) )=0¢ (V) ¢ (W).

1I-2-4. On suppose que ldi L est conmutative . Montrer que la loL est associative si et sendent si pour
tous vecteurs colonné ,V, , V3, ona'galité: L(Vs,L(Vy,Vo)=L(Vy,L(Vs, Vo) ).

II-2-5.  On suppose que la loL est conmutative ; utiliser ¢ 11-2-4. pour montrer que la loi L est
associative si et sement si lesmatricesM etN commutent .

11-3. On reprend les notations des questions précédentes. On suppose que éstl@onmutative , que les
matricesM etN commutent , et que la faille (M, N) est libre.
[1-3-1. Montrer que 'Application¢ est irjective.

[I-3-2. Montrer que'lmage @&¢ contient } .



[1-3-3. Montrer quil existe dans rh¢ des éléments non colinéaires a | et que sMg est I'und'eux, mé =
C (Myp).

[1-3-4. Montrer que la loi L munit M ; (R) dune structure 'digébre associative gonutative et unitaire,
et qued est un haomorphisne injectif dalgébres.

Soient P et Q deuxmatrices élénents de M, (R), de trace nulle, telle que la deuxi& colonnede P soit
identique a la pmaiére colonne d€) .

c -bo b ad
On poseraP = getQ=g [ Ou a, b, c dsont des reels.
B - e bO

On ne suppose pas que lesatrices P et Q commutent.
L . xO .
On noe Y I'application M, (R) - M (R), qui, au vecteur colonné= %DD M,.1(R), fait correspondre
u

lamatrice (V)=xP+y Q.

On introduit l'application bilinéair 8: (M,; (R) )> -~ M, (R) telle que pour tout couple V{ , V,)
déléments deM,; (R),0 (V1 , Vo) =W (V1) V,.

L'application 8 ed auss$ une loi de canposition interne sur I'enstle M,; (R); cette loi est cmmutative
daprésll.1 etll.2.

I-1.
[lI-1-1. Montrer que 'BpplicationV - det (Y (V ) ) est uneforme quadratique sur |®-espace

vectoriel M, ;1 (R) ; cette fome quadratique sera notge

I1I-1-2. Donner en énction des réed a , b, c, d I'expression anglique de la fame quadratique dans la

base canonique dib 1 (R).

l11-1-3. Montrer que pour tout/ 0 M (R), on a ¥galité( (V) )2=q (V) .

(On pourra marquer que lematrices (V') sont de trace nulle et utiliser la questio3).

[1I-1-4. Montrer que lforme quadratique est nulle si et seuteent si les tripletsi( ,c, d) et @ , b, c) de
réels sont linéaireent dépendants.

[1I-1-5. Déduire dulll-1-4. que laforme quadratiquey est nulle si et seuteent si lesmatricesP et Q sont
liées.

IlI-2. Soit B laforme polaire de ldorme quadratiqug. Montrer que pour tou¥;, V, éléments deM ;(R), on
afegalite: Y (Vi) W (V2) + P (V2) Y (V1)= 2B (V1, V2) I2.
( On pourra utiliser le résultat de la questittri-3. ) .

I-3.
11I-3-1. Calculer legnatricesPQ et QP.
I11-3-2. Montrer que pour tol 0 M ;(R), on a les égalités :

g (V) =det ¥, PQV)=-det ¥/,QPV) ,
le déteminant étant relatif & la base canoniqueMe (R).
I11-3-3. Montrer que pour toW [0 M (R) la matrice (V) est lamatrice dont les colonnes sdAY et QV ;
en déduire'égalité :q (V) = det QV,PV) .
11I-3-4. Montrer que pour tous réetset y, on a ¥égalité :

PQ (xP+yQ) = (xP+yQ) QP.

On pourra rearquer que lanatriceQ est de trace nulle et utiliser la questibB8).
I11-3-5. Déduire ddll-3-2. , 11I-3-3. etlll-3-4. que paur tousV etW éléments deM ; (R) on a les égalités :

a(y (V)W) =q(6 (V,W)) =q(V) qW).



(On pourra utiliser , apré&vor justifié , I'égalieé de (RV, RW )= det R)det (V,W ) , ouR est unematrice
eleament deM, (R), etV , Wdes éléents deM; (R).

\%

On reprend lesypotheses et notations de la paltie
On suppose de plus guV, est un éllent de M (R) tel quey (Vp ) soit inversible, ce qui équivaut a la

condition g(Vp ) # 0.

Qn introduit I'applicatin ©: (M1 (R))> — M1 (R) , telle que , pour tout coupl®y(, V, ) déléments de
M1(R): © (V1, V2)= 8(Vo, 0 (V1, Vo) =W (Vo) W (V1) V2.

Cette applicatio® est aussi considéréernoe une loi de cmposition interne suM, 1 (R).

IV-1.
IV-1-1. Montrer que ‘Bpplication® est bilinéaire .
IV-1-2. Quels sont les vecteurcolonne A, B , C , Déléments de M, (R) associées a
I'application bilinéaie © par le procédé décrit dans la questida Il ?
IV-1-3Quelles sont lematricesM etN associées dapplication bilinéaie © ?

. xa,,,
IV-1-4. On pose come dans la parti#, ¢ (V )=x M+yN pour tout vecteur colonné= B’D élément
O
de M1 (R).
Montrer dan a 1égalité: ¢ (V) =y (Vo) W (V) .
IV-1-5. Montrer que la loi de coposition © est canmutative.

IV-2. Montrer que la loi de guoposition © est associative .

IV-3. Montrer quil y a dansM ;1 (R) un élénent neutre pour laid® .
Exprimer cet élénent neutre en fonction dég .

Le R-espace vectorieM, ; (R) muni de la I6© est donc une algébre associative unitaire et mmuoative.

IV-4. Montrer que 'Bpplicationd: M;(R) - M(R),V — W (Vo)W (V) est un hanomorphisne
dalgebres .

IV-5. Montrer que les éféents inversibles pour laild® sont les vecteurs colonved M ;(R) tels que
g (V) # 0. Quel estlinverse din élénent inversibley ?



