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PROBLEMES CORRIGES-MP

Deyairlibre

¢ Equations de Bessel et la fonction Gamma

~ Blague du jour

C’est un prof,pensant au glacon qui passe a l'état de
vapeu, demande a ses éleves de prépas si tout le monde
a bien compris ce que c’est que la sublimation.

« Est-ce que vous pouvez me donner un exemple de
solide qui se transforme en gaz sans passer par 1’état lig-
uide ? »

Et du fond de la classe quelqu’un lance : « Les cigarettes
m’sieur ! »

\.

® Enoncé : CNC 2007, MP

Pour tout le probleme, on définit une famille d’équa-
tions différentielles (F)))ecr+ par :

1 A2

VAeRT, y'+ ;y' —(1+ ?)y = 0. (Fy)

par "solution d’une équation différentielle”, on fait référence aux
solutions a valeurs réelles.

La partie I du probleme est largement indépendante des autres.

O Soit x un réel.
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Former pour réussir
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,{ Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846)

Astronome et mathématicien allemand, connu principalement|
pour avoir effectué en 1838 les premieres mesures précises de

miner avec succes la parallaxe, et par la méme la distance d'une
étoile fixe. il émit, le premier, 'hypothese que les queues de
cometes pouvaient étre dues a une force répulsive et 1’existence
d’une grande planete au-dela d"Uranus.

la distance d"une étoile et pour étre le fondateur de I’école alle-
mande d’astronomie d’observation. Bessel est le premier a déter-

H[mo_[ np uapp,eulaqmwj—’

0 Etudier, selon les valeurs de x, I'intégrabilité sur l'inter-
valle ]0, 1] de la fonction
b el
0 Montrer que cette méme fonction est intégrable sur 1'in-
tervalle [1, 4+-oo].

O A quelle condition, nécessaire et suffisante, sur le complexe z

t

la fonction t +— t* le~! est-elle intégrable sur l'intervalle

10, +-00[?

+00
0 Onpose I'(z) =/ t#~levtdt, z € CetRe(z) > 0.
0

O Soit z un complexe tel que Re(z) > 0 ; montrer que
[(z4+1)=zI(z).
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00 En déduire, pour tout réel &« > —1 et tout p € IN*, 'iden-
tité
Fa+p+1)=(@+p)la+p—=1)...(a +1)T'(a+1).
00 Montrer que pour tout x > 0, I'(x) > 0.

00 Calculer I'(1) et en déduire la valeur de I'(n + 1) pour
tout entier naturel 7.

0 O Soit z un complexe tel que Re(z) > 0 ; montrer
soigneusement que
+00 (_1)n 1

[(z) =)

+o0
7'——1—/ =~ le tdt.
—o " n+z 1

[0 Montrer que la fonction z ¢

n! n+z
définie sur la partie C \ {0,—1,—2,... } du plan com-
plexe et qu’elle y est continue.

La formule précédente permet de prolonger la fonction I' a
c\{0,—-1,-2,... }.

[0 Soient a et b deux réels avec 0 < a < b, et soitt > 0.

0 Déterminer max(t*~!,t*~1) selon les valeurs de ¢.
O Montrer que
Vx € [a,b], 0< 1< max(t”_l,tb_l).
0 En déduire que la fonction T est de classe C! sur R* et
donner l'expression de sa dérivée sous forme intégrale.

00 Donner un équivalent de la fonction I' au voisinage de
0.

Soient A > 0, & un réel et Z a,z" une série entiére, a coefficients
n>0

réels et de rayon de convergence R > 0. Pour tout x €]0,R[, on

pose

~+o00
Yal(x) = Y ayx"te.
n=0

O On suppose que la fonction y, est solution de 1’'équation dif-
férentielle (Fy) et que ayp # 0. Montrer que

=22, ((a+1)>=A")a; =0, et Vn>2 ((a+n)*—A*a, = a,

O On suppose que x = A et que la fonction y, est solution de
’équation différentielle (F,) avec ag # 0.

[J Montrer que

aopl' (v + 1)
22PpiT(a+p+1)
O Les a, étant ceux trouvés précédemment ; calculer le

rayon de convergence de la série entiére 2 anz".
n>0

VpeN, a2p+1=0 et ay, =

0 Montrer que si 292" T(A + 1) = 1 alors

= 1 x\ 2P+A
Vx>0, x) = = ,
Ya (%) pz_o pT(A+p+1) (z)
puis donner un équivalent de la fonction y, au voisinage
de 0.
O On suppose que 2A ¢ IN ;si p € IN, on note le pro-
) Fa+p+1) .

duit (x +p)(a+p—1)...(e + 1) par Tt six €

c\{-1,-2,...}.
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O En reprenant la question précédente avec « = —A, mon-
trer que la fonction

iy 1 X\ 2p—A
X p;oplf(—)x—i—p—i—l) (E)

est aussi solution, sur R, de I'équation différentielle
(Fa)-

O Vérifier que la famille (y),y_,), d’éléments de C(R" ,R),
est libre et décrire 1’ensembles des solutions, sur R, de
’équation différentielle (F) ).

PARTIE II1

Dans cette partie, on va construire, dans les cas A = 0 ou 1, une so-
lution z, de I'équation différentielle (F) ), définie sur IR}, qui soit
linéairement indépendante de la solution v, .

A- Ftude de (F)

On rappelle que
+o0 1
Vx>0, xX) = x%P.
W) = L, Gy

Soit « > —1 ; on définit la suite

—~

“2P(0‘))peN par la donnée de
ap(a) = 1 et la relation
mp () (o +2p) = my( 1) (@), p = 1 (1).
O O Montrer que, pour tout entier naturel p > 1,
P 1
arp(a) = E CESTE
[0 Onvoit bien que, pour tout entier naturel p > 1, les fonc-

Mo

Former pour réussir

tions ay, sont dérivables en 0 ; on pose alors

dﬁlz P 1
b, = TJ(O) = a,(0) et Hp= kzl%.
Montrer que, pour tout entier naturel p > 1,

1

T
O Calculer alors le rayon de convergence de la série entiere

Y. bpz?.

p=1

O 0O Enutilisant la relation (1), montrer que , pour tout entier
naturel p > 1,
(Zp)sz +4pazy(0) = by,
avec la convention by = 0.
O En déduire que la fonction z
i bprP est une solution de 1'équation différentielle
=1
?Fo) , définie sur R .
O Vérifier que la famille (yo, z9), d’éléments de C(R",R), est li-
bre et décrire I’ensembles des solutions, sur R?, de '’équation
différentielle (Fp).

B- FEtude de (F)
On rappelle que

x — yo(x)Inx +

T 1 X\ 2p+1
Vx>0, =4 — (=
Soit « €]0,2[ ; on définit la suite (czp(tx))p < Par la donnée de

co(w) = 1 et la relation
cop() ((+2p)* = 1) = cyp1y(a), p > 1 (2)-
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O O Montrer que, pour tout entier naturel p > 1,

e»® =1 e

k=1
[0 On voit 1a aussi que, pour tout entier naturel p > 1, les
fonctions Cop sont dérivables en 1 ; on pose alors
dCz P 1
dy=—"(1)=ch,(1) et Hy=) =
p du ( ) Zp( ) p k_zl k
Montrer que, pour tout entier naturel p > 1,

dy = Hy+Hy1—1).

_22P+1p!(p+1)!(

[0 Calculer alors le rayon de convergence de la série entiére

Y. deZP.

p=1

O O Enutilisant la relation (2), montrer que , pour tout entier
naturel p > 1,
((L+2p)* = 1)dp +2(1 + 2p)cop(1) =dpy,

avec la convention dy = 0.

O En déduire que la fonction w7 : x —— 2yi(x)Inx +
“+o0
Y. dpx2p 1 est une solution de I'équation différentielle
p=1
1 1 2

1 /

-1+ )y =2,
vy -y =1

définie sur R

(E1)

0 O Montrer que I'équation différentielle (E;) possede une
solution v, définie sur R’ , qui est de la forme v;(x) =

+o0
Y. epx L,
n=0

O Vérifier que la fonction z; = v; — u; est une solution de
I'équation différentielle (F;), définie sur RY.
O Vérifier que la famille (y1,z1), d’éléments de C(R7,R), est li-

bre et décrire I'ensembles des solutions, sur R?, de I'équation
différentielle (F;).

A la prochaine
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