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PROBLEMES CORRIGES-MP

® Corrigé : Pr. Taibi, CPGE Rabat, Maroc

1.

2. Lapplicationn t + t* le™! =

L’application ¢ ~ +*~le™" est continue sur ]0, +oo[ pour tout
réel x .
a. Ona:t"le7! ~ #! donctrs t* le~" estintégrable

t—0t
sur |0, 1] si, et seulement 1 — x < 1 soit x > 0.

b. Ona aussi * let =
t—+o00

intégrable sur [1, +oco] .

1
(t_z)’ donc t — e ft¥ L est

z=1)In(t) ast continue sur

e @1 qone
tZ—le—t

= e tel
]0/ —|—oo[, e—ttz—l
par la question 1°), I'application ¢ +—

sur |0, +oo[ si et seulement si R(z) > 0.

est intégrable

3. Quelques formules utiles :

a. Les applications t — * et t — ¢ ' sont de classes C

sur |0, +o0[ et que pour tout z € C tel que R(z) > 0,

ona: |e 't*| = e RE) -1 M 0. On applique alors
— 100

une intégration par parties a l'intégrale I'(z +1) =
—+00
[ rear
0

—+00

z,—z—1 —tyz] o0

[z + 1) = /te it = [—e'F], +

0

4.

Former pour réussir
~+o00

z / t*~le~tdt = zI'(z) pour tout z tel que R(z) > 0

0
Pour tout z € C tel que f(z) > Oettoutp € N*,ona:
Tz+p)=T(z+p-1)+1)=z—p-1DI(z—p—-1).

D’oﬂ:ﬁf(z+k) = ﬁ(z—k—l)F(z—k—l) =
k=1 k=1

I:[ z—k)l:IF (z — k) et par suite :
k=1

p—1

[[z-0r(z)

k=1
Onprendz =a+1,0ona: R(z) =Ra+1) =
1 > 0 et par suite

[(z+p) =
R(w) +

Fa+1+4+p)=7y(a+1) H(x+1+k =T(a+1)(a+1)..(a+p
k=1

Pour tout x > 0, la fonction t —> t*~1e~t est continue et

—+00
strictement positive, donc I'(x) = / et > 0.

0
Par un simple calcul, onaT'(1) = 1 et par b) pour a =0,
p=mn,ona:

T(n+1)=|[k=n!
k=1

Développement en série de I'.

a.

Soit z € C tel que R(z) > 0, on a:
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/ tz_le_tdt-i—/ e~ tdt
101] [1,+oof
= (1"

Ecrivons ¢! = 2 ' ", on a alors: # le=! =
= n!
o
2 tz+n—1
= n!
(_1)71 z+n—1
Si l'on pose f,(t) = Tt pour t €]0,1], on a:

fn est intégrable sur ]0, 1] pour tout entier naturel n et
ue/ | fu(t)| dt </ —dt 1 et puisque la série
T Joy VS o™ T S P

1 . , P N s P

2 — converge, il en résulte par le théoreme d’intégra-
n!

tion terme a terme que

! i (e 5 (1
tZ—]. —t t — / tZ+7Z—1 t —
/0 ¢d Z n! 0 d Z n' z+n

n=0

(=D"

n' z4+n

n=0

Posons f,(z) =

pourn € Netz € C\Z™

Pour n € NN, la fonction f, est continue sur C\Z™~ (
fraction rationnelle en z )

pour tout z € C\Z™ ettoutn € IN, on a: |fu(z)| =
1 1 1 1

- < L
n!|n+z| n!'|n+ R(z)|
donc Y | f(z) converge absolument et par suite ) _ f,
converge simplement sur C\Z .

Soit K un compact inclu dans C\Z~, et &« = d(Z,K),
onawa > 0car Z fermé et K compact. On a alors pour
tout z € K, ettoutn € N, |[n+z| = d(—n,z) > a,

car [n+R(z)| < |n+z|,

Soit0<a<bett>0,ona:t”_1:e(

1 1 11
< - -
done |fu(z)] < nn+zl  nla

converge, il en résulte que Z fn converge localement

uniformément sur C\Z ", donc par le théoréme de conti-
—+00

nuité la fonction somme 2 fn est continue sur C\Z"~
n=0

(e9)
On peut aussi montrer que Z fn est continue en tout
n=0
point zg de C\Z~ en effet: Comme C\Z~ est un ou-
vert, on a pour tout zp € C\Z~, il existe r > 0 tel
B(zg,7) C C\Z~, on prend alors le compact K = B(z, «)
et on termine comme avant .

1
. Comme la série Z —

a—1)In(t) )

Sit €]0,1],, alors In(f) < 0, donc (a —1)In(t) > (b —

1)In(t) et comme x— e* est croissante, on déduit que

71 > =1 Soit max (L, 071 = 1oL,

Sit > 1, alors In(t) > 0, donc t*~1 < t'"let par suite

max (7L, 1) = £

Conclusion finale : Pour tous0 < a < bett >0,0ona :

max(t”_l, tb—l) < tu—l + tb_l.

Pour t €]0,1], on a dapres a) 0 < Pl

max(# 1971 = 1771 = max (7L, 1)

demémesit > 1,ona:0 < 1 < max(t"_l,tb_l) =

=1 = max(t*7L, 27 1)

En conclusion : 0 < +*71 < max(t*"L,t*71) pour tout
€]0, +oof

La fonction f : (x,t) + t* le~!. est continue sur
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R x RY

L'application x + ¥ le™t = ¢~fel

C! sur R* et dcif(x,t) = In(t)f(x, t) pour tout (x,t) €
R x RY.

De plus pour tout compact K = [a,b] C R et tout
(x,t) € KxRY,ona: ‘%f(x,t)

*=1)In(t) st de classe

< |In(t)] e~ ¥t <

IIn(t)| e ' max(t* L, ") < [In(t)]e” (t” Ly ot

et que la fonction ¢ : t — |[In(t)|e (" t_l)

est intégrable sur R% car Vig(t) = \/_ Lt

t'"De~tIn(t)] — 0. Pourt > 1, ¢(t) < (t*°!
t—0"

tDte t = (7 4 t0)e !

Donc par le théoreme de dérivation sous le signe inté-

gral, il en résulte que T est de classe C' sur l'ouvert R*.
et que

' = [ A bt = / () letar
o dx’ 0 '

d. Onal(x+1)=xI(x) pour tout x > 0, et comme T est

continue en 1, on a 111?(()1 I'(x+1)=T(1) =1, donc
X—r
1

T(x) ~x—0t ;

+
_|_

—+00
A>0, a€R, yu(x) =) ayx"™

1. ag # 0 et y, est solution sur |0, R[ de 1’équation (F)) .

Mot

Former pour réussir

L'application x +— x% est de classe C® sur R’ et que

(o]

x — Y a,x" est de classe C* sur |0, R[ ( somme d’une série
n=0

entiere ), donc y, est de classe C™ sur |0, R| (produit de fonc-

tions de classes C*).

oo (o]
Par calculs: y,(x) = ax* 'Y g +x* ) na,x" ! =

o0

E (Dé + n)anxtx—i-n—l

Z w4 n)(a+n—1)ax* "2

Donc -
y, est solution sur ]0, R[de (F\) < Vx €]0,R[, — Z .
+ Y (e +n)ax®" + ) (a-
n=0 n=1
& Vx €]0,R|
Z((n +Dé)2 . AZ)anxtx—i-n . }
n=0 n
& Vx €]0,R|
Y ((n+a)> = A%)aux"— Y
n=0 n=2
On fa1t tendre x vers 07 obtenir a> — A% = 0 car agp # 0 et
]guls (« +1)2 — A?)a; = 0 et une recurrence ((a +n)? — A
an =ap—2..

x = A, ap # 0ety, estsolution sur |0,R[ de (F,) .
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1 =x* Y a,x". Onsait que (1)

Zﬂn
n=0

(A +n)? Az)an = a,_p pour toutn > 2

Puisque . (A +1)> =A% # 0, 0n a g

la relation (1), on a: a1 0 pour tout p
1

(A+2p)2 — 2272
p p 1
* D
N onc gaZk E(A—i—Zk)Z—AZ
j ——
Ay soit : azp
Pl (A +2k)2 — A2 Pl
Mais (A + 2k)2 — A2 = 4Ak + 4k?
P 1 P 1
,[[1 (A +2k)2 — A2 ﬂ4k(A+k) B
1 F(A+1)
22Pp! FA+p+ 1)
En conclusion :

Vp € N,

a.

Ona:y,(x

0 et par
€

S

IN .et a3, = 1) pour tout p

A2
p

H A(k—-1)

k=1

:‘u

(A + 2k 2%
4k(/\ k), dou

1 &1
[1

pll LAtk

I

3.
ap F(A + 1)
220pIT(A+p +1)

b.

appx2P

Pour x > 0, on a:

ay(p 1) 32

1
(A+2p)%2 + /\2
R est infini .

2

—_, 0 donc lerayon de convergence
p—+

c.  Onsuppose a2’ T(A +1) = 1.

a.

+o00
Z 112;9 x2p+/\

Ona: Vx>0, yy(x) =

p=0

A +2°° ap I‘(A-f'].) x2p+/\
S I T(A +p +1)

_ —io@ F(/\—l—l) (E)Zp—&-/\z/\
S P TA+p+1)2
=1 1 X5

= —_— | — p+/\ A \
p;Op!I‘(A—i-p-i-l)(Z) car ap2"1

Equivalent au voisinage de 0 :
D’apres les propriétés des séries entiéres, on a :
i 1 ;( )P~ 1
p'l"()\-i—p-i—l) x—0t T(A+1)

Donc

1 X
ya(x) o m(i))\

On suppose ici que 2A ¢ IN .

D’apres la question 1 et 2) la fonction y_, est aussi solu-
tion sur R, de (F,) .

Montrons (y,,y—,) est un systeme fondamental de solu-
tions sur R} de (Fy) .

Soit (a, B) € R? tel que ay, + By_, = 0.

Y

X
Comme y,(x) iy W(E)A et y_,(x)

x—0t

1 X A
(= : Oety_ —
r(_A+1)(2) ’Ona y/\(x) x_—>(>]+ € y /\(x) X0+

+00, donc si ’on suppose « # 0, alors en faisant tendre
x vers 0, on aboutit a une contradiction.
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-y

On conclut que & = 0 et puis B = 0, donc les solutions
y) et y_, sont linéairement indépendantes .

(F)) est une équation différentielle linéaire du second or-
dre a coefficients continus et sans second membre, son
ensemble de solutions est donc un espace vectoriel réel
de dimension deux. En conséquence : ( y,,y_,) est un
systeme fondamental de solutions de (F)) et que toute
solution sur R* de (F), ) est de la forme :

y=ayr+py_, ou apB€eR

Partie III.
A- Etude de () :

> 1
Pourx > 0,ona:y,(x) = X%
n® =L Gy
1.
p
a. Pour tout entier k > 1 : JJax(a) =
k=1
p 1 p p 1
———— | [ 2241y, doncay, () = | | ——=5a0(x).
1};[(“_’_2]{)2]!1 2(k—1) »4ONC 2P( ) g (Dé+2k)2 0( )
Orap(a) = 1, d’out la formule cherchée :
P 1
= — > 1.
ap () ;:Il (a T2k PO tout p >
b. D’apres les notations de I’enoncé, pour tout p € N*, on
p 1 p
a:ay(a) =exp() In(——)) =exp(—2 ) In(a+
P P ,;1 (a + 2k)? P k_Z“l

Mo

Former pour réussir

p
2k)), donc: ay,(a) = —Zﬁﬂzp(ﬁt) et puis
k=1
) Y ey (©
a'z 0 = -2 —a 0
p Irgzlzk P
1
= =) ;a2(0)
ok
= —Hp.llzp(())
Or ay,(0) IEI ! L ( ! )2 donc
2 = = = , .
4 i1 (262 220 (p!)2 2P p!

Calcul du rayon de convergence Rj :

1 1
Onab, b oo —Wln(p) = O(ZP—p!) car Hy ~ In(p),
donc le rayon de convergence de la série entiere ) _ b,x”
est infini :

Ry =+
Pourtoutp € N*,ona: (2p)%b, +4pay,(0) = —(2p)*az,(0)
= a(0) (—(2p
Mais (2p)?a2,(0) = ay(p—1(0), donc :

(Zp)sz +4pay,(0) = —ay,(0)H, + 4pa2p§0)
= —p-1) (O)Hp—l_EQZ(p—l) (0) + 4pa;

(.

-~

=0
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D’ou le résultat demandé .

b. Lapplication x — yo(x)In(x) est de classe C* sur R (

2z (x) + xzh(x) — (2 +0)z0(x) = 2xyp(x) + Z bp(Zp)zxzf’ -
p=1
= ) 4pay, (0)x*F + Y by(2
p=1 p=1
pOZ; bp-1x

car xyy(x) =

Opérations ), donc zg est de classe C* sur R, . Pour tout = bpx* =0
x>0,ona: o Ce qui permet de conclure .
zo(x) = yo(x) In(x) + Y bpx* 1 X )
~ —\V = P —
1 =1 ) Comme yo(x) Nt 1,(0_’_1)(2) 1, J1{11{6 Z bpx 0 et
zp(x) = ;yo(x) +In(x).yp(x) +2 Z PbprP_l 111’61+ In(x) = —c0,0na:
p=1 x—
B = —syeld) + oyh(x) + I g(x) + 20 5 Inlx):
0 - B 270 %70 Yo ceci permet de prouver ( comme a la question II 3.b) que les
2Y p(2p—1)b (2p—2 solutions vy et zg sur R’ de (Fy) sont linéairement indépen-
| P dantes .et avec les mémes raisons que dans I11.3b), toute so-
2 ) / lution de Fy) est de la forme :
Donc x°zp(x) + xzg(x) — (x* + 0)zo(x) = —yo(x) +2xyp(x) + 1n(y%):myo€x by & @P,BQ%H’E %ﬁo%stantes réelles arbitraires .

p_
B- Etude de !
+yo(x) + ln(x).xy0| lxl ! ! b(ﬁ;))xz’j
1. . p=1

—x2In(x)yo(x) —

En tenant compte du fait que y est solution sur R, de
(Fo) et de la question précédente, il vient :

(o) . 1
ré bMﬁ—%Out p €N ,Oona: CZP(OC) = WC (p-1)
d 1
Y] donC ﬂczk HWHCZI{ 1 et par
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p

H oc+2k

k=
et comme co(uc) =1,0on dedulte que :
P 1
cop(a) =1 | ——=—
2p () 1,;1 (a+2K)2 -1

suite cpp (& co(oc).

d
Pour tout p € N* d, = - ——C2p(1). Comme

_ i In((a + 2k) 1), on a: CIZp((X)

14
Tl e @) Do
Poo2(1+2k)
P

¢ (1+2k)2 1[_[ oc+2k

1
H =

k=

-

k=

i2(1+2k
& ak(1+ k)
P 1

Or E(1+2k)2—1 -

2(1+2k) 1
ak(k+1)  k
P21+2k) 1
Z4k(k+1)

demandé :

donc

i 1
P22t pl(p + 1)

c. Ona:

a.

11 1

2 pl(p+1)! Op-1y(a), on a: c,(a) ((“+2p)2_

1

'k+1)

b.

it

Former pour réussir

1
dp = 220+ pl(p + 1) (HP + Hpp — 1) =
1 1
~ ]
22rH1pl(p + 1)t CHy 5 p+1 -1 p—oo 227 pl(p + 1)! n(p),
donc le rayon de convergence demandé :
Rd = 400

On a: Pour tout p € IN¥, ((1 +2p)? —
2p)eap(1) = dy—1 . En effet :
par dérivation de l'identité cop(«) ((1 +2p)? —

1) dy +2(1+

1) =
1) + 2« +

ﬁ})CZp

)(0‘)
Pour a =1, ona :
dp((L+2p)* — 1) +2(1 4 2p)cap(1) = dp_4

_C2

2p+1 gont

(o)

Il est clair que les fonctions y; et x — Z dpx
p=1

de classe C* sur R, et par dérivation on obtient pout

toutx > 0:
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Former pour réussir

uf (x) + xu(x) — (1 +P)ur(x) = (zya<x>1n<x>+§ya<x>—%ym&%ﬂr’(ﬁfﬁtzﬂ%@wﬁ)}l(@ = 4wyi(x)+ ) (2p+1)%,
p=1

X <2y£(x) In(x) + %yl(x) + i (2p + 1)dpx2p> =
p=1

= 2In(x

Comme y; est xsolution sur R} de (Fl)
xzyg( ) + ayy(x) — (1 + xz)yl(x) = 0 et donc

—(1+ 2% <2y1(x) In(x)

Z 2p+1 Zd x2P+1

2p+1

=

L1
&
S
_I_
=

— p!(p +1)122+1

& 2p+1 — Yt
+ pzbdpx Pt ) r;) (p
- o 1 4(2p +1
— (L+ ) () ) 44y (x) S
(e9) N/
1+ x?) Y. dprPH =czp(1)

=0
g + Y @2p+1)2—1)d,
p=0

= i < (2p +1)cop (1) + ((

= 2x

On déduit alors que u; est bien solution sur R, de (E;)

€ = p—1
e — R —
On pose uy(x) =t Zepx avec
Reo( Y epxP™ 1) > 0.
p=1
Sur J0,R[, on a: x%uj(x) + xuj(x) — (1 + x*)u;(x) —

2 = G- -2epx )| +
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<
[ P

X <x—§ + ) (p— 1)e,,x”_2> —2x =) (p(p —1)e, —
p=1 p=0
ep—2)xP~1 — (eg +2)x — ey = 0. comme dans la question
€y) = —2
w.., On déduit : e1 =20 , ce

Vp=3,p(p—2)ep,—e, 1=0
qui permet de conclure par une récurrence que : Vp € N,
€o

22Pp!(p +1)! = —2c7,(1)
et par suite R est infini et que u; est solution sur R’ de
(E1).

careg = —2

Mo

Former pour réussir

b. (F;) est une équation différentielle linéaire sans second
membre associée a (E1) et comme z; et 17 sont solutions
sur RY de (Ey), il en résulte que z; — u; est solution sur
R’ de (F) .

Comme dans la question....., en étudiant le comportement des
solutions z; et y; au voisinage de 07, on déduit que (y1, z1)
est systeme fondamental de solutions sur R’ de (F;), donc
toute solution sur R’ de (F;) est de la forme: y : x —
ay1(x) + Bz1(x) ot « et B sont des constantes réelles arbi-
traires .
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