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Blague du jour :

e Qu’est ce qu’un taureau avec un sac a main ?

- Un vache folle

e Qu’ce qu’est un oiseau migrateur ?

- C’est un oiseau qui se gratte que d’un coté.

e Qu’est-ce qu’on obtient si on croise un pitbull et un yorkshire ?
- Un yorkshire mort...

Mathématicien du jour Liouville
Joseph Liouville (1809-1882) est un mathématicien francais. Diplomé de I’Ecole Po-
lytechnique et de I’Ecole des ponts et chaussées, il préfére suivre une carriére acadé-
mique plutot qu'une carriére d’ingénieur. Liouville publia dans divers domaines des
mathématiques, dont la théorie des nombres, I’analyse complexe, la géométrie diffé-
rentielle et la topologie différentielle, mais aussi la physique mathématique et méme
’astronomie. Il fut le premier & reconnaitre les travaux inédits d’Evariste Galois

PROBLEME : Source : Concours Marocain (CNC), MP, 2008.

Dans ce probléme, I'espace vectoriel réel R? est muni de son produit scalaire canonique et de la
norme qui lui est associée, notée ||.||; C est muni de sa norme standard z — |z| qui en fait un R -
espace vectoriel normé. On rappelle quesi zp € Cetr > 0,ledisque D(zp,r) : = {z € C; |z—z0| < r}
est un ouvert de C .

1% Partie : Résultats préliminaires

1. On considere I'application ¢ : R? — C définie par: ¢ (z,y) = = + iy, (z,y) € R
(a) Vérifier que l'application 1 est une bijection continue et que 1) ~! est aussi continue .
(b) Justifier que si Q2 est un ouvert de C alors {(x,y) € R?; x + iy € Q} est un ouvert de R
(c) Montrer que Q : = {z € C; Re(z) > 0} est un ouvert de C et qu'il est connexe par arcs.
2. Soit Z anz" une série entiere de rayon de convergence R > 0 et dont les coefficients a,, ne

n>=0
sont pas tous nuls ; on pose p = min{k € N; a;, # 0}.

(a) Justifier qu'il existe une fonction g, somme d’une série entiere a préciser, telle que pour
tout complexe z de module < R, on ait f(z) = 2P¢(z). Que vaut g(0) ?

(b) Montrer alors qu'il existe r €0, R[ tel que, pour tout z € D(0,7) \ {0}, f(2) # 0.

2°™¢ Partie : La propriété (H)

Définition. Soit f : 2 — C une application définie sur un ouvert non vide 2 de C; on lui
associe 'application f : U — C, définie sur I'ouvert U = 1)~ (Q) de R? par : f(z,y) = f(z + iy).
On dit que f vérifie la propriété (H) si f est de classe C* sur U et

of of

V(z,y) €U, ;y(x,y) = 2%(96,?;)-
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1. (a) f: C— C,z+— €*; montrer que f vérifie la propriété (H).
(b) Méme question avec f : 2z = z + iy — In|z| + iarcsin(%) définie sur l'ouvert
Q: = {z € C; Re(z) > 0}. Que vaut ¢/*) pour z € Q?
(c) Soit P = ag+ayz+---+aqz? € C[X]oud € N*. Justifier que 'application f : z — P(z),

0
définie sur C, vérifie la propriété (H) et exprimer a—f en fonction de P'.
€T

(d) L'application f: C — C, z —— Zz vérifie-t-elle la propriété (H) ?
2. Cas d’une fonction définie par une intégrale
(a) Soit v un réel; pour quelles valeurs du complexe z la fonction ¢ — e 2 Hivt egtelle
intégrable sur R ?
+oo 5.
Pour tout réel v, on pose  f,(z) = / e Tt 2 € Q= {z € C; Re(z) > 0}.
— 00
(b) Montrer que f, possede, en tout point de U/, une dérivée partielle par rapport a sa
deuxiéme variable et 'exprimer sous forme intégrale.

(c) Montrer soigneusement que f, posséde, en tout point de U, une dérivée partielle par
Ofo

rapport a sa premiere variable et ’exprimer en fonction de TR
)

(d) Montrer que l'application f, vérifie la propriété (H).
3. Cas de la somme d’une série entiére

Soit Z an,z" une série entiére de rayon de convergence R > 0; on note f 'application définie

n>0 400
par f(z) = Zanzn, z € D(0,R) (avec D(0,R) = Csi R = +0).
n=0

(a) Soityp €] — R, R[; montrer soigneusement que 'application x — f(z+iyo) est dérivable
sur l'intervalle | — \/R2 — y2,1/R2 — y3[ (= R si R = +00) et exprimer sa dérivée sous
forme de la somme d’une série. On posera f,,(z) = anz", z € D(0,R), n € N.

(b) Montrer que f posséde des dérivées partielles premieres en tout point de ¢/ = ¢~ (D(0,R))
et exprimer g“;; en fonction de g‘i

(c) Montrer que f vérifie la propriété (H).

4. Quelques propriétés générales
Soit 2 un ouvert non vide de C , et soient f, g deux applications définies sur 2 a valeurs
complexes et vérifiant la propriété (H) ; on pose U = ().
(a) Montrer que, pour tout A € C, I'application A f + g vérifie la propriété (H).
(b) Montrer que le produit fg vérifie la propriété (H).
(c) Soient Q' un ouvert de C et F' : Q' —— C une application vérifiant la propriété (H) ; on
suppose de plus que f(€2) C €. Montrer que I'application F o f vérifie la propriété (H).

(d) On suppose que, pour tout z € Q, f(z) # 0; montrer que l'application ; vérifie la

propriété (H). oF
(e) Soit zp = z¢ + iyo € 2 et posons %(azo, Yo) = a + ib.

i. Exprimer la différentielle de f en (xo, yo), notée d f (x0,Y0),al’aide des réels a et b puis
écrire la matrice jacobienne A de f au point (z¢, o) dans la base canonique (e;, e2)
de R? et la base (1,4) du R -espace vectoriel C .

ii. On suppose que a + ib # 0 et on oriente I'espace euclidien R? par sa base canon-
ique ; que peut-on dire de la nature géométrique de I’endomorphisme de R? canon-
iquement associé & A? A quelle condition sur a et b cet endomorphisme est-il une

ion ?
rotation ? o
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(f) Side plus f est de classe C?, calculer le laplacien A f de f défini par Af : = 922 + 87/2

3°™¢ Partie
Analyticité des applications vérifiant la propriété (H)
Soient 2 un ouvert non vide de C , zp = xo +iyp € Q et f : Q —— C vérifiant la propriété (H).
1. Justifier que 'ensemble {p > 0; D(zp, p) C 2} n'est pas vide.

Si cet ensemble est majoré, on note R sa borne supérieure, sinon on pose R = +o0.

2. On note ¢ l'application de |0, R[xR dans C définie par
o(r,0) = f(z0 + re?) = f(xzo +rcosb, yo + rsinb).

Justifier que ¢ est de classe C! sur |0, R[xR et calculer ses dérivées partielles (Zp et ?;g en
~ r

fonction de 92" Donner une relation entre les dérivées partielles premieres de ¢.
x

3. Pour tout r €]0, R, on note ¢, 'application définie sur R par : ¢, (6) = ¢(r,0) = f(z0 + rew);
of

(a) Justifier que ¢, est 2r-périodique, de classe C* et exprimer sa dérivée en fonction de 3
x

Dans la suite, on note (cn(r))n cz la suite des coefficients de Fourier complexes de ¢, .

(b) Justifier que la suite (¢, (7)), ¢z, estsommable. Qu’en déduit-on au sujet de la convergence
de la série de Fourier de la fonction ¢, ? Quelle est sa somme ? on précisera les hypothéses
des théorémes utilisés.

. 2 . s 2 & r
4. Les notations étant celles de la question précédente ; on pose h,,(r) = n(r)

, 7 €]0,R[, n € Z.
(a) Donner l'expression intégrale de ¢, (r) pour tout r €]0, R[ et n € Z.

(b) Soit n € Z; montrer que la fonction r —— ¢, (r) est dérivable sur |0, R[ et exprimer sa
dérivée sous forme intégrale puis justifier que, pour tout r €]0, R, ¢/, (r) = %c,(r).

(c) Montrer que, pour tout n € Z, la fonction h,, est constante sur l'intervalle |0, R].

(d) Montrer que si n est un entier naturel non nul alors la fonction h_,, est nulle puis en
déduire que c_,(r) = 0 pour tout r €]0, R[. On pourra justifier que la fonction r —— c_p(r)
est bornée au voisinage de 0 a droite.

5. Soit n € N; d’apres ce qui précede, il existe une constante a,, € C telle que a,, = h,(r) pour

tout r €]0, R[. Montrer que le rayon de convergence de la série entiere Z anz" est supérieur

T n>0
ou égal a R et que, pour tout z € D(z, R), f(z) = Z an(z — z0)".
n=0

6. Montrer l'unicité de la suite (a,)necn de la question précédente.

7. En précisant le théoréme utilisé montrer que, pour tout r €]0, R],
1 27 +oo

|f (20 + 7€)|? df = Z |an|?r?™  (Formule de Gutzmer).
n=0
4°™ Partie
Propriétés fondamentales des applications vérifiant 1a propriété (H)

A. Théoréme de Liouville

Soit f : C+—— C une application vérifiant la propriété (H) ; d’apres I’étude menée dans la partie
précédente, en prenant zy = 0, on obtient R = +oo0 et il existe une unique série entiere Z apz™ de
rayon de convergence infini dont f est la somme. n20

1. Montrer en utilisant la formule de Gutzmer que si f est bornée, elle est constante.(Liouville)

21 Jo

2. Application : Soit P un polyndme non constant a coefficients complexes ; on veut montrer que
P possede au moins une racine dans C. Supposons le contraire et considérons 1’application ¢

de C vers C, définie par g(z) =

P ).OnposeP(z):a0+alz+--~+adzd,d>letad#O.
z
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2. Application : Soit P un polynéme non constant a coefficients complexes ; on veut montrer que
P possede au moins une racine dans C. Supposons le contraire et considérons 1’application g¢

1
de C vers C, définie par g(z) = )’ Onpose P(2) =ag+ a1z + -+ aqz?, d > 1etag # 0.

(a) Justifier que |P(z)] . ~ |ag||2|? et trouver la limite de g(z) lorsque |z| tend vers +o0
z|—+00
puis montrer que g est bornée.
(b) Justifier que g vérifie la propriété (H) et conclure.
B. Principe du prolongement analytique
Soient {2 un ouvert connexe par arcs de C, et f : ) — C une application vérifiant la propriété
(H). On suppose qu'il existe zy € Q et p > 0 tels que D(zp, p) C Qet f(z) = 0 pour tout z € D(zp, p).
On veut montrer que f est nulle ; supposons le contraire et considérons z; € (2 tel que f(21) # 0.
1. Justifier qu’il existe une application v : [0,1] — C continue et a valeurs dans (2 telle que
7(0) =zpety(1l) = 2,.0npose I ={t €[0,1]; Vse[0,t], f(v(s)) =0}
2. Justifier que I posséde une borne supérieure notée o puis montrer que o est > 0 et que o € I.

3. Justifier que [0,0] C I et que o < 1 puis construire une suite (¢x);>1 d’éléments de ]o, 1] qui
décroit vers o et vérifiant f((tx)) # 0 pour tout k > 1. En particulier v(o) # 2y, pourquoi ?

4. (a) Justifier qu’il existe r; > 0 et une série entiere E a,z" de rayon de convergence > r; tels
n>0

que D(y(o),m1) C et Zan z—7(0))", z€ D(y(o),m1).

(b) Déduire de la question 3. precedente que les coefficients a,, ne sont pas tous nuls et
justifier qu'il existe r €]0,71[ tel que f(z) # 0 pour tout z € D(y(o),r) \ {7(0)}.

5. Montrer que v([0,0]) N D(v(0),7) \ {7(0)} # 0 et conclure. (On pourra considérer la borne
inférieure B de {t € [0,0]; ~(t) = v(0)} et justifier que 3 > 0).
C. Applications
1. Principe du maximum : Soient {2 un ouvert connexe par arcs de C , et f : Q@ — C une
application vérifiant la propriété (H). On suppose que l'application z +—— |f(z)| admet un
maximum local en un point 2z € €2 et on considere p > 0 tel que D(z, p) C Q2 et que, pour tout
z € D(20,p), [1(2)] < |f(20)]-
(a) Montrer en utilisant la formule de Gutzmer que, pour tout z € D(zg, p), f(z) = f(20).
(b{ Montrer que If est constante sur () tout entier.

2. Calcul d"une intégrale +o0 .
On rappelle que, pour tout réel v, la fonction f, : z +— / e #TE gt, définie sur I'ouvert

1:={z € C; Re(z) > 0}, vérifie la propriété (H) (questio}10<>2. de la 2éme partie).

+o0 .
(a) On fixe un réel v > 0 et on pose u(v) = / et vt dt, v € R.
— 0o
i. Justifier que la fonction . est dérivable sur R et que /' (v) = —5% uu(v), pour tout v € R.

+o0o
ii. On admet que / e~ dt = \/7; calculer la valeur de 1(0) et donner I'expression

—0o0
de p(v), pour tout v € R, a I'aide des fonctions usuelles.

(b) On sait que 'application f définie sur 2 par f(z) = In|z| + ¢ arcsin( |Z‘) z=x+iy €9,
vérifie la propriété (H) (question 1. (b) de la 2éme partie). Soit v un réel.
(u v2
i. Vérifier que, pou tout u > 0, f,(u) = /7 eI et

[ 2
2 e 4z, définie sur (Q, vérifie la propriété (H).

ii. Justifier que l'application z — /T e™
iii. Montrer en utilisant convenablement le principe du prolongement analytique que

+0o0 2. . f(=z) v2
/ e Pt gy — /e

2 e 4z pour tout z € Q. ;
oo ‘ ‘ Fin
(On pourra appliquer la question 2. des préliminaires en considérant le développement en g [, prochaine

série entiere, sur le disque D(1, 1), de la différenee de ces deux fonctions ).
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