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Corrigé : Pr. Hfa, CPGE Agadir, Maroc

Rappels du cours :
En plus du programme Français, ce problème utilise ce petit rappel
du cours, qui fait partie

du programme Marocain.
Définition :
Soient U un ouvert de C, a ∈ U, et f : U → C une application.

(i) On dit que f est holomorphe en a si lim
z→
6=
a

f (z)− f (a)

z− a
existe dans

C.

Dans ce cas cette limite est notée : f ′(a) = lim
z→
6=
a

f (z)− f (a)

z− a
, dite

dérivée de f en a.
(ii) On dit que f est holomorphe sur U si f est holomorphe en
tout point de U, et dans ce

cas, l’application f ′ : U → C est dite la dérivée de f sur U.
Remarques : ( Opérations sur les dérivées )
(i) On dérive de la mêmemanière que pour les fonctions d’une vari-
able réelle, le produit, le
rapport ( quand il est défini ), les combinaisons linéaires, de deux
fonctions holomorphes.
(ii) Si U est un ouvert connexe par arcs de C, et f : U → C une
application holomorphe sur U,

alors f est constante surU si et seulement si ∀z ∈ U ; f ′(z) = 0.
Théorème : ( Équations de Cauchy Riemann )

Soient U un ouvert de C, et f : U → C une application.
On pose : Ũ = {(x, y) ∈ R

2 tq x + iy ∈ U} et ∀(x, y) ∈ Ũ ;
f̃ (x, y) = f (x+ iy).
On pose aussi : ∀(x, y) ∈ Ũ ; P(x, y) = Re( f (x + iy)) et
Q(x, y) = Im( f (x + iy)).
Alors Ũ est un ouvert de R

2 et les assertions suivantes sont équiv-
alentes :
(i) f est holomorphe sur U.

(ii) f̃ est de classe C1 sur Ũ et ∀(x, y) ∈ Ũ ;
∂ f̃

∂x
(x, y) + i

∂ f̃

∂y
(x, y) =

0.
(iii) P et Q sont de classe C1 sur Ũ et ∀(x, y) ∈ Ũ ;



∂P

∂x
(x, y) =

∂Q

∂y
(x, y)

∂Q

∂x
(x, y) = −∂P

∂y
(x, y)

Remarque :
Sous les notations du théorème précèdente, si f est holomorphe
sur U, alors :

∀(x, y) ∈ Ũ ; f ′(x+ iy) =
∂ f̃

∂x
(x, y) = −i

∂ f̃

∂y
(x, y)

Théorème : ( Principe des zéros isolés )
Soient U un ouvert connexe par arcs de C, et f : U → C une
application holomorphe.
On suppose que f n’est pas identiquement nulle, et qu’il existe
a ∈ U tel que : f (a) = 0.
alors il existe r > 0, tel que D(a, r) = {z ∈ C tq |z− a| < r} ⊂ U
et ∀z ∈ D(a, r)\{a} ; f (z) 6= 0.
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Autrement dit ( par contraposée ) si {z ∈ U tq f (z) = 0} admet
un point d’accumulation,
alors f est identiquement nulle.

Dans tout ce problème, on pose : q(x) =
∞

∑
n=1

eiπn2x

iπn2

1ère Partie : Formule sommatoire de Poisson
Soit g : R → C une application de classe C1 telle que : g(t) =

O
|t|→+∞

(
1
t2
) et g′(t) = O

|t|→+∞
(
1
t2
).

On pose : ∀t ∈ R ; g0(t) = g(t) et ∀n ∈ N
∗ ; gn(t) =

g(t+ 2nπ) + g(t− 2nπ).

1.1) L’application [t
h7−→ g(t)e−ixt] est continue sur R, et d’aprés

l’hypothèse ci-dessus :

h(t) = O
|t|→+∞

(
1
t2
), alors h est intégrable sur R.

On pose alors : ∀x ∈ R ; ĝ(x) =
∫ +∞

−∞
g(t)e−ixtdt. ĝ est la trans-

formée de Fourier de g.

1.2) L’application
[
t 7−→ t2g(t)

]
est continue sur R et g(t) =

O
|t|→+∞

(
1
t2
), alors il existe A > 0,

tel que cette application est bornée surR\[−A, A], cette application
est continue sur le

segment [−A, A], donc bornée sur ce segment, et par suite bornée
sur R.
Il existe alors M > 0 ; ∀t ∈ R ;

∣∣∣t2g(t)
∣∣∣ ≤ M.

Soit [a, b] un segment de R, Puisque : lim
n→∞

(b − 2nπ) = −∞ et

lim
n→∞

(a+ 2nπ) = +∞

∃N ∈ N
∗ ; ∀n ≥ N ; ∀t ∈ [a, b] ; (t− 2nπ) ≤ (b− 2nπ) < 0 et

(t+ 2nπ) ≥ (a+ 2nπ) > 0.

∀n ≥ N ; ∀t ∈ [a, b] ; |gn(t)| ≤ M

(t− 2nπ)2
+

M

(t+ 2nπ)2
≤

M

(b− 2nπ)2
+

M

(a+ 2nπ)2
.

M

(b− 2nπ)2
∼

n→∞

M

4π2n2
et

M

(a+ 2nπ)2
∼

n→∞

M

4π2n2
alors la série

∑

(
M

(b− 2nπ)2
+

M

(a+ 2nπ)2

)
converge.

Par conséquent : la série

(

∑
n≥N

gn(t)

)
converge normalement pour

t ∈ [a, b].

Conclusion : la série

(

∑
n≥0

gn(t)

)
converge uniformément sur tout

segment de R.
1.3) On note g̃ la fonction définie, pour tout t ∈ R, par : g̃(t) =

∑
n≥0

gn(t).
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1.3.1) g est de classe C1 sur R, alors ∀n ∈ N ; gn est de classe C1 sur
R.
Notons que : ∀t ∈ R ; g′0(t) = g′(t) et ∀n ∈ N

∗ ; g′n(t) =
g′(t+ 2nπ) + g′(t− 2nπ).
On remplace g par g′ dans la question précèdente, on obtient alors

que la série :

(

∑
n≥0

g′n

)

converge uniformément sur tout segment de R.
D’où g̃ est de classe C1 sur R, et ∀t ∈ R ; g̃′(t) = ∑

n≥0
g′n(t).

1.3.2) Remarquons que d’aprés le raisonnement de la question 1.2)
on a :

∀t ∈ R ; les séries

(

∑
n≥1

g(t+ 2nπ)

)
et

(

∑
n≥1

g(t− 2nπ)

)
conver-

gent.
∀t ∈ R ; g̃(t+ 2π) = ∑

n≥0
gn(t+ 2π) = g(t+ 2π) + ∑

n≥1
g(t+ 2(n+

1)π) + ∑
n≥1

g(t− 2(n− 1)π).

g̃(t+ 2π) = g(t+ 2π) + ∑
n≥2

g(t+ 2nπ) + ∑
n≥0

g(t− 2nπ).

g̃(t+ 2π) = g(t+ 2π)+ g(t)+ g(t− 2π)+ ∑
n≥2

(g(t+ 2nπ) + g(t− 2nπ)) =

g̃(t).

∀k ∈ Z ; ck(g̃) =
1
2π

∫ 2π

0
g̃(t)e−iktdt.

∀n ∈ N ; ∀t ∈ R ;

∣∣∣∣∣g̃(t)e
−ikt −

n

∑
p=0

gp(t)e
−ikt

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣g̃(t)−

n

∑
p=0

gp(t)

∣∣∣∣∣ .

Alors, d’aprés 1.2) la série
n

∑
p=0

gp(t)e
−ikt converge uniformément

sur tout segment de R vers
[t 7−→ g̃(t)e−ikt], en particulier sur [0, 2π]. On déduit alors que :

∀k ∈ Z ; ck(g̃) =
1
2π ∑

n≥0

∫ 2π

0
gn(t)e

−iktdt

∀k ∈ Z ; ck(g̃) =
1
2π

∫ 2π

0
g(t)e−iktdt+

1
2π ∑

n≥1

(∫ 2π

0
g(t+ 2nπ)e−iktdt+

∫ 2

0

On pose : u = t+ 2nπ et v = t− 2nπ.

∀k ∈ Z ; ck(g̃) =
1
2π

∫ 2π

0
g(t)e−iktdt+

1
2π ∑

n≥1

(∫ 2(n+1)π

2nπ
g(u)e−ikudu+

∫ 2

−2

De 1.1) l’application [t 7−→ g(t)e−ikt] est intégrable sur R, la rela-
tion de Chasle donne alors :

∀k ∈ Z ; ck(g̃) =
1
2π

∫ 2π

0
g(t)e−iktdt +

1
2π

∫ +∞

2π
g(u)e−ikudu +

1
2π

∫ 0

−∞
g(v)e−ikvdv.

∀k ∈ Z ; ck(g̃) =
1
2π

∫ +∞

−∞
g(t)e−iktdt =

1
2π

ĝ(k).

1.3.3) g(2nπ) = O
|n|→∞

(
1
n2

)
alors les séries

(

∑
n≥0

g(2nπ)

)
et

(

∑
n≥1

g(−2nπ)

)
sont

absoluments convergentes, et donc la famille (g(2nπ))n∈Z
est

sommable.
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∀n ∈ Z ; ĝ(n) =
∫ +∞

−∞
g(t)e−intdt = 2πcn(g̃).

g̃ est 2π-périodique de classe C1 sur R. ∀n ∈ Z ; cn(g̃
′) = incn(g̃).

∀n ∈ Z
∗ ; |cn(g̃)| =

1
|n|
∣∣cn(g̃′)

∣∣ ≤ 1
2
(
1
n2

+
∣∣cn(g̃′)

∣∣2).

La famille (
1
n2

)n∈Z∗ est sommable, et d’aprés la formule de Parse-

val, la famille (
∣∣cn(g̃′)

∣∣2)n∈Z

est aussi sommable, donc la famille (|cn(g̃)|)n∈Z est sommable, et
par suite la famille (ĝ(n))n∈Z

est aussi sommable.
D’autre part, en utilisant le théorème de Direchlet, on a :
∑
n∈Z

ĝ(n) = 2π ∑
n∈Z

cn(g̃) = 2πg̃(0) = 2π ∑
n∈Z

g(2nπ).

2ème Partie : Application de la formule sommatoire de
Poisson

Pour tout réel α > 0, on note hα la fonction définie, pour tout t ∈ R,
par hα(t) = e−α2t2 .
2.1) hα est de classe C1 sur R, et lim

|t|→∞
t2hα(t) = lim

|t|→∞
t2h′α(t) = 0,

alors les applications
[t 7−→ t2hα(t)] et [t 7−→ t2h′α(t)] sont bornées sur R, et donc hα

vérifie les hypothèses de g.

2.2) ∀x ∈ R ; h1(x) = e−x2 et ĥ1(x) =
∫ +∞

−∞
e−t2e−itxdt =

∫ +∞

−∞
e−t2−ixtdt.

L’application [(x, t)
ϕ7−→ e−t2−ixt] est de classe C1 sur R

2.

∀(x, t) ∈ R
2 ;

∣∣∣∣
∂ϕ

∂x
(x, t)

∣∣∣∣ = |t| e−t2 et l’application [t 7−→ |t| e−t2 ]

est continue intégrable sur R.

ĥ1 est donc de classe C1 sur R et ∀x ∈ R ; ĥ1
′
(x) =∫ +∞

−∞

∂ϕ

∂x
(x, t)dt = −i

∫ +∞

−∞
te−t2−ixtdt.

∀x ∈ R ; ĥ1
′
(x) +

x

2
ĥ1(x) =

i

2

∫ +∞

−∞
(−ix − 2t)e−t2−ixtdt =

i

2

[
e−t2−ixt

]+∞

−∞
= 0.

ĥ1 est donc solution sur R de l’équation différentielle : (1)

y′ +
x

2
y = 0.

2.3) La solution génèrale de (1) est y(x) = λe−
x2
4 . avec λ constante

réelle.

Posons alors : ∀x ∈ R ; ĥ1(x) = λe−
x2
4 . ĥ1(0) = λ =

√
π.

Conclusion : ∀x ∈ R ; ĥ1(x) =
√

πe−
x2
4 .

2.4) ∀x ∈ R ; ĥα(x) =
∫ +∞

−∞
e−α2t2−ixtdt. On pose : u = αt.

∀x ∈ R ; ĥα(x) =
1
α

∫ +∞

−∞
e−u2−ix u

α du =
1
α
ĥ1(

x

α
) =

√
π

α
e
− x2

4α2
.

2.5) Maintenant, appliquons 1.3.3) à hα. 2π ∑
n∈Z

hα(2nπ) = ∑
n∈Z

ĥα(n).

2π

(
1+ 2

∞

∑
n=1

e−4n2π2α2

)
=

√
π

α

(
1+ 2

∞

∑
n=1

e
− n2

4α2
.

)
.

✉ : mamouni.myismail@gmail.com
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Soit a > 0, on applique la formule ci-dessus pour α =

√
a

4π
. On

obtient :
√
a

(
1+ 2

∞

∑
n=1

e−πn2a

)
=

(
1+ 2

∞

∑
n=1

e−
πn2
a .

)
.

3ème Partie : Un résultat général sur les fonctions
holomorphes
Pour tous a, b ∈ C, on pose : ∀t ∈ [0, 1] ; γa,b(t) = (1− t)a+ tb.

On note aussi : Ω = {z ∈ C tq Im(z) > 0}.
3.1) Ω est un demi plan, alors ∀a, b ∈ Ω ; [a, b] ⊂ Ω.
Ω est donc convexe, et par suite Ω est connexe par arcs.

Soit f : Ω → C une application continue.

On pose : ∀(a, b) ∈ Ω2 ; Φ(a, b) =
∫

γa,b

f (z)dz = (b− a)
∫ 1

0
f ((1−

t)a+ tb)dt.

3.2) Soit a fixé dans Ω, et Φa l’application définie sur Ω par :
∀b ∈ Ω ; Φa(b) = Φ(a, b).

f est continue, alors l’application
[
(t, b)

̥a7−→ f ((1− t)a+ tb)
]
est

continue sur [0, 1]× Ω, alors

Φa(b) =
∫ 1

0
̥a(t, b)dt définit une applicaton continue sur Ω.

3.3) Soient a, b, c ∈ Ω.

∫

γa,c

ψ(z)dz +
∫

γc,b

ψ(z)dz = (c − a)
∫ 1

0
((1 − t)a + tc)dt + (b −

c)
∫ 1

0
((1− t)c+ tb)dt.

∫

γa,c

ψ(z)dz+
∫

γc,b

ψ(z)dz =
1
2

(
(ca− |a|2) + (bc− |c|2) + (|c|2 − ac) + (|b|2

∫

γa,b

ψ(z)dz =
1
2

(
(ba− |a|2) + (|b|2 − ab)

)
.

∫

γa,c

ψ(z)dz +
∫

γc,b

ψ(z)dz =
∫

γa,b

ψ(z)dz si et seulement si
(
(ca− |a|2) + (bc− |c|2) + (|c|2 − ac) + (|b|2 − cb)

)
=
(
(ba− |a|2) + (|b|2

si et seulement si ca+ bc− ac− cb = ba− ab

si et seulement si c(a− b)− (a− b)c = ba− ab

si et seulement si Im(c(a− b)− ba) = 0

si et seulement s’il existe un réel λ, tel que : c =
λ + ba

a−b

L’ensemble des c ∈ Ω tels que :
∫

γa,c

ψ(z)dz +
∫

γc,b

ψ(z)dz =
∫

γa,b

ψ(z)dz

est une droite horizontale si (a − b) ∈ R et c’est une demi-droite
ouverte si non.
3.4) Dans la suite de cette partie, f est supposée holomorphe sur
Ω, et si (x, y) ∈ R

2 tel que :
(x + iy) ∈ Ω, on pose : P(x, y) = Re( f (x + iy)) et Q(x, y) =

Im( f (x+ iy)).

✉ : mamouni.myismail@gmail.com
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3.4.1) Les équations de Cauchy Riemann :
∂P

∂x
=

∂Q

∂y
et

∂Q

∂x
= −∂P

∂y

3.4.2) Soit (a, b, c) ∈ Ω3. D’aprés la formule de Green-Riemann on
a :∫

∂T+
Pdx−Qdy =

∫ ∫

T

(
−∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy = 0.

∫

∂T+
Qdx+ Pdy =

∫ ∫

T

(
∂P

∂x
− ∂Q

∂y

)
dxdy = 0. D’autre part, on a

:

0 =
∫

∂T+
Qdx+ Pdy = ±

(∫

γa,c

Qdx+ Pdy+
∫

γc,b

Qdx+ Pdy+
∫

γb,a

Qdx+ Pdy

)
.

(∗)
0 =

∫

∂T+
Pdx−Qdy = ±

(∫

γa,c

Pdx−Qdy+
∫

γc,b

Pdx− Qdy+
∫

γb,a

Pdx− Qdy

)
.

(∗∗)
γa,c est paramétré par :

{
x = (1− t)Re(a) + tRe(c)
y = (1− t)Im(a) + tIm(c)

; t ∈ [0, 1] ;
{

x′ = Re(c)− Re(a)
y′ = Im(c)− Im(a)

.
∫

γa,c

f (z)dz = (b− a)
∫ 1

0
(P(x(t), y(t)) + iQ(x(t), y(t))) dt

∫

γa,c

f (z)dz =
∫ 1

0
(Re(c)− Re(a)) P(x(t), y(t))− (Im(c)− Im(a))Q(x(t), y(t)))dt

+i
∫ 1

0
(Re(c)− Re(a))Q(x(t), y(t)) +

(Im(c)− Im(a)) P(x(t), y(t)))dt.∫

γa,c

f (z)dz =
∫

γa,c

Pdx− Qdy+ i
∫

γa,c

Qdx+ Pdy.

D’où d’aprés les formules (∗) et (∗∗) ci-dessus :∫

γa,c

f (z)dz +
∫

γc,b

f (z)dz +
∫

γb,a

f (z)dz = 0 et
∫

γa,b

f (z)dz =

∫

γa,c

f (z)dz +
∫

γc,b

f (z)dz.

3.4.3) a est toujours fixé dans Ω. Soit b ∈ Ω et c ∈ Ω\{b}.
Φa(c)− Φa(b)

c− b
=

1
c− b

(
∫

γa,c

f (z)dz −
∫

γa,b

f (z)dz) =

1
c− b

∫

γb,c

f (z)dz =
∫ 1

0
f ((1− t)b+ tc)dt.

L’application [(t, c) 7−→ f ((1− t)b+ tc)] est continue sur [0, 1]×Ω,
alors l’application

[c 7−→
∫ 1

0
f ((1 − t)b + tc)dt] est continue sur Ω, donc

lim
c→
6=
b

Φa(c)− Φa(b)

c− b
=
∫ 1

0
f (b)dt = f (b).

3.4.4) On suppose que, pour tout b ∈ Ω, la fonction [r 7−→ Φ(ir, b],
définie sur ]0,+∞[,
admet une limite dans C lorsque r tend vers 0+. On note F(b) cette
limite.
Soit (b, c) ∈ Ω2 et soit r > 0.

✉ : mamouni.myismail@gmail.com
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F(c)− F(b) = lim
r→
>

0
(Φ(ir, c)− Φ(ir, b)) = lim

r→
>

0

(∫

γir,c

f (z)dz +
∫

γb,ir

f (z)dz

)
=

∫

γb,c

f (z)dz = Φ(b, c).

Fixons b ∈ Ω et soit c ∈ Ω\{b}.
F(c) − F(b)

c− b
=

∫ 1

0
f ((1 − t)b + tc)dt, alors d’aprés la question

précèdente : lim
c→
6=
b

F(c)− F(b)

c− b
= f (b).

On déduit alors que F est holomorphe sur Ω et que F ′ = f sur Ω.

4ème Partie : Étude d′un exemple
Soit λ un réel fixé dans l’intervalle ]− 1, 0[ ; et fλ la fonction définie
sur C\R

− par :

fλ(z) = zλ exp(− i

z
)

4.1) Les fonctions [z 7−→ zλ = exp(λ log(z))] et [z 7−→ − i

z
] sont

holomorphes sur Ω, alors la

fonction fλ est produit deux fonctions holomorphes sur Ω, fλ est
donc holomorphe sur Ω.
4.2) Soit b un complexe fixé dans Ω. On pose : ∀r > 0 ; Jλ,b(r) =∫

γir,b

fλ(z)dz.

Jλ,b(r) = (b− ir)
∫ 1

0
((1− t)ir + tb)λ exp(− i

((1− t)ir + tb)
)dt.

∀r > 0 ; [t 7−→ ((1− t)ir + tb)λ exp(− i

((1− t)ir + tb)
)] est con-

tinue sur le segment [0, 1].

∀r > 0 ; ∀t ∈ [0, 1] ;
∣∣∣∣exp(−

i

((1− t)ir + tb)
)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣exp(−

i(tb− (1− t)ir)

(|(1− t)ir + tb|)2
)

∣∣∣∣∣ = exp(− tIm(b) + (1− t)r

(|(1− t)ir + tb|)2
) ≤ 1

∣∣∣∣((1− t)ir + tb)λ exp(− i

((1− t)ir + tb)
)

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣((1− t)ir + tb)λ

∣∣∣ =

|(1− t)ir + tb|λ∣∣∣∣((1− t)ir + tb)λ exp(− i

((1− t)ir + tb)
)

∣∣∣∣ ≤
(
((1− t) r+ tIm(b))2 + t2Re(b

λ

2
< 0, alors [t 7−→ t

λ
2 ] est décroissante sur R

∗+, alors :
∣∣∣∣((1− t)ir + tb)λ exp(− i

((1− t)ir + tb)
)

∣∣∣∣ ≤ |b|λ tλ =
|b|λ
t−λ

avec

−λ < 1,

L’application [t 7−→ |b|λ
t−λ

] est continue intégrable sur ]0, 1].

∀t ∈]0, 1] ; lim
r→
>

0
((1− t)ir + tb)λ exp(− i

((1− t)ir + tb)
) =

bλtλ exp(
−i

tb
).

En plus l’application [t 7−→ bλtλ exp(
−i

tb
)] est continue sur ]0, 1].

Alors d’aprés le théorème de convergence dominée, on a :

lim
r→
>

0

∫ 1

0
((1− t)ir + tb)λ exp(− i

((1− t)ir + tb)
)dt =

∫ 1

0
bλtλ exp(

−i

tb
)dt.
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D’où lim
r→
>

0
Jλ,b(r) = Fλ(b) = bλ+1

∫ 1

0
tλ exp(

−i

tb
)dt.

4.3) On note Gλ la fonction, définie pour tout z ∈ Ω, par Gλ(z) =

z−λ−2 exp(
i

z
)Fλ(z).

4.3.1) Fλ est holomorphe sur Ω et F ′
λ = fλ d’aprés 3.4.4), Gλ est

produit de trois fonctions

holomorphes sur Ω, alors Gλ est aussi holomorphe sur Ω.

4.3.2) ∀z ∈ Ω ; Gλ(z) = z−λ−2 exp(
i

z
)zλ+1

∫ 1

0
tλ exp(

−i

tz
)dt =

1
z
exp(

i

z
)
∫ 1

0
tλ exp(

−i

tz
)dt.

On pose : u =
1
t

; dt =
−du

u2
. ∀z ∈ Ω ; Gλ(z) =

1
z
exp(

i

z
)
∫ +∞

1
u−λ−2 exp(

−iu

z
)du.

4.3.3) Gλ(z) =
1
z

∫ +∞

1
u−λ−2 exp(

−i(u− 1)
z

)du =
1
z

∫ +∞

0
(1 +

v)−λ−2 exp(
−iv

z
)dv

( où l’on a posé v = u − 1 ) ;
∣∣∣∣exp(

−iv

z
)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣exp(
−ivz

|z|2
)

∣∣∣∣∣ =

exp(
−vIm(z)

|z|2
) ≤ 1

Gλ(z) = i

[
(1+ v)−λ−2 exp(

−iv

z
)

]+∞

0
+ i(λ + 2)

∫ +∞

0
(1 +

v)−λ−3 exp(
−iv

z
)dv

Gλ(z) = −i+ i(λ + 2)
∫ +∞

0
(1+ v)−λ−3 exp(

−iv

z
)dv.

Im(z) > 0 et v > 0, alors
∣∣∣∣exp(

−iv

z
)

∣∣∣∣ ≤ 1.

|Gλ(z)| ≤ 1 + (λ + 2)
∫ +∞

0
(1 + v)−λ−3dv = 1 +

[
−(1+ v)−λ−2

]+∞

0
= 2.

D’aprés 4.3) et l’étape précèdente :
∣∣∣F− 1

2
(z)
∣∣∣ =

∣∣∣G− 1
2
(z)
∣∣∣ |z|

3
2

∣∣∣∣exp
(−i

z

)∣∣∣∣ ≤

2 |z|
3
2 .

5ème Partie : Démonstration de la propriété proposée
Pour tout entier naturel non nul n, on note un la fonction définie,
pour tout z ∈ C, par :

un(z) = exp(iπn2z)

5.1) Soient z ∈ C et n ∈ N
∗. |un(z)| = exp(−πn2Im(z)).

Si Im(z) ≤ 0 alors la série
(
∑ un(z)

)
diverge grossièrement.

Si Im(z) > 0 alors |un(z)| = O
n→∞

(
1
n2

)
alors

(
∑ un(z)

)
converge

absolument.

Finalement la série
(
∑ un(z)

)
converge si et seulement si z ∈ Ω.

5.2) Séparons les indices paires et impaires dans la somme suivante
:
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u(z + 1) =
∞

∑
n=1

exp(iπn2(z + 1)) =
∞

∑
n=1

(−1)n
2
exp(iπn2z) =

∞

∑
n=1

exp(iπ4n2z)−
∞

∑
n=1

exp(iπ(2n− 1)2z)

u(z + 1) = u(4z) − u(z) +
∞

∑
n=1

exp(iπ4n2z). D’où : ∀z ∈ Ω ;

u(z+ 1) + u(z) = 2u(4z).
5.3) Pour tout n ∈ N

∗ et tout (x, y) ∈ R×]0,+∞[, on pose :
ũn(x, y) = un(x+ iy) et ũ(x, y) = u(x+ iy).

5.3.1) Soient a > 0 et k ∈ N, Soit (x, y) ∈ R × [a,+∞[.

∀n ∈ N
∗ ;

∣∣∣nkũn(x, y)
∣∣∣ = nk exp(−πn2y) ≤ nk exp(−πn2a).

nk exp(−πn2a) = O
n→∞

(
1
n2

)
alors la série

(
∑ nk exp(−πn2a)

)

converge et par suite la série(

∑
n≥1

nkũn

)
converge normalement sur R × [a,+∞[ pour tout a >

0.
5.3.2) ∀n ∈ N

∗ ; ũn est de classe C1 sur R×]0,+∞[.
En effet : ∀(x, y) ∈ R×]0,+∞[ ; ũn(x, y) = exp(−πn2y+ iπn2x).
∂ũn
∂x

(x, y) = iπn2 exp(−πn2y + iπn2x) et
∣∣∣∣
∂ũn
∂x

(x, y)
∣∣∣∣ =

πn2 exp(−πn2y).

La série

(

∑
n≥1

∂ũn
∂x

(x, y)

)
converge normalement sur R × [a,+∞[

pour tout a > 0.

D’où en appliquant à y fixé le théorème de dérivation sous le signe

∑, la fonction
∂ũ

∂x
(x, y)

existe en tout point de R×]0,+∞[, avec
∂ũ

∂x
(x, y) =

iπ ∑
n≥1

n2 exp(−πn2y+ iπn2x).

5.3.3) ∀n ∈ N
∗ ; ũn est de classe C1 sur R×]0,+∞[.

En effet : ∀(x, y) ∈ R×]0,+∞[ ; ũn(x, y) = exp(−πn2y+ iπn2x).
∂ũn
∂y

(x, y) = −πn2 exp(−πn2y + iπn2x) et
∣∣∣∣
∂ũn
∂x

(x, y)
∣∣∣∣ =

πn2 exp(−πn2y).

La série

(

∑
n≥1

∂ũn
∂y

(x, y)

)
converge normalement sur R × [a,+∞[

pour tout a > 0.
D’où en appliquant à x fixé le théorème de dérivation sous le signe

∑, la fonction
∂ũ

∂y
(x, y)

existe en tout point de R×]0,+∞[, avec
∂ũ

∂y
(x, y) =

−π ∑
n≥1

n2 exp(−πn2y+ iπn2x) = i
∂ũ

∂x
(x, y).

5.3.4) ∀(x, y) ∈ R×]0,+∞[ ;
∂ũ

∂x
(x, y) = iπ ∑

n≥1
n2 exp(−πn2y +

iπn2x).
Cette série converge normalement sur R × [a,+∞[ pour tout a > 0,
et pour tout n ≥ 1, la
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fonction
[
(x, y) 7−→ n2 exp(−πn2y+ iπn2x)

]
est continue sur

R×]0,+∞[.
∂ũ

∂x
est donc continue sur R×]0,+∞[ et d’aprés la question précè-

dente,
∂ũ

∂y
est aussi continue

sur R×]0,+∞[, alors ũ est de classe C1 sur R×]0,+∞[ et vérifie :
∂ũ

∂x
(x, y) + i

∂ũ

∂y
(x, y) = 0

D’où u est holomorphe sur Ω.

5.4) Soit z ∈ Ω, on a bien
i

z
/∈ R

− car Im(z) > 0.

( Dans cette question, une faute de frappe à l’énoncé, un signe -
oublié )(
i

z

)− 1
2

(1 + 2u(z)) =

(
i

z

)− 1
2
(
1+ 2∑

n≥1
exp(iπn2z)

)
et 1 +

2u(
−1
z
) = 1+ 2∑

n≥1
exp(

−iπn2

z
).

D’aprés la question précèdente :

h(z) =

(
i

z

)− 1
2

(1+ 2u(z))− (1+ 2u(
−1
z
)) =

(
i

z

)− 1
2
(
1+ 2∑

n≥1
exp(iπn2z)

)
−

(
1+ 2∑

n≥1
exp(

−iπn2

z
)

)
.

définit une fonction holomorphe sur l’ouvert connexe par arcs Ω.
D’aprés la formule (2), si z = ia avec a > 0, alors h(z) = 0.

D’où d’aprés le principe des zéros isolés, h est nulle Ω, ce qui établit
:

∀z ∈ Ω ;
(
i

z

)− 1
2

(1+ 2u(z)) = 1+ 2u(
−1
z
)

5.5) D’aprés 5.2), u(z + 1) +
1
2

= 2u(4z) − u(z) +
1
2

= (2u(4z) +

1)− 1
2
(2u(z) + 1).

Alors en appliquant la question précèdente :

u(z+ 1) +
1
2
=

(
i

4z

) 1
2

(1+ 2u(
−1
4z

))− 1
2

(
i

z

) 1
2

(1+ 2u(
−1
z
))

u(z+ 1)+
1
2
=

(
i

z

) 1
2
(
u(

−1
4z

)− u(
−1
z
)

)
=

(
i

z

) 1
2

∑
n≥1

(
exp(

−iπn2

4z
)− exp(

−

5.6) ∀n ≥ 1 ; ∀z ∈ C ;
[
Im(z) ≥ 0 =⇒ |un(z)| ≤ 1 =⇒

∣∣∣∣
un(z)

iπn2

∣∣∣∣ ≤
1
n2

]
.

Alors la série ∑
n≥1

( un
iπn2

)
converge normalement sur {z ∈ C tq

Im(z) ≥ 0}.
En plus : ∀n ≥ 1 ; l’application [z 7−→ un(z)

iπn2
] est continue sur

{z ∈ C tq Im(z) ≥ 0}.

D’où v(z) = ∑
n≥1

(
un(z)

iπn2

)
définit une application continue sur cet

ensemble.
5.7) D’aprés 4.3.3) : ∀z ∈ Ω ;

∣∣∣F− 1
2
(z)
∣∣∣ ≤ 2 |z|

3
2 . alors :
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∀z ∈ Ω ; ∀α > 0 ; ∀n ≥ 1 ;
αz

πn2
∈ Ω et donc :

∣∣∣nF− 1
2
(

αz

πn2
)
∣∣∣ ≤

2n
∣∣∣ αz

πn2

∣∣∣
3
2
=

2
n2

(
α |z|

π
)
3
2 .

∀z ∈ Ω ; ∀α > 0 ; ∀n ≥ 1 ; La série

(

∑
n≥1

nF− 1
2
(

αz

πn2
)

)
converge

absolument, donc converge.
5.8) Pour tout z ∈ Ω, on pose :

v1(z) = ∑
n≥1

un(z)

iπn2
et w(z) =

(iπ)
1
2

2 ∑
n≥1

(
nF− 1

2
(
4z

πn2
)− 2nF− 1

2
(

z

πn2
)

)
.

5.8.1) On reprend un raisonnement identique à celui de 5.3) pour
établir que v1 est
holomorphe sur Ω.

∀(x, y) ∈ R×]0,+∞[ ; v′1(x + iy) =
∂ṽ1
∂x

(x, y) =

∑
n≥1

1
iπn2

∂ũn
∂x

(x, y) = ∑
n≥1

ũn(x, y) = u(x+ iy).

D’où : ∀z ∈ Ω ; v′1(z) = u(z), c’est à dire : v′1 = u.
5.8.2) Vu ce qui est admis dans l’énoncé : pour tout z ∈ Ω, on a :

w′(z) =
(iπ)

1
2

2 ∑
n≥1

(
4

πn
F ′
− 1

2
(
4z

πn2
)− 2

πn
F ′
− 1

2
(

z

πn2
)

)
. Utilisons

4.3.1) :

w′(z) =
(iπ)

1
2

2 ∑
n≥1

(
4

πn
(
4z

πn2
)−

1
2 exp(

−iπn2

4z
)− 2

πn
(

z

πn2
)−

1
2 exp(

−iπn2

z
)

)
.

w′(z) =
(iπ)

1
2

2 ∑
n≥1

(
2√
π
z−

1
2 exp(

−iπn2

4z
)− 2√

π
z−

1
2 exp(

−iπn2

z
)

)
.

w′(z) =
(
i

z

) 1
2

∑
n≥1

(
exp(

−iπn2

4z
)− exp(

−iπn2

z
)

)
= u(1+ z) +

1
2
.

( selon 5.5 )
5.8.3) Posons : ∀z ∈ Ω ; w1(z) = v1(z+ 1)− v(1). w1 est holomor-
phe sur l’ouvert connexe

par arcs Ω, et ∀z ∈ Ω ; w′
1(z) = v′1(z+ 1) = u(z+ 1) = w′(z)− 1

2
.

Alors l’application [z 7−→ w1(z)−w(z) +
z

2
] est constante sur Ω.

D’aprés 4.3.3) la série ∑
n≥1

(
nF− 1

2
(
4z

πn2
)− 2nF− 1

2
(

z

πn2
)

)
converge

normalement pour z ∈ Ω,
|z| ≤ 1, on peut alors intervertir les signe ∑

n≥1
et lim

z→0
z∈Ω

, la constante

cherchée est alors nulle !

D’où : ∀z ∈ Ω ; w1(z)− w(z) +
z

2
= 0 ; c’est à dire :

∀z ∈ Ω ; v1(z+ 1)− v(1) = − z

2
+

(iπ)
1
2

2 ∑
n≥1

(
nF− 1

2
(
4z

πn2
)− 2nF− 1

2
(

z

πn2
)

)
.

5.9) D’aprés la question précèdente, pour tout z ∈ Ω, on a :
∣∣∣v(z+ 1)− v(1) +

z

2

∣∣∣ =
√

π

2

∣∣∣∣∣∑
n≥1

(
nF− 1

2
(
4z

πn2
)− 2nF− 1

2
(

z

πn2
)

)∣∣∣∣∣ .

et selon 4.3.3), ∀n ≥ 1 ;
∣∣∣∣nF− 1

2
(
4z

πn2
)− 2nF− 1

2
(

z

πn2
)

∣∣∣∣ ≤

2n
∣∣∣∣
4z

πn2

∣∣∣∣
3
2

+ 4n
∣∣∣ z

πn2

∣∣∣
3
2
= |z|

3
2

θ

n2
.

où θ est un réel strictement positif indépendant de z.
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On pose alors : c =
θ
√

π

2 ∑
n≥1

1
n2

∈ R
∗+. ∀z ∈ Ω ;

∣∣∣v(z+ 1)− v(1) +
z

2

∣∣∣ ≤ c |z|
3
2 .

5.10) Soient x ∈ R et y > 0, d’aprés la question précèdente :
∣∣∣∣v(x+ iy+ 1)− v(1) +

x+ iy

2

∣∣∣∣ ≤ c |x+ iy|
3
2 . On applique 5.6), on

fixe x, et on fait tendre y vers 0.

On obtient : ∀x ∈ R ;
∣∣∣q(x+ 1)− q(1) +

x

2

∣∣∣ ≤ c |x|
3
2 , d’où

(
q(x+ 1)− q(1) +

x

2

)
= O

x→0

(
|x|

3
2

)
.

Finalement : q(x+ 1) = q(1)− x

2
+ o

x→0
(x) .

On déduit alors que q est dérivable en 1 et q′(1) = −1
2
.

F

i
nF
i

n

Á la prochaine
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