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PROBLEMES CORRIGES-MP

® Corrigé : Pr. Hfa, CPGE Agadir, Maroc

Rappels du cours :
En plus du programme Francais, ce probleme utilise ce petit rappel
du cours, qui fait partie

du programme Marocain.
Définition :

Soient U un ouvert de C,a € U, et f: U — C une application.
(i) On dit que f estholomorphe en a si limM

z—a Z—a
£

existe dans

C.

Dans ce cas cette limite est notée : f'(a) = limw, dite
zza Z—da

dérivée de f ena.

(ii) On dit que f est holomorphe sur U si f est holomorphe en

tout point de U, et dans ce

cas, I'application f’: U — C est dite la dérivée de f sur U.
Remarques : ( Opérations sur les dérivées )

(i) On dérive de la méme maniere que pour les fonctions d"une vari-
able réelle, le produit, le

rapport ( quand il est défini ), les combinaisons linéaires, de deux
fonctions holomorphes.

(i) Si U est un ouvert connexe par arcs de C, et f : U — C une
application holomorphe sur U,

alors f estconstante sur U si et seulementsi Vz € U ; f'(z) =0.
Théoréme : ( Equations de Cauchy Riemann )

Soient U un ouvert de C, et f : U — C une application.
Onpose : U = {(x,y) € R tq x+iy € U} etV(x,y) €U ;

flxy) = fx+iy). N
On pose aussi : V(x,y) € U ; P(x,y) = Re(f(x+iy)) et
Q(x,y) = Im(f(x + iy)).

Alors U est un ouvert de IR? et les assertions suivantes sont équiv-
alentes :

(i) f est holomorphe sur U.

(i) f estde classe C' sur UetV(x,y) €U ; %(x,y) + i%(x,y) =
0

(iii) P et Q sont de classe C!' sur U et Y(x,y) € U ;
dP _0Q
g(x,y) ~ a—(x,y)

20Q ~dP
a(x,y) = —@(x,y)
Remarque :

Sous les notations du théoréme précedente, si f est holomorphe
sur U, alors : _ N
of of

V(o y) €U ; f'(x+iy) = = (xy) = —z@(x,y)

Théoréme : ( Principe des zéros isolés )

Soient U un ouvert connexe par arcs de C, et f : U — C une
application holomorphe.

On suppose que f n’est pas identiquement nulle, et qu’il existe
a€ Utelque : f(a) =0.

alors il existe r > 0, tel que D(a,r) ={z€ C tq |z—a| <r} C U

etvVz € D(a,r)\{a} ; f(z) #0.
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Autrement dit ( par contraposée )si {z € U tq f(z) = 0} admet
un point d’accumulation,
alors f estidentiquement nulle.

2

- .
elT[i’l X

Dans tout ce probléeme, on pose : g(x) = -
p pose : q(x) L

1" Partie : Formule sommatoire de Poisson

Soit ¢ : R — C une application de classe C telle que : g(t) =
1 1
0 (petgH)= 0 (1)

|t|——4oo E |t| =400
On pose : Vt € R ; go(t) = g(t) et Vn € IN* ; g4(t) =
g(t+2nm) + g(t — 2nm).

1.1) L'application [t LN g(t)e ™) est continue sur R, et d’aprés
I'hypothese ci-dessus :

h(t)= O (12), alors h est intégrable sur IR.
\t\—H—oo t

o0 .
On pose alors : Vx € R ; g(x) = / g(t)e ™ dt. g est la trans-

formée de Fourier de g.
1.2) L'application [t — tzg(t)} est continue sur R et g¢(f) =

1
(—2), alors il existe A > 0,
|t|—+oo t

tel que cette application est bornée sur R\ [— A, A], cette application
est continue sur le

segment [—A, A], donc bornée sur ce segment, et par suite bornée
sur R.
Il existe alors M >0 ; Vte R ; ‘tzg(t)‘ < M.

lim (b — 2nm) = —oo et

Soit [a,b] un segment de R, Puisque : lim

li_I>n (a+2nm) = +o0
n—oo
ANeN" ; Vu>N ; Vte[ab] ; (t—2nm) < (b—2nm) <0et
(t+2nm) > (a+2nm) > 0.
M M

Vn > N ; Vt € |a,b] ; |gu(t)] < + <
- a,b] gn(t)] (i,‘—2n7r)2 (t+2n7r)2

M 7 M
(b—2nm)*  (a+2nm)*
M M M

alors la série

(b —2nm)* e 4m2n? (a + 2nm)?* noe 4in?

M M
L ((b — 2nm)? " (a+2nm)

2) converge.

Par conséquent :la série ( 2 gn(t)) converge normalement pour
n>N
t € [a,b].

Conclusion : la série < Z n (t)) converge uniformément sur tout
n>0

segment de RR.

1.3) On note g la fonction définie, pour tout t € R, par : g(t) =

Zgn(t)-

n>0
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1.3.1) g est de classe Cl'sur R, alors Vi € N ; gn est de classe Cl sur
:Vt € R ; go(t) = ¢'(t) et Vn € N*

R.

Notons que ; &u(t) =

¢'(t+2nm) + ¢'(t — 2nm).

On remplace ¢ par ¢’ dans la question précédente, on obtient alors
(Z%)

n>0
converge uniformément sur tout segment de IR
D’otr § est de classe C! sur R, et V¢ € R ; (¢

que la série :

=) gu(t)

n>0
1.3.2) Remarquons que d’aprés le raisonnement de la question 1.2)

ona

Vt € R ; les séries (Zg(t—i—Znn ) et (Zg t—2n7‘c)> conver-

n>1 n>1

gent.
VtER ;g(t+2m) =) gn(t+2m) =g(t+2m)+ ) _g(t+2(n+

n>0 n>1

)+ Y gt —2(n—1)m).

g(t+ 27151: g(t+2m) + Zg(t +2nrm) + Zg(t —2nrr).
n>2 n=>0
gt+2m) =g(t+2m) +g(t) +g(t—2m)+ Y (g(t +2nm) + g(t — 2nm)) =

n>2

g(t).

N 1 2w "
VkeZ ; c(g) = E/ g(t)e ™t

ng —Mt

VnelN ; VteR ;

- ‘g'(t) Y g
p=0

Mot

Former pour réussir

n .
Alors, d’aprés 1.2) la série ) gp(t)e_’kt
p=0

converge uniformément

sur tout segment de R vers
[t — g(t)e ], en particulier sur [0,27t]. On déduit alors que :

27
VkeZ ; 2/ gu(t)e Mt
n>0
WEZ'C(%nL/m()“WH—lz'WNU+MMfMﬂ+/
7 kg _27_( 0 g zn.n>1 0 g 0

Onpose :u =t-+2nm et v=1t—2nm.

Vke Z ;c

—1kudu+/

De 1.1) I'application [t — g(t)e~™*] est intégrable sur R, la rela-
tion de Chasle donne alors :

Vk € Z; o(3) = ihlfzn (e Mt + /ﬁwo (w)e *du +
7 Ck g SO 27_( 0 g 271. g
0 .
i/ g(v)e *dy.

27w J— .
1 e 1
@) = 5= [ s(heMdt = o —g(K).

(1—i/muywm+—2

1 (/ (n+1)m
7-[7’121 2nrm

Vk € Z ;

1.3.3) ¢(2nt) = O (l) alors les séries (Zg(Znn)) et

2
|l’l|—>00 n n>0

(Zg —2n7) ) sont

n>1
absoluments convergentes, et donc la famille (g(2n7)),., est
sommable.
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VneZ ; gn) = /+Oog(t)e—i”fdt = 27c(3). L'application [(x, ) —— e_tz_ixt] est de classe C! sur IR?.
o ~/ ~ 2 . aq) —t2 s . . _tz
g est 27r-périodique de classe C sur]R Vne€Z ; cy(g) = inc, (). V(x,t) € R® ; a(xr t)| = [t|e™" et application [t — [t|e™"]
Ve Z* ; |en(3)| = 1 lcn(8)] < 1 =+ lcn (8 }2) est continue intégrable sur IR.
1 i 2 hi est donc de classe C! sur R et Vx € R ; hAl/(x) =
La famille (n Jnez+ est sommable, et d"aprés la formule de Parse- /+°° ?)_(5(x’ Hdt = —i /+°° o Pixt gy
val, la famille (|c, (g )‘z)nez - ., ;oi too o
est aussi sommable, donc la famille (|c,()|),cz est sommable, et Vx € R ; hp(x) + Ehl(x) = E/ (—ix — 2t)e” " ~Mdt =
par suite la famille (g(1)),,c» i ]t -
est aussi sommable. > [e } \
D’autre part en utilisant le theoreme de Direchlet, on a : hAl est donc solution sur R de l'équation différentielle : (1)
Y 8(n) =2m) ca(g) =2m5(0) =21 ) g(2nm).
nez nez nez ;X
éme RN : : : 2
ﬁ Application de la formule sommatoire de 2.3) La solution génerale de (1) est y(x) = Ae” . avec A constante
réelle.

. 2 ~
Pour tout réel &« > 0, on note h, la fonction définie, pour tout t € R, Posons alors : Vx € R ; hy(x) = Ae” +. 1 (0) = A = V7.

par h,(t) = e~ 2 R P
2.1) hy est de classe C! sur R, et ‘1|1m t2he () = ‘1|1m 21 (t) = 0, Conclusion : Vx € R ; 1y (x) = /rme™ 7.
t|—o00 t|—o00 y 400 \
alors les applications 24)Vx € R ; hy(x) = / e~ P-ixgy On pose :u = at.
[t — t2hy(t)] et [t — 21 (t)] sont bornées sur R, et donc R 1 4 » 1 3 N
Vx € R ;hy(x) = —/ e T dy = —hy(=) = T—e W
vérifie les hypotheses de g /oo e X & .
yP ' ) R too o, 2.5) Maintenant, appliquons 1.3.3) a h,. 27 Z hy(2nm) = Z hy(n)
22)Vx € R ; hy(x) = e % et hi(x) = / e e dt = nez nez
— [} [e) 2

/ g rintgy 27 <1 - zzle“*”z”Z“z) = \/TE <1 4+ zzle‘w) .

—o0 n= n=
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Soit 2 > 0, on applique la formule ci-dessus pour & = 4/ 41. On

obtient :

o0 (e9) 7m2
Va (1 + 22e—””2“> - <1 + 226‘0‘> .
n=1 n=1
3°M€ Partie :
holomorphes
Pour tous a,b € C,onpose : Vi € [0,1] ; v,(t) = (1 — t)a +tb.

Un résultat général sur les fonctions

On note aussi : Q) = {z € C tq Im(z) > 0}.
3.1) Q) est un demi plan, alors Va,b € Q) ; [a,b] C Q.
() est donc convexe, et par suite (2 est connexe par arcs.

Soit f : (3 — C une application continue.

Onpose :V(a,b) € O? ; ®(a,b) =
Ya,b

1
fle)dz=(v—a) [ F((1-
t)a + tb)dt.

3.2) Soit a fixé dans (), et ®, l'application définie sur () par :

Vb e Q ; @,(b) = P(a,b).
f est continue, alors 'application [(t,b) LIN fl(l—ta+ tb)} est

continue sur [0, 1] x €, alors

1
®,(b) = /0 F 4 (t,b)dt définit une applicaton continue sur Q).

3.3) Soient a, b, c € Q).

Mo

Former pour réussir

/’¢@mz+ ¥(2)dz =(a-@AQu—ﬂa+wmw+w—

Ye,b

)A%a—ﬂa+%mt

a

[ vzt [ ez = 5 ((ca—1a)+ (6 = |e?) + (e — ac) + ([bf
Ya,c Ye,b

[ ez =5 (@ —laP) + (b —ab))

/ $(z)dz + l/J(Z)dZ:/ P(z)dz siet seulement si

Ya,c Ye,b Ya,b

((c@ = [aP) + (52 — |e*) + (e — a2) + (b — b)) = ( (b7 — |a]*) + (b

ca + bc — ac — cb = ba — ab
c(@—b)— (a—b)c=ba—ab
Im(c(@a —b) —ba) =0

si et seulement si
si et seulement si
si et seulement si

si et seulement s’il existe un réel A, tel que : ¢ = /\_+ ga
a_
L'ensemble des ¢ € Q tels que : / P(z)dz + P(z)dz =
Ya,c Ye,b

Lﬂ’b P(z)dz

est une droite horizontale si (@ — b) € R et c’est une demi-droite
ouverte si non.

3.4) Dans la suite de cette partie, f est supposée holomorphe sur
0, etsi (x,y) € R? tel que :

(x +1iy) € O, on pose : P(x,y) = Re(f(x+iy)) et Q(x,y) =

Im(f(x+1iy)).
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1
3.4.1) Les équations de Cauchy Riemann : ?)—Z = %—5 et +i/0 (Re(c) —Re(a)) Q(x(t), y(t)) +
5 oD (Im(c) — Im(a)) P(x(t), y(t)))dt.
i “ oy %,Cf(z)dz = AM Pdx — Qdy + i ch Qdx + Pdy.

34. 2) Soit (a,b,c) € Q. D’aprés la formule de Green-Riemann on
D’ou d’aprés les formules () et (%) ci-dessus :

/ pix— iy = [ [ (<5257 ) drty =0 fdz+ [ f@dz+ [ f@dz = 0et [ fE)d =
Ya,c Ye,b Yv,a Ya,b
P
dx + Pdy = // (— — —) dxdy = 0. D’autre part, on a
/ Q S = A Y f(z)dz + f(z)dz
Ya,c Ye,b
3.4.3) a est toujours fixé dans Q). Soit b € Q et c € O\ {b}.
0= / Qdx + Pdy = + (/ Qdx+Pdy+ [ Qdx+Pdy+ [ Qdx + B4 E\> b)) _ L otz — [ fo)d) =
Ya,c Ye,b Vb, —b c—b Ya,c Yab
1

1
- %szdz:/ F((1— 1)b + te)dt.

%ﬁ);yhcatlon [(t,¢) — f((1 —t)b+ tc)] est continue sur [0,1] x O,

(%) ¢
Pdx = Qdy + Vo Pdx = Q apphcat1on

0:/ Pdx — Qdy = £ (/ Pdx — Qdy +
oT+ Ya,c

Yeb
c +— /f ((1 = t)b + tc)dt] est continue sur (), donc
0

(x)
o [ x=(1—-1t)Re(a) + tRe(c) .
Ya,c €st paramétré par : { y = (1 - )Im(a) + im(c) ’ t€0,1]; limq)a(c) — D, (b) = /1 f(b)dt =
{ x' = Re(c) — Re(a) b b "
y' =Im(c) —Im(a) 3.4.4) On suppose que, pour tout b € (), la fonction [r — D(ir, b],
1 . définie sur |0, +oo],
%Cf( z)dz = (b —a) /0 (P(x(8),y(£)) +iQ(x(t), y(t))) dt admet une limite dans C lorsque r tend vers 0". On note F(b) cette
[ ez = [ (Re(e) = Rea)) P(+{8) y(6) ~ (Im(e) ~ (0,940 o) ¢ 2 etsoitr = 0
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F(c)—F(b) = lim (®(ir,c)

r=0 r—0 Yo
f(z)dz = ®(b,c).
F?)i,(c)ns b e Qetsoitc € O\{b}.
w = /01 f((1 — t)b + tc)dt, alors d’aprés la question

précedente : limM

c—b c—>b
£

= F().

On déduit alors que F est holomorphe sur Q et que F' = f sur Q).

4*™¢ Partie : Etude d'un exemple
Soit A un réel fixé dans l'intervalle | —1,0[ ; et f, la fonction définie
sur C\RR™ par :

falz) = exp(~)

4.1) Les fonctions [z — z* = exp(Alog(z))] et [z — —;] sont

holomorphes sur (), alors la

fonction f) est produit deux fonctions holomorphes sur (), f, est
donc holomorphe sur Q).

4.2) Soit b un complexe fixé dans Q2. On pose : Vr >0 ; J),(r) =
fa(z)dz
Yirb
1 .
. o Y A . 1
o) = (0 =) [ (1= )ir + 1) exp( (=l

—®(ir, b)) = lim< f(z)dz + f(z)dz) Mr>0; [t— ((1- t)ir—l—tb)Aexp(—
Yir,c

Mot

Former pour réussir

est con-

: )]
((1 —t)ir + tb)
tinue sur le segment [0, 1].

vr > 0 ; Vvt € [0,1] ;

exp(= ((1—t)zr+tb))'
Hm(b) + (1 — t)r

(|(1 = t)ir + tb])?

1— t)ir + tb) ) -

i(th — (1 — t)ir)
(|(1 = t)ir + tb|)?
‘((1 — t)ir + th)" exp(—

)| = exp(-

o

((1—t)iir+tb))‘ < |

— t)ir 4 tb|* '
((1 — t)ir 4 tb)

((1 —=t)ir + tb) exp(— )‘ < (((1 —t)r + tIm(b))? + £*Re(l

(1

A

2
(

< 0, alors [t — t%] est décroissante sur R*, alors :
(1 — t)ir + th)" exp(— : )| < pM = w avec
Pra—nirtmwy’| = =
-A <1,
P licati 6" S
L'application [t — t——)‘] est continue intégrable sur |0, 1].
s N A B i _
vt €]o, 1] ; }1_?6((1 t)ir 4+ tb)" exp( © —t)ir—i—tb))
Mt exp( tbl)

En plus I'application [t — bt} exp(t_—bl)] est continue sur |0, 1].
Alors d’aprés le théoreme de convergence dominée, on a :

1 1 _ 7
lim [ (1= ir + tb)" exp(— \dt = / b exp( ).
0

r;>0 0 ((

i
1—t)ir + tb)
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1
roN T _ _ pAHl A !
D’ou lgr(l)])\,b(r) =F(b) =10 /0 ™ exp( 0 )dt.

4.3) On note G, la fonction, définie pour tout z € (), par G A(z) =
. i
z7} 2exp(g)F/\(z).

4.3.1) F) est holomorphe sur Q) et F| = f, d’aprés 3.4.4), G, est
produit de trois fonctions

holomorphes sur (), alors G, est aussi holomorphe sur ().

; 1 .
432)Vz € O ; Gy(z) = Z_A_Zexp(é)le/ t)‘exp(t—;)dt —
0

. 1 _u
! exp(l) / th exp(t—l)dt.
0

Onpose:u:%,dt—_u—iu. Vz € Q ; Gy(z) =
O N B
ZeXp(Z)/l . iXP(—)du. - :

_ 1 ® A2 —i(u—1 B 1 o
4.3.3) G,(z) — Z/l u exp( . Ydu = z/o 1+
)~ 2exP(_Tw)dv
(ot lonapos¢ v = u—1); eXP(_Tw) = eXp(_|ZIUZZ) =

—vlm(z
eXp(iz()) <1
]

. A—2 —1 o . +oo
Gr(z) = i|(1+ov) M exp(T)] + i(A + 2)/0 (1 +

. 0
v) A 3exp(_7w)dv

+o00 —
Ga(2) = —i+i(A+2) [ (1+0) P exp(—)do,
0
Im(z) > 0etov > 0, alors exp(_Tw) <1
—+o0
Gr(z)] < T4+ (A + 2)/ 1+ o) % = 1+
0

1+t =2

D’aprés 4.3) et 1'étape précedente :’F_%(z)’ = ’G_%(z)’ |z|%

()

21z7.

5°™€ Partie : Démonstration de la propriété proposée
Pour tout entier naturel non nul 7, on note u, la fonction définie,
pour toutz € C, par :

un(z) = exp(inn?z)

5.1) Soient z € C et n € N*. |u,(2)| = exp(—7n’Im(z)).
SiIm(z) < 0 alors la série () u,(z)) diverge grossierement.
SiIm(z) > 0 alors |uy(z)| = O (%) alors () "uy(z)) converge

n—o0
absolument.

Finalement la série () u,(z)) converge si et seulementsiz € Q.
5.2) Séparons les indices paires et impaires dans la somme suivante
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u(z +1 Z exp(inn®(z+1)) = Y (- )" exp(inn?z) =

n= n=1

i exp(imdn®z) — 2 exp(int(2n —1)*z)

n=1 n=1

u(z+1) = u(4z) —u(z) + Y_ exp(imdn’z). Dot : Vz € Q ;

n=1
u(z+1) 4+ u(z) = 2u(4z).
5.3) Pour tout n € IN* et tout (x,y) € Rx]0, +o0[, on pose :
Un(x,y) = up(x +iy) et u(x,y) =u(x+iy).

5.3.1) Soienta > O et k € IN, Soit

Vn e N* ; nkﬁn(x,y)‘ = nk exp

nfexp(—mn?a) = O (i) alors la série <anexp(—7m2a))

n—oo \ 12
converge et par suite la série

x,y) € R x [a +o0].
nn?y) < n*exp(—mn?a).

t(
(=

( anﬁn> converge normalement sur R x [a, +oco| pour tout a >
n>1

0.

5.3.2) Vn € IN* ; u,, est de classe Cl sur R x]0, 4-o0].

En effet : V(x,y) € Rx]0, 400 ; il,(x,y) = exp(—mn?y + inn’x).
dily, s 20, o dily _
o (x,y) = inmn“exp(—nn-y + inn“x) et W(x,y) =

rn? exp(—mn?y).

i
La série <Z ﬂ(x,y)) converge normalement sur R X [a, +00]

pour touta > 0.

Mot

Former pour réussir

D’ou en appliquant a y fixé le théoréme de dérivation sous le signe

ou
), la fonction — p (x,y)
i
existe en tout point de Rx]0,+oo], avec %(x,y) =
int Yy n*exp(—mn’y +inn’x).
n>1
5.3.3) ¥n € N* ; i, est de classe C! sur R x]0, 4-o0].
En effet : V(x,y) € Rx]0, +oo[ ; i,(x,y) = exp(—mn?y + inn’x).

aa%(x,y) =  —mn?exp(—mn®y + inn’x) et

Uy,

ox (x,y) ‘ =
mn? exp(—mn?y).

La série (Z aun

n>1
pour tout a > 0.

D’ou en appliquant a x fixé le théoreme de dérivation sous le signe

Y, la fonction ?)y (x,y)

) converge normalement sur R X [a, +o0o|

existe en tout point de Rx]0,+oo|, avec g—;(x,y) =
—n Y n*exp(—mn*y + innx) = zgu(x y).
n>1
5.3.4) V(x,y) € Rx]0,+oo[ ; g—Z(x,y) = in ) n*exp(—nn’y +
n>1
imn?x).

Cette série converge normalement sur R X [a, 400 pour touta > 0,
et pour toutn > 1, 1la
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fonction X, Y) —> n? exp(—mn?y + inn’x est continue sur
y p y

R %10, +ool.

u : o : s
P est donc continue sur Rx]0, +oco[ et d’aprés la question préce-

u . .
dente, — est aussi continue

oy
sur Rx]0, 4-c0], alors i est de classe C! sur R x]0,4-co[ et vérifie :

S +i5 () =

D’ot1 u est holomorphe sur ).

5.4) Soit z € (), on a bien ; ¢ R~ car Im(z) > 0.

( Dans cette question, une faute de frappe a 1’énoncé, un signe -

oubliél) )

(;) ’ (1+ 2u(z)) = (;) i <1—|—2n§1exp(i7mzz)> et 1+
_ —irtn?

2u(71)=1+22 exp( n ).

n>1
D’aprés la question précedente :

h(z) = (2)_% (142u(z)) ~ (1 4+2u( 1)) = (;)_
<1+21§1exp _”mz))

définit une fonction holomorphe sur I'ouvert connexe par arcs Q).
D’aprés la formule (2), si z = ia aveca > 0, alors h(z) = 0.

Nl—

n>1

(1—1—22 exp intn?z

D’ou d’aprés le principe des zéros isolés, h est nulle (), ce qui établit

Nl—

VieQ ; (;)_ (1+2u(z) = 1+ 2u( )

5.5) D'aprés 5.2), u(z + 1) +% — 2u(4z) — u(2) +% — (Qu(4z) +

1
1) — E(Zu(z) +1).
Alors en appliquant la question préceédente :

i

u(z+ 1) 4 5 = (E)% (1+2u( )~ (;)% (1+2u()

u(e+1)+ 5 = (;)% <u(;—zl) —u(%l)) - (;)% Y <exp(_2”2) ~exp(.

n>1

56)Vn>1,;vzeC; {Im(z) > 0= |uy(z)| <1 =

L, . u
Alors la série Z <— L 5
imn

) converge normalement sur {z € C tq
n>1

z) > 0}.

)E;plus :Vn > 1 ; l'application [z — un_(zz)] est continue sur

inn
€C tq Im(z) > 0}.

Uy (z . _ .
Dotio(z) = ) ,n( ) définit une application continue sur cet
N

ensemble.
5.7) D'aprés 4.3.3) :Vz € Q) ;

3
F_%(z)} <2|z|2. alors :
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VzeQ ;Va>0;Vn>1; ‘X—ZZEQetdonC : )nF_l(a—Zz)‘g
\ 2wl mn z2\mn
XZ |3 alz|. 3
|| =2 2.
nnnz nz(n)

0z
™n?

VZEQ;Vuc>O;Vn21;Lasérie<

ZT’ZF %(

n>1

)) converge

absolument, donc converge.
5.8) Pour tout z € (), on pose :

o) = ¥4 et w(e) =

712
n>1 17tn

Nj—=

(im)
7 L

n>1

5.8.1) On reprend un raisonnement identique a celui de 5.3) pour
établir que v; est
holomorphe sur ).

. v
V(xy) € Rx|O+eol  dhx+iy) = Sxy) =
1 i, . B ,
Lo g V) = i) = ue i)
Dot :Vz € Q ; v(z) = u(z), Cesta dire : v] = u.

5.8.2) Vu ce qui est admis dans 1'énoncé : pour toutz € (), ona :

o (2) (i”)%z A (222 2 (2 Utilisons
- 2 &\ ~3° 7tn2 3 2’ )
431)
1
;o (im)2 4 4z —im?, 2z — i
w(z) = 2 n>1<7m(7m2) Py 4z ) ﬂn(nnz) > exp( z
=
i77) 2 2 1 —intn? 2 1 —intn?
w'(z) = (i) ( z 2 exp( ) — —=z 2exp( ))
2 is1 \V7T P 4z \/TT P z

2

-)

Mo

Former pour réussir

L1
3

2 2

—i7tn
z

—i7tn

1 expl )) — u(l+2)
(selonb5.5)

5.8.3) Posons :Vz € O ; wi(z) = v1(z+ 1) — v(1). wq est holomor-
phe sur I'ouvert connexe

pararcs O, etVz € Q ; wi(z) =vj(z+1) =u(z+1) = @'(2) 5

Alors l'application [z — w1 (z) — w(z) + ;] est constante sur Q).

4
(ﬂF_%( z

Tn2

D’aprés 4.3.3) la série )
n>1
normalement pour z € (),

|z] <1, on peut alors intervertir les signe Z et lim , la constante

n>1 Zz?(g)

z
) — 27113_%(7_an )) converge

cherchée est alors nulle !

Dou : Vz € O ; wi(z) — w(z) +§ =0 ; c'estadire :
1
_ oz (im)2 4z z
VzeQ ;v(z+1)—0(1) = 5+ ;f;l (nP_%(nnz) —ZnF_%(nn2)>

5.9) D’aprés la question précedente, pour toutz € (), on a :

z| 7 4z z

1) —o(1 = — F —2nF 1 (—5 .
‘U(Z"‘ ) —o( )+2 3 ‘nl;l(n _%(nnz) ”_%(ﬂnz))‘
t selon 433), Vi > 15 |nF i (—2)—onF (%)
e. selon D0), n =z f n_% 7'(;12 n_% W ~

3

2 z |3 3 0
|| an |l =

ou 0 est un réel strictement positif indépendant de z.
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On pose alors : ¢ — \/EZ_Z e R vz € O fixe x, et on fait tendre y vers 0. N 3
2 = On obtient : Vx € R ; ’q(x—l—l) -q(1) +§‘ < cl|x|2 , dou
z 3
oz+1) —o() + 5| < clzl?. (g +1) —9() +2) = 0 (1x3).
2 x—0

5.10) Soient x € R ety > 0, d’aprés la question précedente : Finalement : g(x + 1) = g(1) — Y (x)

. ' 2 x>0 '

. X+1 .3 . 1

v(x+iy+1) —o(1) + 5 I <e |x +iy[2 . On applique 5.6), on On déduit alors que g est dérivableen 1 et 4'(1) = ~5

A la prochaine
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