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Corrigé Devoir Libre n°23

Séries entieres
MP-CPGE Rabat

,{ Blague du jour |

Deux hommes se déplacant en ballon sont perdus dans le désert. Ils apercoivent un indi-
vidu et lui demandent <« Ou sommes-nous, s’il vous plait ? > Apres un long moment de
réflexion, ’'homme leur répond : "Dans un ballon”.

- Merci, monsieur le mathématicien.

- L’homme demande étonné : Comment avez-vous su que j’étais mathématicien 7

- Pour trois raisons, répondent les aéronautes. Premierement, vous avez beaucoup réfléchi
avant de nous répondre. Deuxiémement, votre réponse est tres exacte. Troisiemement, elle
ne sert a rien. >

~ Muhammad Aboul-Wafa, (940-998) a Bagdad

Astronome et mathématicien musulman principalement connu pour ses apports en trigonométrie plane et en
trigonométrie sphérique. Il s’intéresse aux mouvements de la lune pour préciser la différence de longitude entre
les deux villes. On lui doit la notion de cercle trigonométrique, celles de sécante 1/ cosx et cosécante 1/sinx
On lui attribue aussi la démonstration de la formule des sinus due a Al-Battani. Il s’intéressa entre autre a la
géométrie, arithmétique et optique.
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Corrigé Probleme I : Pr. Dufait

—X X

|j> 1Pour tout x € R, on a g(—x) = e et dt = e_XZJ e’ (—du) = —g(x) en effectuant le
0 0

changement de variable u = —t dans l'intégrale . Ainsi g est impaire .

—X

@ 2L’application t +—— et2 étant continue sur R, l'application x +—— J et2 dt est C! sur R et donc
0
1 , 2 [T 42 2 2
gest C'sur RetonaVx €R, g'(x) = —2xe™* J e dt+e ™ e¥ = —2xg(x) + 1. Donc
0
g est solution de (E) sur R .

@ 3L’équation (E) est une équation linéaire du premier ordre a coefficients continus sur R qui admet donc,
suivant le théoreme de Cauchy, comme ensemble de solutions sur IR un espace affine de direction ’ensemble
des solutions sur R de I’équation homogene (H) : y’ + 2xy = 0. Les solutions de (H) sur étant les fonctions
x — Ce™™ ol C est une constante réelle si on cherche les solutions & valeurs dans IR, complexe si on
cherche les solutions a valeurs dans C, on obtient que :

les solutions de (E) sur R a valeurs dans K sont les fonctions x — g(x) + C e avec C eK.
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@ a  Si R>0 et le rayon de convergence de Z aix' et Vx €] —R,R[, y(x) = Z aixt, on a
i=0 i
Vx €E]-R.RL, y/(x)+2xy(x) =) (i+Dapx'+2) ax' ' =a;+)_ ((i+1)ai+1 +Zai_1>xi
i=0 i=0 i=1

et siy est solution de (E) sur ] —R,R[alors Vi > 1, (i4+1)aj41+2a;_1=0s0it Vi > 0, (i+2)aj12+ 2a;=

b ¢ On obtient aussi a; = 1.

—2 -2 =2 —2
<o L’égahté du [a] donne Vi Z 17 (21"‘ 1 )(1214_] = —2(],21"_] donc azi+1 = m azi—1 = mzl 1 s T C
_2)i . 2{) - -2
par récurrence immédiate. Donc Vi > 0, azj 1 = (=2) =(=2)! (21 .Ceci

(2i+1)-(2i—1)---3 (2i4+1)-(21)---3-2
il

donne Vi > 0, a1 = (—4)im.

—2-2 —1)t
¢ ¢ De méme, Vi Z 1, (21) Ay = —2azi—2 donc az; = 2—7 ao donc Vi > 0 Ay = ( il )

Qo .

¢ Ainsi la sous-suite (QZi) est uniquement définie par la valeur de ag, tandis que la sous-suite

ielN

(aZiH)ielN est connu explicitement donc la suite (ai).

e ©st uniquement définie par la valeur de ag .

d  Les calculs précédents montrent qu’on a, en général, pour une suite vérifiant la relation de récurrence,

o0

Z aix' = ag Z x21 + aq Z 21_';1) xZH1 = agyo(x) + ajy1(x). La série entitre yo

est de rayon de convergence +oco : c¢’est le développement de x +— e, Quant a la série entiere yq, on
, , . , o4l (2i+3)! (2i+3)(2i+2) . 3

peut lui appliquer la régle de D’Alembert : ) AT = G+ i+ 5 z “+o00

et donc elle est également de rayon de convergence +oco. Comme combinaison linéaire de séries entieres
o0

de rayon de convergence 400, E aix‘a pour rayon de convergence R = +o0 .
i=0

€  Ainsi toutes les séries entieres vérifiant la relation de récurrence précédente et la condition a; = 1
sont C* sur R et solutions sur R de 1’équation (E). Comme, d’apres le théoreme de Cauchy, (E) admet
o0

T .
une unique solution vérifiant la condition y(0) = 0 et que g et x —— Z(—4)"mxz"+1
i=0 ’

o0

. i! .
solutions de (E) sur R vérifiant cette condition, on a Vx € R, g(x) = %(—4)1ﬁx2‘+1 .

sont des

X 1y, o . X
@ a oOnaVx € R, g1(x) = e = Z(i—u”le ©o0OnaVvt € R, et’ = Z %tz‘ donc Vx € R, g2(x) =J €
i=0 ) i=0 0

b ¢ En utilisant le fait que le produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes est une série ab-

solument convergente, on obtient le résultat suivant :si, pour i = 1,2, g est la somme d’une série entiere
sur | — Ry, Ry[ alors g1g2 est somme du produit de ces deux séries sur | — R, R[ avec R = min(R¢,R3) .

. . (_])k—l 1 "
P ITRINES o o Lt Y
=\ (k—Dil2i+1)

¢ Or g = g192 donc, par unicité du développement en série entiére on obtient avec le résultat du [4.(e)],
(—1)k—t 1 « Kk k! « K
k =(— t =(—4)" =7+
v eN’% G—orizien - Y @ ZZt+1 PR T 5 §
k .
1 i 4k(k')

a donc bien Vk € IN Z Cx =73
s (2Zk+1)!

.On
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Corrigé Probleme 11 : Pr. Chabchi

PARTIE I

1. Soit z un réel

1
(a) La fonction ¢ — t*~te~! est continue sur ]0,1] et t*“te™* ~ —— au V (07), donc elle est intégrable

11—z
sur |0, 1] si et seulement si 1 —z < 1 cad

1
(b) La fonction ¢t — t*~te~! est continue sur [1,+o0[ et t*"le™t =0 <t2> au V (+00), donc elle est

intégrable sur [1,4o00[ pour toute valeur du réel z.

2. La fonction t — t*~le~! est intégrable sur |0, +oo[ si et seulement si, elle 'est au V (07) et au V (+00).
Selon la questionl, cela est réalisé si et seulement .

Pour un complexe z, on a d’abord ¢ — t*~!e~t est continue sur R** et [t*~le~t| = tRe(*)~1e~t Elle donc

intégrable sur R*T si et seulement si | Re (2) > 0 |.

+oo
3. Pour z € C avec Re(z) > 0, on note I' (z) = / t*le~tdt
0

. P : . _t,.1B o
(a) A laide d’une intégration par partie,on a I'(z + 1) = (A,B)L%+,+oo) ([e 2, + 2 /A te tdt) =
2I(2) .

(b) Par récurrence sur p :

e Powrp=1,onal(a+2)=(a+1)T (a¢+1) c’est juste.

e Soit p > 1, supposons le résultat vrai pour p, alors selon (a) ,onal' (a+p+2)=(a+p+ 1T (a+p+1),

on conclu alors & ’aide de 'hypothése de récurrence. D’ou le résultat.
(c) La fonction ¢t — t*~te~! est continue non nulle sur ]0, +oc[, donc T (z) > 0.
(d) Onal' (1) = /+ e~'dt = 1 et puisque I' (n + 1) = nI' (n), par récurrence simple, on a I' (n + 1) = nl.
0

4. Soit z € C.
1 +oo
Pour Re (z) > 0, on a d’abord I' (z) = / tz_le_tdt+/ t*~te~tdt, puis il s’agit d’une intégration terme
0 1
a terme dans la premiére intégrale : En effet on a :

-1
" tn+z
n!

e La série de fonction Z (-1)

n>0

converge simplement sur ]0, 1] vers ¢ — t*~le~t.

e La fonction ¢t — t*~1e! est continue sur ]0, 1].
n thrzfl

+oo
e La série des intégrales des modules Z / ‘(—1) p”
0 .

n>0

1 1
dt = 7;) Wln TR (D) est convergente

Le résultat en découle alors.

5. Soit [e,d] un segment inclus dans R ~\ Z~, alors son image par la valeur absolue z — |z| qui est continue
est un segment de R, il existe donc (o, 3) ER%, 0 < a < B, Vz € [¢,d], a < |z| <3, il vient que :

-H" 1 1 1 1 1
eV2eB Vn>E(B)+1, %n—l—x < oy 3 et g o 3 est convergente, d’ou la conver-
-n" 1
gence normale, donc uniforme de E (=1 sur le segment (donc aussi sur tout compact)
nl n+z

n>E(B)+1
de R\Z".

245



PfOblemeS Corrlges Mamouni My Ismail
mamouni.new.fr 2 O 1 O— 2 O 1 1 mamouni.myismail@gmail.com

(_1)7L

e Par ailleurs, pour tout n € N, la fonction z — est continue sur R \ Z~

nl n
o0 (—l)n
On conclut alors que z — Z Y R est continue sur R\ Z7, puis il évident que la sommation
n=E(8)+1
B6) (_pyn g D
finie z +— Z ' est continue sur R \. Z~ , d’ou la continuité de z —— Z ' est
— n+x — n+x

continue sur R \ Z~
6. Soit 0 < a < b.
(a) Pour t > 0 fixé, la fonction & — t*~! est croissante sur R*T pour ¢ > 1 et décroissante pour ¢ < 1, il
vient alors que
e lsit <1
a—1 3b—1Y _ =
max (87, ¢°77) { gt >1
(b) Découle de la monotonie de la fonction o — t*~1 sur [a,b], en utilisant le (a).
(¢) On devra vérifier les hypotheses du théoréme de dérivation sous le signe intégrale ( formule de Leibniz)

: . of . :
e D’abord la fonction f : (z,t) — t*“le~t est continue sur R** x R*T et o1 existe et y est aussi

ox

continue sur R** x R**.
e Pour z € [a,b],¢t>0,0ona |f (z,t)] < e 'max (t* 1, t*71) = ¢ (¢) avec :

— ¢ continue sur R**

— Intégrable au V (+00) car négligeable devant ¢ — 2
1
— Intégrable au V (07) car équivalente & t — i=a avec l-ax<1

e Pour z € [a,b],t>0,0n a

% (@zt)’ < e ' |In ()] max (£, ") = ¢ (t) avec :
x
— 1) continue sur R**

1
— Intégrable au V (400) car négligeable devant ¢t — —

12
’ + P N —In (t)
— Intégrable au V (0%) car équivalente a ¢t — e =0\ g ) avec 1--<1
+oo
Ainsi la fonction I est de classe C! sur R** et IV (z) = / In (t) e~ tt*~tdt.
0
PARTIE 11
+oo
1. On sait que la somme d’une série entiére de rayon R > 0, Z anz™ est de classe C™ sur |— R, R| et se dérive
=0
+o0
infiniment sous le signe somme, en écrivant y, (z) = 2 Z anx™, on en déduit que y, est de classe C*° sur
n=0

10, R[ et se dérive terme a terme.

Yo est solution de (F)) sur ]0, B[ si et seulement si

+oo +oo +oo
z? Z (n+a)(n+a—1)a,z"™ 2 +x Z (n+a)a,z" Tt — (2% + 2?) Z anz" T =0
n=0 n=0 n=0
+o0
Aprés avoir fait le changement n’ = n + 2 dans la sommation Z anx™ T2t il vient
n=0

+oo
x ((a2 - )\2) agz’ + <(1 + )’ — )\2> arzt + Z (((n +a) - )\2) A — an_z) x") =0
n=2
ou encore apres simplification par le terme non nul z%,

“+o0
(a? = N?) gz’ + ((1 + )’ — )\2) arzt + Z (((n +a)’ - /\2> an — an_2> 2" = 0 pour tout z € |0, R[
n=2

(valable en aussi en 0)
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A ce stade, on ne peut utiliser directement 1'unicité d’un développement en série entiére puisque [0, R[ n’est
pas un voisinage de zéro! Soit alors y € }—\/}»2, \/E[, on a alors y? € [0, R[, donc

(a? = \?) aoyo+((1 +a)’ - /\2) a13/2++i:.O (((n +a)’ - /\2> an — an_2> y*™ = 0 pour tout y € ]—\/ﬁ, \/E[

n=2
o? = \?
.. R 1 2 _ )2 _
Par unicité d’'un DSE, et en tenant compte de ag # 0, il vient (I+a) - a1 =
Vn>2, (((n+a)2 — )\2> an — an,2> =0
2. On suppose a = A > 0 et ag # 0.

(a) Puisque a = X\ > 0, alors la relation ((1 + a)2 - /\2) a1 = 0 donne a; = 0, puis la relation

Vn>2, (((n + a)2 — )\2) an — an,z) =0 assure que V p € N, agpy1 =0.
@2(p-1) __ ®2p-1
2p+a)?—a2 2p(p+a)

D’autres part Vp > 1, (2p+ a)2 —a? #0 car a > 0, donc as, =

aq 1
227pl (p+a)(p+a—1)..(a+1)

Par récurrence sur p > 1, on aura ag, = . On conclut a I'aide de la

question I-3-b.
(b) On vu que pour tout > 0, I' () > 0, donc agp, # 0 pour tout p € N.
Pour z un complexe non nul, on note u, = ‘CLQPZZP
lim 2t = i 2|2 Platp+1) = lim |z|? !
p—too up,  p—toe L 2(p+ I (at+p+2) p—deo 22(pt+1)(at+p+1)
la série Z anz"™ = Z aspz°P converge pour tout complexe z. Ainsi le rayon cherché est +oo.

, alors

=0< 1. Dou

n>0 p>0
(¢) On suppose ap2 T (A + 1) = 0, puisque I'(A+1) > 0 car A + 1 > 0, alors ap = PTOFD) De plus
le rayon de Y a,2™ est infini, alors pour tout = > 0,
+oo —+oo
1 F(A+1) 2pA 1 (a:)2p+>\
— = — (= . CQFD
v (@) ;2>‘I‘()\+1)22pp!F(/\+p+1)$ pEZ:Op!F()\—Fp-I-l) 2 Q
+00 too
T\ 1 T\ 2P 1 T\ 2P
Onaaussi (@) = (3)° 3 Sy () @ P (a) oo
n a aussi yy (z) 5 ;plr()\+p+1) 5 e Orx’—)z;)plf()\+p+1) 5 est con

tinue en 0, donc

Ya (@) ~o (g)k I’(%—&—l)

3. On suppose que 2A ¢ N; soit p > 1.

(a) Le fait que 2X ¢ N, assure que V p > 1, (=A +n)> = A2 # 0, donc comme dans le 2-(a) , on trouve que

ap 1

227pl (p+a) (p+a—1)...(a+1)
ap2 T (=X + 1) = 1, puisque —\ ¢ Z*~ (car sinon 2)\ € N), alors le fait de "noter" le produit non

VpeN, ayt1 = 0et ayy = , puis en prenant comme le 2-(b) :

r'(=A 1
nul : (=A+p)(=A+p+1)...(=A+1) par g"(—i\—i_{l—))’ assure que I' (—=A + 1) # 0, donc
+oo
1 1 2p—A
ag = ST (A D) on obtient que x — z;) P e (g) est aussi solution de (Fy)
sur R*T.

(b) Ilest anoter d’abord que A # 0 car 2) ¢ N, puis comme dans le 3(c) ,onay_y (z) ~o (%) e

Ainsi yy et y_» ont des comportements non propotionnel au voisinage de zéro : 1'une tend vers 0 et
Pautre vers +o00, la famille (yx,y—x) est alors libre.

D’autres part (F)) est une équation différentielle linéaire sans second membre d’ordre deux et dont
les coefficients sont des fonctions continues sur R** et aussi le coefficient de y” ne s’annule g S

R**, donc lespace des solutions de (Fy) sur R*T est R-espace vectoriel de dimension 2, contenant la
famille libre (yx,y—x), qui sera donc une base de cet espace. D’ou la solution générale de (F)) sur
R** est : z — Ay, (z) + By_x (z) ou A et B sont des constantes réelles.
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