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Devoir Libre n°24

Séries entieres
héoreme de Stone-Weierstrass
Polynomes de Lebesgue

MP-CPGE Rabat

C’est un prof qui demande a ses prépas si tout le monde a bien compris ce que c’est que
la sublimation. Aussi, pensant au glacon qui passe a 1’état de vapeur, il demande :

< Est-ce que vous pouvez me donner un exemple de solide qui se transforme en gaz sans
passer par 1'état liquide 7 >

Et du fond de la classe quelqu’un lance : < Les cigarettes m’sieur ! >

,{ Blague du jour

~ Henri-Léon Lebesgue (1875-1941)

Mathématicien francais. Il est reconnu pour sa théorie d’intégration publiée en 1902. Il se fera alors connaitre
par sa théorie de la mesure, laquelle prolonge les premiers travaux importants d’Emile Borel, 'un de ses
professeurs et plus tard son ami. Il mit au point une théorie des fonctions mesurables qui lui permet de
rechercher et de prouver 'existence de primitives pour des fonctions < irrégulieres > et généralise des théories
d’intégration antérieures : Riemann, Darboux, Stieltjes
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Notations et rappels
Si & est un réel et m un entier naturel, on pose

<oc>=oc(cx—1)..r.l'(¢x—n—l—1) § n>1 et <a>=1.

n 0

m

n) est le nombre de parties a n éléments

On rappelle que si n et m sont des entiers naturels avec n < m, <

d’un ensemble & m éléments.

A. Une relation entre coefficients binomiaux

n
m m 2m
|j> Soient N et m deux entiers naturels avec 1 < m ; montrer que E = .
s p/\n—p n

On pourra considérer deux ensembles disjoints E et F ayant m éléments chacun, puis calculer de deux
fagons différentes le nombre de parties & n éléments de E U F.

@ Soit 1 un entier naturel.

n
@
a  Vérifier que 'application o — < > Z < ) ( > est polynomiale puis en donner des zéros.

p=0 P
2a i
b Montrer alors que pour tout réel «, Z
n p=0 —P
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B. Recherche d'un équivalent

>

2>

3>

- n

Soit (an)nen une suite de nombres réels strictement positifs tels que, pour tout n € IN,
n

oll (Wn)neN est une suite sommable. Etudier la suite (In(an))nen et en déduire que la suite (an)nen
converge vers un réel strictement positif.

Soient (bn)nen une suite de nombres réels strictement positifs et y un réel tel que, pour tout n € IN*,

b
sl R Y + W}, olt (W) )neN est une suite sommable.
bn n
¢

a  Etudier la suite (NYbn)n>1 et en déduire qu'il existe une constante £ > 0 telle que by ~ g

b Quelle est la nature de la série de terme général by 7

1/2
Pour tOUtnEN*’On pose cn:(_‘])n—1<n>.
a  Vérifier que pour tout n € IN* Cny1 2n—1
que p e T ImE T

L 1/2 (=1t
b Etablir qu’il existe une constante C > 0 telle que ~ CT
n n

C. Résultat d’approximation

v

¢§ 88 §

1/2
Préciser le rayon de convergence de la série entiere Z < n ) (—1)"z™
n=>0

Montrer que cette série converge normalement sur le disque fermé de C, de centre 0 et de rayon 1 ; sa
somme sera notée f(z) pour |z| < 1.

Montrer soigneusement que si |z| < 1 alors f (2)2=1—z.

Montrer que la fonction x +— f(x) ne s’annule pas sur Uintervalle ] — 1, 1[ et justifier soigneusement que
f(x) > 0 pour tout x €] —1,1[, puis que f(x) =v1—x,x € [—1,1].

n
2k 1
Pour tout n € IN, on pose L, = — E < >7Zk(1 — X%k (n® polynome de Lebesgue).
= k/)(2k—1)2
n/(2n—1)2

b Vérifier que pour tout x € [—1,1], [x| = (1 —x2) et montrer que la suite (Lp)nen des polynéomes

de Lebesgue converge uniformément sur [—1, 1] vers la fonction x +— [x].

1/2 2 1
a Vérifier que pour tout n € IN, < rll > — (_1)n—1 < n> :

< Ala prochaine )
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