
CCP Mathématiques I -Corrigépar M. TAIBI Lyée Moulay Youssef RabatExerie 1 :a. Soit (x, y) ∈ R
2 , on a : (x, y) ∈ T ⇔ −1 6 x 6 1 et −x 6 y 6 1 , don :

∫∫

T
(x + y)dxdy =

1∫

−1

(
∫ 1
−x

(x + y)dy)dx =
1∫

−1

((x + 1
2 + x2

2 )dx = 4
3 .b. Posons T ′ = −T, et f(x, y) = |x + y| pour (x, y) ∈ C, alors C = T ∪ T ′ , f est ontinue sur C et

f(x, y) = 0 si (x, y) ∈ T ∩ T ′ , don =
∫∫

T
f(x, y)dxdy +

∫∫

T ′ f(x, y)dxdy. Ave le hangement devariable ϕ : T → T ′, (x, y) 7→ (−x,−y) est un C1 − diff éomorphisme de T sur T ′ de Jaobien 1, don
∫∫

T ′ f(x, y)dxdy =
∫∫

T
f ◦ ϕ(x, y)dxdy =

∫∫

T
f(x, y)dxdy ar f ◦ ϕ = f.En onlusion : ∫∫

C

f(x, y)dxdy = 2

∫∫

T

f(x, y)dxdy = 2
4

3
=

8

3
.Exerie 2 :Soit l'équation di�érenielle linéaire du premier ordre, sans seond membre : (En) xy′ − ny = 0 où nest un entier stritement positif.1. Sur I ( resp. J ) l'équation di�érentielle (En) s'érit : y′ − n

x
y = 0 et la fontion x 7→ n

x
est ontinuesur I (resp. sur J), e qui montre que si SI(En) (resp. SJ(En) ) désigne l'ensembles des solutions de

(En) sur I (resp. sur J ) alors SI(En) (resp. SJ(En) ) est un espae vetoriel réel de dimension 1.L'appliation x 7→ xn est solution de (En) sur I ( resp sur J ) don : SI(En) = vect(I → R x 7→ xn)(resp . SJ(En) = vet(J → R x 7→ xn) ) .2. Dans le as où n = 1 , une solution y de (E1) sur R est aussi solution de (E1) sur I et sur J , don saourbe est réunion de deux demi-droites, et omme y est C1, sa ourbe est don une droite.En onlusion : l'espae des solutions de (E1 ) sur R est de dimension 1, engendrée par la fontion
x 7→ x.3. Supposons n > 1, soit y une solution de (En) sur R, alors il existe (α, β) ∈ R

2 tel que y(x) =
{

αxn si x ∈ I

βxn si x ∈ J
. (voir question 1.) et don y(0) = 0Réiproquement : toute fontion y dé�nie sur R par : y(x) =

{
αxn si x ∈ I

βxn si x ∈ J
ave y(0) = 0, alors

y est ontinue sur R ar n > 1 et de lasse C1 sur R8{0} ave lim
x→0
x 6=0

y′(x) = 0, don le théorème deprologment de la dérivée, montre que y est C1 sur R ave y′(0) = 0 et y véri�e l'équation di�érentielle
(En) .Conlusion : l'ensemble des solutions de (En) est un espae vetoriel de dimesion 2, engendré par lesfontions : hn : x 7→

{
xn si x > 0
0 si x < 0

et gn : x 7→
{

xn si x < 0
0 si x > 0Problème Autour du théorème d'Abel pour les séries entières .I. Généralités1. Exemplesa. Exemple de suite (an) véri�ant (P1) et (P2) :Soit (an) telle que an = 0 et an =

(−1)n−1

n
pour n ∈ N

∗ alors (an) veri�e (P1) ar la sérieharmonique alternée ∑
an onverge et véri�e (P2) ar f(x) =

+∞∑

n=0
anxn = ln(1 + x) pour |x| < 1et lim

x→1−
f(x) = ln(2) .
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b. Exemple de suite (an) qui ne véri�e pas (P1) et véri�e (P2) :la suite (an) telle que : an = (−1)n ne véri�e pas (P1) ar ∑
an diverge et elle véri�e (P2)ar f(x) =

+∞∑

n=0
anxn = 1

1+x
pour |x| < 1 et don lim

x→1−
f(x) = 1

2 .. Exemple de suite (an) qui ne véri�e ni (P1) ni (P2) :la suite (an) telle que :a0 = 0 et an =
1

n
pour n ∈ N

∗ , ne véri�e pas (P1) ar ∑
an diverge (série harmonique )et elle ne véri�e pas (P2) ar f(x) =

+∞∑

n=0
anxn = − ln(1 − x) pour |x| < 1 et

lim
x→1−

f(x) = +∞.d. Dans l'exemple c. la série entière ∑
anxn est de rayon de onvergene 1 et ne onverge pasuniformément sur ]− 1, 1[, en e�et si la série entière onverge uniformément sur ]− 1, 1[, alors par

lim
x→1−

anxn = an =
1

n
pour tout n ∈ N

∗, et on aura la série ∑
an onverge e qui n'est pas possible. Don la onverge de la série entière ∑

anxn ne peut-être uniforme .2. On suppose que la série numérique ∑
an est absolument onvergente. Soit fn : x → anxn , alors par :

∀x ∈ [0, 1[, |fn(x)| 6 |an| et que ∑
|an| onverge, on a ∑

fn onverge normalement ,don uniformémentsur [0, 1[ et puisque lim
x→1−

fn(x) = an pour tout n ∈ N , il en résulte que lim
x→1−

f(x) exsite dans R et
lim

x→1−
f(x) =

+∞∑

n=0
an .3. Exemple :Si l'on pose an =

(−1)n

n(n − 1)
, pour n > 1, on a alors ∑

an onverge absolument (|an| ∼ 1

n2
) etpar la question préédente, lim

x→1−
f(x) existe et vaut +∞∑

n=2
an.Or an =

(−1)n

n(n − 1)
=

(−1)n

n − 1
− (−1)n

n
=

(−1)n−2

n − 1
+

(−1)n−1

n
, don , pour x ∈]0, 1[

f(x) =
+∞∑

n=2
anxn =

+∞∑

n=2

(−1)n−2

n−1 xn +
+∞∑

n=2

(−1)n−1

n
xn

= (x + 1)
+∞∑

n=1

(−1)n−1

n
xn − x

= (x + 1) ln(1 + x) − xet don lim
x→1

f(x) = 2 ln(2) − 1 et puis +∞∑

n=2
an = 2 ln(2) − 1II. Théorème d'Abel4. On suppose que la série ∑

an onverge et on pose rn =
+∞∑

n=n+1
ak et pour x ∈ [0; 1], Rn(x) =

+∞∑

n=n+1
akx

k. a. On sait que ak = rk−1 − rk pour tout k > 1, don, pour tout n ∈ N et tout entier p > 1, on a :
an+p = rn+p−1 − rn+p et puis +∞∑

p=1
(rn+p−1 − rn+p)x

n+p =
+∞∑

p=1
an+px

n+p =
+∞∑

k=n+1

akx
k = Rn(x) .b. Pour x ∈ [0; 1[ et m ∈ N

∗, tel que m > 2, on a :
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m∑

p=1
(rn+p−1 − rn+p)x

n+p =
m∑

p=1
rn+p−1x

n+p −
m∑

p=1
rn+px

n+p

= x
m∑

p=1
rn+p−1x

n+p−1 −
m∑

p=1
rn+px

n+p

= xrnxn + x
m∑

p=2
rn+p−1x

n+p−1 −
m∑

p=1
rn+px

n+p

= rnxn+1 + xn+1(x − 1)
m−1∑

p=1
rn+px

p−1 + rn+mxn+met omme la suite (xn+m)m est bornée , que rn+m →
m→+∞

0, et que lim
m→∞

m∑

p=1
(rn+p−1−rn+p)x

n+p =

Rn(x), il en résulte que ∑

p>1
rn+px

p−1 onverge et que :
∞∑

p=1

(rn+p−1 − rn+p)x
n+p = rnxn+1 + xn+1(x − 1)

∞∑

p=1

rn+px
p−1. Soit ε > 0 , omme lim rn = 0, (reste d'une série onvergente ), il existe n0 ∈ N tel que : |rn| 6

ε

2pour tout entier n > n0. Don , pour tout entier naturel p et tout entier n > n0, on a : |rn+p| 6
ε

2.Soit x ∈ [0, 1[ et n ∈ N tel que n > n0, alors :
|Rn(x)| =

∣
∣
∣
∣
∣

+∞∑

p=1
(rn+p−1 − rn+p)x

n+p

∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
rnxn+1 + xn+1(x − 1)

∞∑

p=1
rn+px

p−1

∣
∣
∣
∣
∣

6 |rn| + (1 − x)
∞∑

p=1
|rn+p| xp−1

6
ε
2 + (1 − x)

∞∑

p=1

ε
2xp−1 = ε

2 + ε
2(1 − x)x 1

1−x

6
ε
2 + ε

2 = εpour x = 1, on a |Rn(1)| = |rn| 6
ε
2 dès que n > n0 .Conlusion : ∀ε > 0, ∃n0 ∈ N ; ∀n ∈ N ( n > n0 ⇒ ‖Rn‖∞,[0,1] = sup

x∈[0,1]
|Rn(x)| 6 ε ).d. D'après la question préédente, la suite de fontions (Rn)n onverge unifomément vers la fontionnulle sur [0; 1], don la série entière ∑

anxn onverge uniformément vers f sur [0, 1] et omme
x 7→ anxn est ontinue, il en résulte par le théorème de ontinuité de la limite uniforme, que
lim

x→1−
f(x) = f(1) =

+∞∑

n=0
an.5. On suppose que limx→1− f(x) = +∞, on a alors ∑

an diverge ar sinon, par 4.d), lim
x→1−

f(x) serait �nie.6. Exemple :
d
dx

(arctan) (x) = 1
1+x2 =

∞∑

n=0
(−1)nx2n pour |x| < 1, et par intégration, on a : arctan(x) =

∞∑

n=0

(−1)n

2n+1 x2n+1 + Cte =
∞∑

n=0

(−1)n

2n+1 x2n+1 ar arctan(0) = 0. Don : ∀x ∈] − 1; 1[; arctan(x) =
∞∑

n=0
anxnave a2n = 0 et a2n+1 = (−1)n

2n+1 .La série ∑
an onverge (série alternée vari�ant le ritère spéial ). Par la question 4. ), il en résulteque ∞∑

n=0

(−1)n

2n+1 = lim
x→1−

arctan(x) = π
4 .
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En onlusion :
π

4
=

∞∑

n=0

(−1)n

2n + 17. Appliationa. Soient les suites (un)n et (vn)n dé�nies par : u0 = v0 = 0 et un = vn =
(−1)n

n
1
4

pour n > 1. Posons
cn =

n∑

k=0

ukvn−k pour n > 0, alors c0 = c1 = 0 et cn =
n−1∑

k=1

(−1)k(−1)n−k

k
1
4 (n−k)

1
4

= (−1)n
n−1∑

k=1

1

(k(n−k))
1
4pour n > 2. Or pour k ∈ [1, n − 1], on a : k(n − k) 6

n2

4 , don |cn| >
n − 1

(n2

4 )
1
4

→
n→+∞

+∞ et parsuite ∑
cn divrege ( ar son terme général ne tend pas vers 0 ).b. On onsidère les séries entières ∑

unxn , ∑
vnxn et ∑

wnxn assoiées rep. aus suites (un), (vn)et (wn). Commes les trois séries ∑
un , ∑

vn et ∑
wn onvergent, alors les rayons de onver-gene des séries entières assoiées sont au moins égaux à 1. Par le théorème d'Abel, on déuit :

lim
x→1−

∞∑

n=0
unxn =

∞∑

n=0
un , lim

x→1−

∞∑

n=0
vnxn =

∞∑

n=0
vn et lim

x→1−

∞∑

n=0
wnxn =

∞∑

n=0
wn .Or pour x ∈]0; 1[, les séries numériques ∑

unxn et ∑
vnxn onvergent absolument et que pourtout n ∈ N, wnxn =

n∑

k=0

ukx
kvn−kx

n−k, don (d'après le ours sur le produit de Cauhy de deuxséries entières) : ∞∑

n=0
wnxn =

∞∑

n=0
unxn

∞∑

n=0
vnxn, et par passage à la limte lorsque x tend vers 1 parvaleurs inférieures, on obtient :

∞∑

n=0

wn =

∞∑

n=0

un

∞∑

n=0

vnIII. Réiproque du thérème d'Abel .8. La réiproque du théorème d'Abel est fausse , il su�t de prendre la suite (an = (−1)n )9. Soit (an)n une suite de reéls positifs telle la série entière assoiée est de rayon de onvergene égal à 1et que lim
x→1−

f(x) existe dans R. Pour n ∈ N, posons Sn =
n∑

k=0

ak.Soit x ∈]0, 1[, et n ∈ N, on a alors : f(x) =
n∑

k=0

akx
k +

+∞∑

k=n+1

akx
k

︸ ︷︷ ︸

>0

>
n∑

k=0

akx
k (*). En faisant tendre xvers 1, on obient : Sn =

n∑

k=0

ak 6 lim
x→1−

f(x) < +∞.Comme la série ∑
an est à termes positifs et que la suite des sommes partielles (Sn)n est majorée, onen déduit que ∑

an onverge .Dans la suite, on appliquera le théorème de Littlewood, sans démonstration .IV. Séries harmoniques transformées10. On rappelle que si (an)n est une suite numérique alors les séries entières ∑
anxn et ∑ |an|xn ont mêmerayon de onvegene .Soit maintenant (εn)n une suite de réels tels que εn ∈ {−1; 1} pour tout n ∈ N,on a alors :

Rcv(
∑

εnxn) = Rcv(
∑

xn) = 1et
Rcv(

∑ εn

n
xn) = Rcv(

∑ 1

n
xn) = 1

.
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Dans la suite, pour x ∈] − 1, 1[, f(x) =
+∞∑

n=1

εn

n
xn et g(x) =

+∞∑

n=1
εnxn . On remarque que

f(x) =
x∫

0

g(t)dt pour tout x ∈] − 1; 1[11. Si ∑ εn

n
onverge, laors par le thorème d'Abel, lim

x→1
f(x) existe dans R .Réiproquement : Supposons que limx→1− f(x) existe dans R, puisque εn

n
= O( 1

n
) ar |εn| = 1, lethéorème de Littlewood s'applique, on a don ∑ εn

n
onverge et que lim

x→1−
f(x) =

∞∑

n=1

εn

n12. Come (εn)n est périodique de période p, on alors pou x ∈] − 1; 1[:

g(x) =
∞∑

n=1
εnxn−1

= ε1x
0 + ... + εpx

p−1 + ε1x
p + ... + εpx

2p−1 + ε1x
2p + ....

= ε1

∞∑

k=0

xkp + ε2

∞∑

k=0

xkp+1 + ... + εp

∞∑

k=0

xkp+p−1

=
p∑

i=1
εix

i−1
∞∑

k=0

xkp

=

p∑

i=1
εix

i−1

1 − xpDon l'expresion de g(x) est une fration rationnelle en x .13. On prend (εn) péridique de période 2 ave : ε1 = −1 et ε2 = +1 ( ii p = 2 ), Don εn = (−1)n poutout n ∈ N
∗ et par la question 11. la série harmonique alternée ∑ (−1)n

n
onverge et ∞∑

n=1

(−1)n

n
=

lim
x→1

f(x) = lim
x→1

x∫

0

g(t)dt . Or, d'après la question 12. : g(x) =

2∑

i=1
εix

i−1

1 − x2
=

−1

1 − x2
+

x

1 − x2
= − 1

x + 1pour tout x ∈]− 1, 1[ et don f(x) =
x∫

0

g(t)dt = − ln(1+ x) . Puisque lim
x→1

f(x) = − ln(2), on en déduitque :
∞∑

n=1

(−1)n

n
= − ln(2)On prend ette fois-i εn = 1 , ( (εn) est périodique de période p = 1 ), alors g(x) =

∞∑

n=1
xn−1 =

1

1 − xet f(x) =
x∫

0

g(t)dt = − ln(1 − x) et puisque lim
x→1−

f(x) = +∞ , alors ∑ 1

n
diverge .14. D'après la question 12. g(x) est une fration rationnelle en x : g(x) = P (x)

Q(x) ave P (x) =
p∑

k=1

εkx
k−1 et

Q(x) = 1 − xp = (1 − x)
p−1∑

k=0

xkOn a ∑ εn

n
onverge si et seulement si limx→1− f(x) existe dans R si et seulement si ∫ 1

0 g(t)dt onverge
.On sait que g est ontinue sur [0, 1[ ( somme d'une série entière ) et qu'au voisinage de 1, on a :
Q(x) ∼ p(1−x) et limx→1 P (x) = P (1) =

p∑

k=1

εk. Si P (1) 6= 0, alors g(x) ∼
x→1

P (1)
p(1−x) et 1∫

0

g(t)dt diverge.Si p∑

k=1

εk = P (1) = 0 alors g(x) ∼
x→1

P ′(1)
p

et g admet don un prolongement par ontinuité en 1,
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et don 1∫

0

g(t)dt onverge .Conlusion : ∑ εn

n
onverge si et seulement si p∑

k=1

εk = 0.Si p est impair alors p∑

k=1

εk 6= 0 ar εn ∈ {−1; 1} et par suite la série ∑ εn

n
diverge .15. Exemple :Ii p = 6 ave ε1 = ε2 = ε3 = 1 et ε4 = ε5 = ε6 = −1., on a alors P (1) =

6∑

k=1

εk = 0 , et don par laquestion 14. la série ∑
εn

n
onverge et

∞∑

n=1

εn

n
= lim

x→1−

x∫

0

g(t)dt .Or pour x ∈ [0, 1[:

g(x) = P (x)
Q(x) =

1 + x + x2 − x3 − x4 − x5

1 − x6

=

(
x2 + x + 1

) (
1 − x3

)

(x3 + 1) (1 − x3)

=
x2 + x + 1

x3 + 1

=
x2 + x + 1

(x + 1) (1 − x + x2)

=
1

1 − x + x2
+

x2

1 + x3

.

puisque :
x∫

0

1

1 − t + t2
dt

u=2t−1
=

2x−1∫

−1

1
3
4 + 1

4u2
1
2du =

2x−1∫

−1

2
3+u2 du

= 2
√

3
3 arctan(

√
3

3 (2x − 1)) − 2
√

3
3 arctan(−

√
3

3 )

= 2
√

3
3 arctan(

√
3

3 (2x − 1)) + 2
√

3
3 arctan(

√
3

3 )et ∫ x

0
t2

1+t3
dt = 1

3

x∫

0

d(1+t3)

1+t3
= 1

3 ln(1 + x3), on a f(x) = 2
√

3
3 arctan(

√
3

3 (2x − 1)) + 2
√

3
3 arctan(

√
3

3 ) +

1
3 ln(1 + x3) pour tout x ∈ [0, 1[ et puis limx→1− f(x) = 4

3

√
3 arctan(

√
3

3 ) + 1
3 ln(2) = 2

9

√
3π + 1

3 ln 2,Conlusion :
+∞∑

n=1

εn

n
=

4

3

√
3 arctan(

√
3

3
) +

1

3
ln(2) =

2

9

√
3π +

1

3
ln 2

**********
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