CCP Mathématiques I -Corrigé
par M. TATBT  Lycée Moulay Youssef Rabat

Exercice 1 :

a. Soit (z,y) €ER? jona: (v,y) €T —-1<z<let—z<y<1,donc:
1

ffT(x—I—y)dacdy:_jl;(f (3:+y)dyda::f1 T4+ 3+2 )da:_—

b. Posons T" = —T, et f(x,y) = |z + y| pour (:z y) € C, alors C = T UT' , f est continue sur C et
flz,y) = 0si (x,y) € TNT', donc = [[, f(x,y)dedy + [[ f(x,y)dedy. Avec le changement de
variable ¢ : T — T', (z,y) — (—x, —y) est un C! —dif féomorphisme de T sur T" de Jacobien 1, donc

ffT' xydxdy—ffoogoxy)dxdy—ffT (z,y)dzdy car fop = f.
En conclusion : 4 s
//ﬂ%wM@ZQ/ f(z,y)dedy =2 = -
c T 3 3
Exercice 2 :

Soit I'équation différenielle linéaire du premier ordre, sans second membre : (E,) xy' —ny =0 oun
est un entier strictement positif.

o n
1. Sur I ( resp. J ) équation différentielle (E,) s’écrit : 3 — 2y = 0 et la fonction & — — est continue

sur I (resp. sur J), ce qui montre que si S;(E,) (resp. S;(E,) ) désigne I'ensembles des solutions de
(Ey) sur I (resp. sur J ) alors S;(E,) (resp. S;(E,) ) est un espace vectoriel réel de dimension 1.
L’application z +— x™ est solution de (E,) sur I ( resp sur J ) donc : S;(E,) = vect(I — Rz — z™)
(resp . Sy(Ey) = vect(J - Rz 2™) ).

2. Dans le cas o n =1, une solution y de (F7) sur R est aussi solution de (E7) sur I et sur J , donc sa
courbe est réunion de deux demi-droites, et comme y est C!, sa courbe est donc une droite.
En conclusion : I'espace des solutions de (E; ) sur R est de dimension 1, engendrée par la fonction
T = T.

3. Supposons n > 1, soit y une solution de (E,) sur R, alors il existe (a,3) € R? tel que y(z) =
{ gin zz i 2 I (voir question 1.) et donc y(0) =0
az™ st xel
Bx™ st xeJ
y est continue sur R car n > 1 et de classe C! sur R\{0} avec lin}) y'(x) = 0, donc le théoréme de
r—
#0
prologment de la dérivée, montre que y est C! sur R avec y'(0) = 0 et y vérifie I'équation différentielle
(Ey)
Conclusion : ’ensemble des solutions de (E,) est un espace vectoriel de dimesion 2, engendré par les
fontions : A, : x — v st w20 et LT z" stz <0
Fn 0 si z<0 9 0 s >0
Probléme Autour du théoréme d’Abel pour les séries entiéres .
I. Généralités

Réciproquement : toute fonction y définie sur R par : y(x) = { avec y(0) = 0, alors

1. Exemples
a. Exemple de suite (ay,) vérifiant (P1) et (P2) :
—1 n—1
Soit (ay) telle que a, = 0 et a, = =0 pour n € N* alors (a,) verifie (P1) car la série
n
harmonique alternée ) a,, converge et vérifie (Py) car f(x) = E anz™ = In(1 + z) pour |z| < 1

et liHll_ f(z) =1n(2) .
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b. Exemple de suite (a,) qui ne vérifie pas (Py) et vérifie (Pa) :

la suite (a,) telle que : a, = (—1)" ne vérifie pas (P1) car Y a, diverge et elle vérifie (P2)

+o00
car f(z) = > apa™ = le pour |z| <1 et donc lim f(z)=3.
n=0

rz—1—

c. Exemple de suite (a,) qui ne vérifie ni (Py) ni (Pa) :

la suite (a,) telle que :ag = 0 et a, = — pour n € N* | ne veérifie pas (P1) car > a, diverge (
n

+o0

série harmonique )et elle ne vérifie pas (P2) car f(z) = > apz™ = —In(l — z) pour |z| < 1 et
n=0

lim f(z) = +oo.

r—1-

d. Dans l'exemple c. la série entiere Y a,x" est de rayon de convergence 1 et ne converge pas
uniformément sur | — 1, 1], en effet si la série entiére converge uniformément sur | — 1, 1[, alors par

lim a,z"™ = a,, = — pour tout n € N*, et on aura la série » a,, converge ce qui n’est pas possible
n n ) n
r—1— n

. Donc la converge de la série entiére ) a,z™ ne peut-étre uniforme .

2. On suppose que la série numérique »_ a, est absolument convergente. Soit f, : © — a,z™ , alors par :
Vo € [0,1], | fn(z)| < |an| et que Y |ay| converge, on a ) f, converge normalement ,donc uniformément
sur [0, 1] et puisque lim f,(z) = a, pour tout n € N | il en résulte que lim f(z) exsite dans R et

rz—1~ z—1~
+oo
lim f(z)= > an .
z—17 n=0

3. Exemple :

_1 n 1
Si 'on pose a, = #, pour n > 1, on a alors ) a, converge absolument (|a,| ~ — ) et
n(n —1) -
400
par la question précédente, lim f(z) existe et vaut ) a,.
r—1— g
N G VN G L G D o Vi
oren = B - - donc 0,1
s nn—-1) n-1 n n—1 + n onc , pour z €0, 1]
+oo +oo _1\n—2 +oo 1yn—1
1) = S = S e,
n=2 n=2 n=o

+oo n—
:(;1:—1—1)2(717)1 e
n=1

=(x+1)In(l+z)—=
400
et donc lim1 f(z) =2In(2) — 1 et puis > a, =2In(2) — 1
r—

n=2

I1. Théoréme d’Abel

—+00 —+00
4. On suppose que la série S a,, converge et on pose 7, = Y. ay et pour z € [0;1], Ry(z) = > aga”
n=n-+1 n=n+1

a. On sait que ar = rx_1 — r pour tout £ > 1, donc, pour tout n € N et tout entier p > 1, on a :
“+o0o “+o0o &

Antpr™ P = 3 apz® = R,(x) .
1 k=n+1

—+00
Antp = Tnap—1 — Tntp et PUIS D (Ppip—1 — Tpgp)2" P =
p=1 p=

b. Pour x € [0;1] et m € N*, tel que m > 2, on a :
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m m m
>0 (Pgp—1 = Tnap)x™P = 37 rayp 1@ — 3 rppa P
p= p:l p:l
— — n
=2 Y Tpyp1x™ P = 3 2P
p=1 p=1
— — n
=2z + & Y rpyp1x TP — S 2P
p=2 p=1
1 1 = 1
=rpz" T 42" (2 = 1) Y rppaP T 4 ™t
p=1
m
et comme la suite (Zp4m)m est bornée , que 4, — 0, et que lim Y (Ppyp_1 —Tpap)z" P =
m—+0oo m—00
Rn(z), il en résulte que Y rp,4,2P ! converge et que :
p=1
[e.e] (e}
1 1 -1
Z(T”ﬂ’—l — Ppp) 2P = 2"t 4 2" (2 - 1) Z Tn4pt?
p=1 p=1
c. Soit € > 0, comme limr, = 0, (reste d'une série convergente ), il existe nyg € N tel que : |r,| < 3
. . . €
pour tout entier n > ng. Donc , pour tout entier naturel p et tout entier n > ng, on a : \rner\ < 3
Soit z € [0,1[ et n € N tel que n > ny, alors :
+o0
[Rn(@)] = |2 (rngp—1— Tpgp) ™ P
p=1
o0
= [rpa™ ™t + 2" (2 — 1) Y rpypaP !
p=1
= 1
Sl + (1 —2) 32 |rngpl 2P~
p=1
= 1 1
13 13 —1 __ € 13
p:
<gi-c
pour z =1, on a |R,(1)| = |r,| < § dés que n > ng .
Conclusion : Ve >0, Ing € N; Vn € N (n 2 ng = [[Rnllo o1 = sup [Ra(z)| <e ).

xz€[0,1]
d. D’aprés la question précédente, la suite de fonctions (R,,), converge unifomément vers la fonction
nulle sur [0;1], donc la série entiére » a,z™ converge uniformément vers f sur [0,1] et comme
T — a,z" est continue, il en résulte par le théoréme de continuité de la limite uniforme, que

tmf(a) = (1) = 3 an.
= n=0

5. On suppose que lim,_,;- f(x) = 400, on a alors » _ a,, diverge car sinon, par 4.d), lim f(z) serait finie

z—1-
6. Exemple :
o0
%(arctan) () = ﬁ = > (=1)"2?" pour |z| < 1, et par intégration, on a : arctan(z) =
n=0
oo " 0 " 0
> %x%ﬂ +Ct =% %x%ﬂ car arctan(0) = 0. Donc : Vo €] — 1;1[; arctan(z) = ) apz”
n=0 n=0 n=0
avec agy, = 0 et aspy1 = %

La série ) a, converge (série alternée varifiant le critére spécial ). Par la question 4. ), il en résulte

[o¢] 1 n
que ), (Q;Jr)l = lim arctan(z) = J.
n=0 r—1
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En conclusion :

o 2n+1
7. Application

pour n > 1. Posons

a. Soient les suites (up)n et (vy), définies par : ug = vg = 0 et u,, = v, =

S S CobennE -
Cn = Y, UgUp_ pour n = 0, alors ¢ = ¢; = 0 et ¢, = —_— = (-1)" Z —
k=0 k=1 k4 (n—k)1 k=1 (k(n— kD4

n =

— 400 et par

. — : — < , =
2. Or pour k € [I,n —1],on a: k(n — k) < 4 donc |ep| (%2)4 n—-+oo

pour

suite Y ¢, divrege ( car son terme général ne tend pas vers 0 ).

b. On considére les séries entiéres Y unz™ , > v,x™ et > wypa™ associées rep. aus suites (uy,), (vp)
et (wy). Commes les trois séries > u, , >, v, et Y w, convergent, alors les rayons de conver-
gence deq séries entiéreq aqqociéeq sont au moinq égaux a 1. Par le théoréme d’Abel, on déuit :

lim Z Upx" Z Up , lim Z U " Z v, et lim Z wpa" Z Wy, .
z—1" pn= z—1" n=0 z—1" n=0
Or pour x €]0; 1[ leq qerleq numériques Eunaj et > vpa™ convergent abqolument et que pour

tout n € N, w,z" = Z upav, 2" F, donc (d’aprés le cours sur le produit de Cauchy de deux
k=0

séries entieéres) E W™ E Upx" Z v,x™, et par passage a la limte lorsque z tend vers 1 par

valeurs 1nfer1eures on obtlent
o0 o0 o0
ST ST o
n=0 n=0 n=0
III. Réciproque du théréme d’Abel .
8. La réciproque du théoréme d’Abel est fausse , il suffit de prendre la suite (a, = (—=1)" )

9. Soit (ay), une suite de reéls positifs telle la série entiére associée est de rayon de convergence égal a 1

n
et que lim f(x) existe dans R. Pour n € N, posons S,, = > ay.
r—1~ k 0
n
Soit z €]0,1[, et n € N, on a alors : f(x) = Z apr® + Z arz® > 3 apz® (¥). En faisant tendre z
k=n-+1 k=0
>0
n
vers 1, on obient : S, = > ar < lim f(z) < +o0.
k=0 r—1~

Comme la série Y a, est a termes positifs et que la suite des sommes partielles (S),), est majorée, on
en déduit que Y a, converge .
Dans la suite, on appliquera le théoreme de Littlewood, sans démonstration .

IV. Séries harmoniques transformées

10. On rappelle que si (ay,), est une suite numérique alors les séries entiéres » | a,x" et > |ay| 2™ ont méme
rayon de convegence .Soit maintenant (g,), une suite de réels tels que €, € {—1;1} pour tout n € N,

on a alors :
Rev(d epa™) = Rev(d ™) =1
et
En 1
Rev() ;az”) = Rev(d] Ew") =1
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+oo
Dans la suite, pour z €] — 1,1, f(z) = > —= et g(x) = > epa™ . On remarque que
n=1

f(z) = [ g(t)dt pour tout = €] — 1;1]

O—xz

11. Si )’ En converge, laors par le thoréme d’Abel, lim f(x) existe dans R .
n

r—1
. . . . €
Réciproquement : Supposons que lim,_,;— f(x) existe dans R, puisque — = O(%) car |ep| = 1, le
n
. , . € . X €
théoreme de Littlewood s’applique, on a donc Y —= converge et que lim f(z) = =
n x—1~ n=1 N

12. Come (g,), est périodique de période p, on alors pou x €] — 1;1][:
[ee]
glx) = !
n=1
=120 + .+ epaP feaP + L+ g2 g2 L

o0 o0 o0
=e1 > 2P ey Y akrtl 4 g, S ghrteol

k=0 k=0 k=0
P .,
= Y et 3t
=1 k=0
V4 .
> et !
=1
1— 2P

Donc l'expresion de g(z) est une fraction rationnelle en z .

13. On prend (&,) péridique de période 2 avec : e = —1 et g9 = +1 (ici p =2 ), Donc ¢, = (—1)" pou

—1)" © (—1)"
tout n € N* et par la question 11. la série harmonique alternée ) ) converge et ». u =
n=1 n
2 .
- Z €i$2_1 1 1
: : TR - , _ =1 .~ r
ilel f(z) = ilinl({g(t)dt . Or, d’apres la question 12. : g(z) = T T 12 + T2 o

pour tout z €] — 1, 1] et donc f(z) =

Ot—s8

g(t)dt = —In(1+z) . Puisque lim1 f(x) = —In(2), on en déduit

que :

> (_;)n = —1In(2)
n=1

8
)
3
L
|

On prend cette fois-ci e, = 1, ( (&,) est périodique de période p = 1), alors g(x) =

S
Il
—
—
|
8

1
et f(z) = [ g(t)dt = —In(1 — z) et puisque lim f(z) = +oo , alors Y — diverge .
n

r—1—

O—=z

P
14. D’aprés la question 12. g(x) est une fraction rationnelle en x : g(x) = ggg avec P(x) = Y epak~1 et
k=1

p—1
Qz)=1—2aP=(1—-2) zF

k=0
€ . .. . . .ol
Ona)’ f converge si et seulement si lim,, ;- f(x) existe dans R si et seulement si [ g(¢)dt converge

On sait que g est continue sur [0,1] ( somme d’une série entiére ) et qu’au voisinage de 1, on a :

P 1
Q(z) ~p(1—=x) et lim,_; P(z) = P(1) = > €. Si P(1) # 0, alors g(z) ) pg(_lzc) et [ g(t)dt diverge.
= T— 0
p ’
Si Y er = P(1) = 0 alors g(z) ~ PT(U et ¢ admet donc un prolongement par continuité en 1,
k=1 =
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15.

et donc fg t)dt converge .

p

€
Conclusion : Y — converge si et seulement si > g5 = 0.
n k=1
P €
Si p est impair alors Y e # 0 car g, € {—1;1} et par suite la série > — diverge .
k=1 n
Exemple :
6
Icip=6avece =eg =e3=1eteg =¢c5 =eg=—1.,0n aalors P(1) = > e, =0, et donc par la
=1
question 14. la série ) | = converge et E — = lim fg
o P
Or pour z € [0,1]:
() = Plz) l+o+22—2%—2*—2b

B (1:2+x—|-1) (1—1‘3)
(@3 +1) (1 —a3)

_ ?+r+1
3 +1
B 2 4+z+1
S (z+ D) (1 -z +a?)
_ 1 n x?
. S l-z+a2? 1423
puisque :
T 1 2x— 2zx—1 9
. tdu = 3=d
gl_t+t2 ‘]; % %u v _j; 3wz AU
= # arctan(\/Tg(Qm —-1)) - Z\f arctan(—@)
= # arctan(\/Tg(Qm —-1))+ Z\f arctan(‘ég)
et [y 1Jtrt3 =3 fd(lljtf) = 3In(1 +23), on a f(z) = 2‘/_ arctan(‘ég(Qx -1)+ 2‘/_ arctan(@) +

$1n(1 + 2®) pour tout z € [0,1] et puis lim, ;- f(z) = 3 3arctan(§) +1In(2) = 2V37 + s In2,
Conclusion :

+00
4 3
%23 3arctan(%)+§ In(2) = \/_7r+ In2

n=1

ok okokokokok
%k ok
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