
Corrigé du Concours national Commun-Session 2008-MP-Maths1.

I.1.a) ∀z ∈ C, ∃!x,y ∈ R2 tel que z  x  iy donc  est bijective et

−1 : C → R2, z  Rez, Imz

C est un R espace vectoriel de dimension 2,  et −1 sont linéaires en dimension

finie donc continues.

I.1.b) On a  continue et  ouvert donc −1  x,y ∈ R2, x  iy ∈  est

un ouvert de R2.

I.1.c) On a −1 continue donc f : z  Rez l’est, de plus R∗ est un ouvert de R

donc   f−1R∗ est un ouvert de C. Si Rez1  0 et Rez2  0, alors

∀t ∈ 0,1, Retz1  1 − tz2  tRez1  1 − tRez2  0

donc  est convexe par suite il est connexe par arcs.

I.2.a) On a ∀n  p, an  0 donc pour |z|  R on a fz 


n0

∑ anzn 


np
∑ anzn

 zpgz avec gz 


np
∑ anzn−p 



n0

∑ anpzn donc g0  ap.

I.2.b) On a g est la somme d’une série entière de rayon R donc continue sur D0,R

en particulier g est continue en 0 et comme g0  ap ≠ 0 alors il existe r  0,

∀z ∈ D0, r, gz ≠ 0 donc ∀z ∈ D0, r\0, fz  zpgz ≠ 0.

II.1.a) f̃ admet des dérivées partielles qui sont continues :
∂f̃
∂x x,y  exiy, ∂f̃

∂y x,y  iexiy  i ∂f̃
∂x x,y

donc f̃ est de classe C1, d’où f vérifie H.

II.1.b) On a ∀x,y ∈ U  R∗ R, x2  y2  0, donc f̃ est de classe C1sur U

et ∂f̃
∂x x,y  x

x2y2 − i xy

x2y2
3
2

1

1− y2

x2y2

 x
x2y2 − i y

x2y2

∂f̃
∂y x,y  y

x2y2  i 1
x2y2

− y2

x2y2
3
2
 1

1− y2

x2y2

 y
x2y2  i x

x2y2  i ∂f̃∂x x,y
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Les dérivées partielles de f̃ sont continues donc f̃ est de classe C1 et f vérifie H.

Notons   arcsin y
|z|  ∈ −


2 , 

2 , donc y  |z| sin et cos  1 − y2

|z|2
 x

|z| .

Ainsi z  x  iy  |z|ei et efz  e ln|z|i  |z|ei  z.

II.1.c) Soit z  x  iy ∈ C avec x,y ∈ R2. On a fz 
d

k0

∑ akzk est définie sur C,

∂f̃
∂x x,y 

d

k1

∑ kakx  iyk−1  P ′z et ∂f̃
∂y x,y 

d

k1

∑ ikakx  iyk−1  i ∂f̃∂x x,y.

les dérivées partielles de f̃ sont continues donc f̃ est de classe C1 et vérifie H.

II.1.d) On a f̃x,y  x − iy donc ∂f̃
∂x x,y  1 et ∂f̃

∂y x,y  −i ≠ i ∂f̃∂x x,y, donc

f ne vérifie pas H.

II.2.a) Soit x  Rez. On a la fonction f : t → e−zt2ivt est continue sur R et

|ft|  e−xt2 , donc si x  0 alors ft
|t|→
 o 1

t2  par suite f est intégrable sur R.

Si x ≤ 0 on a |ft| ≥ 1 et t → 1 est non intégrable sur R donc f aussi.

Ainsi f est intégrable sur R si et seulement si Rez  0.

II.2.b) Soit x  Rez, y  Imz et h : y, t → e−xiyt2ivt.

On a h et ∂h∂y : y, t → −it2e−xiyt2ivt sont continues sur R2.

Dominations :

Soit y ∈ R on a ∀t ∈ R, |hy, t|  e−xt2 et ∂h
∂y y, t  t2e−xt2

Notons t  e−xt2 et t  t2e−xt2 . On a  est continue sur R et

t
|t|→
 o 1

t2 , car x  0, donc  est intégrable sur R, de même pour  donc

par théorème de dérivation on déduit que y → f̃vx,y est de classe C1 sur R et

∂f̃v
∂y x,y  −i 

R
t2e−xiyt2ivtdt

II.2.c) Soit g : x, t → e−xiyt2ivt.

On a g et ∂g∂x : x, t → −t2e−xiyt2ivt sont continues sur 0,R.
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Dominations locales : Soit x ∈ a,b ⊂ R∗ on a ∀t ∈ R,

|gx, t|  e−xt2 ≤ e−at2 et ∂g
∂x x, t  t2e−xt2 ≤ t2e−at2

Notons t  e−at2 et t  t2e−at2 , on a  et  sont intégrables sur R,

par théorème de dérivation on déduit que x → f̃vx,y est de classe C1 sur R∗ et

∂f̃v
∂x x,y  −

R
t2e−xiyt2ivtdt

donc d’aprés b) ∂f̃v
∂y x,y  i ∂f̃v

∂x x,y ou encore ∂f̃v
∂x x,y  −i ∂f̃v

∂y x,y.

II.2.d) Soit U  R∗  R. On a l’application k : x,y, t → −t2e−xiyt2ivt est

continue sur U  R. Domination locale de k :

On a pour x,y ∈ a,b  R ⊂U, |kx,y, t|  t2e−xt2 ≤ t : t2e−at2

et a  0 donc  est intégrable sur R, donc par théorème de continuité on a ∂f̃v
∂x est

continue sur U, par suite ∂f̃v
∂y  i ∂f̃v

∂x l’est aussi d’où f̃v est de classe C1 sur U et

fv vérifie H.

II.3.a) Soit I  x ∈ R, |x  iy0|  R 
 − R2 − y0

2 , R2 − y0
2  si R ∈ R∗

R si R  

On a la série entière
n≥0

∑ anzn converge si |z|  R, donc l’application

x → fx  iy0 est bien définie sur I. Notons unx  fnx  iy0  anx  iy0n.

On a un est de classe C1 sur I, la série
n≥0

∑ un converge simplement sur I.

On a I symétrique par rapport à l’origine, montrons que la série
n≥0

∑ un
′ converge

uniformément sur tout segment [−r, r ⊂ I. On a

∀x ∈ −r, r, |un
′ x|  n|an||x  iy0|n−1  n|an|x2  y0

2
n−1
2

≤ n|an|r2  y0
2

n−1
2  n|an||r  iy0|n−1

or la série
n≥0

∑ anzn et la série
n≥1

∑ nanzn−1 ont même rayon de convergence et
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comme r ∈ I alors |r  iy0|  R et par suite la série
n≥1

∑ nanr  iy0n−1 est

absolument convergente d’où la série∑ un
′ converge normalement donc

uniformément sur −r, r, donc par théorème de dérivation on a l’application

x → fx  iy0 est de classe C1 sur I et a pour dérivée


n1

∑ nanx  iy0n−1.

II.3.b) Soit x,y ∈ U c’est à dire x2  y2  R2. D’aprés a) on a ,

∂f̃
∂x x,y 



n1

∑ nanx  iyn−1. D’autre part,


n0

∑ anx  iyn 


n0

∑ inany − ixn, donc

f̃x,y  g̃y,−x où gz 


n0

∑ inanzn

g est la somme d’une série entière de même rayon R , donc d’aprés a)

∂f̃
∂y x,y  ∂g̃

∂x y,−x 


n1

∑ ninany − ixn−1  i


n1

∑ nanx  iyn−1  i ∂f̃
∂x x,y

II.3.c) La série entière
n≥1

∑ nanzn−1 est de rayon R donc sa somme S est continue sur

D0,R. D’aprés 3.b) on a pour x,y ∈ U,

∂f̃
∂x x,y 



n1

∑ nanx  iyn−1  Sx  iy  S ∘ x,y,

il en résulte que ∂f̃
∂x est continue sur U, par suite ∂f̃

∂y  i ∂f̃∂x l’est aussi

donc f̃ est de classe C1 sur U et vérifie H.

II.4.a) On a f̃ et g̃ sont de classe C1 sur U, donc f  g  f̃  g̃ l’est aussi de plus

∂f  g
∂y   ∂f̃

∂y  ∂g̃
∂y  i ∂f̃

∂x  i ∂g̃
∂x  i ∂f  g

∂x

par suite f  g vérifie H.

II.4.b) On a f̃ et g̃ sont de classe C1 sur U, donc fg  f̃ g̃ l’est aussi de plus

∂fg
∂y  ∂f̃

∂y g̃  f̃ ∂g̃
∂y  i ∂f̃

∂x g̃  i f̃ ∂g̃
∂x  i ∂fg

∂x
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par suite fg vérifie H.

II.4.c) On a f ⊂ ′ donc F ∘ f est bien définie sur .

Posons pour x,y ∈ U  −1, f1x,y  Ref̃x,y et f2x,y  Imf̃x,y.

On a f̃ est de classe C1 sur U, donc f1 et f2 le sont. On a:

F ∘ fx,y  F ∘ fx  iy  Ff1x,y  if2x,y  F̃f1x,y, f2x,y,

donc F ∘ f est composé d’applications de classe C1, elle est donc de classe C1 sur U.

On a alors :

∂F ∘ f
∂x  ∂f1

∂x
∂F̃
∂x f1, f2 

∂f2
∂x

∂F̃
∂y f1, f2

 ∂f1
∂x

∂F̃
∂x f1, f2  i ∂f2

∂x
∂F̃
∂x f1, f2

 ∂f
∂x
∂F̃
∂x f1, f2

De même:

∂F ∘ f
∂y x,y  ∂f1

∂y
∂F̃
∂x f1, f2 

∂f2
∂y
∂F̃
∂y f1, f2

 ∂f1
∂y

∂F̃
∂x f1, f2  i ∂f2

∂y
∂F̃
∂x f1, f2

 ∂f
∂y
∂F̃
∂x f1, f2  i ∂f

∂x
∂F̃
∂x f1, f2

par suite F ∘ f vérifie H.

II.4.d) Notons g  1
f , on a f̃ ne s’annule pas et de classe C1 sur U donc g̃  1

f̃
l’est

aussi, de plus
∂g̃
∂y  − ∂f̃

∂y
1
f̃2

 −i ∂f̃
∂x

1
f̃2

 i ∂g̃
∂x

donc g vérifie (H.

II.4.e.i) On a pour h  h1,h2 ∈ R2

df̃x0,y0h  h1
∂f̃
∂x x0,y0  h2

∂f̃
∂y x0,y0  h1a  ib  h2ia  ib

 h1a  ib  h2−b  ia

donc A 
a −b
b a
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II.4.e.ii) Il existe r  0 et  ∈ R tels que a  ib  rei, donc A  r
cos − sin
sin cos

donc l’endomorphisme L de R2 canoniquement associé à A est la similitude directe

de rapport r et d’angle . L est une rotation si r  1 c’est à dire a2  b2  1.

II.4.f) On a ∂f̃
∂y  i ∂f̃∂x donc d’aprés Schwarz ∂2 f̃

∂y2  i ∂2 f̃
∂x∂y  i2 ∂2 f̃

∂x2  − ∂2 f̃
∂x2

par suite Δf̃  0.

III.1) On a  est un ouvert donc voisinage de chacun de ses points et comme z0 ∈ 

alors ∃  0 tel que Dz0, ⊂ .

III.2)  est bien définie :

Si R   alors   C et r,  fz0  rei est bien définie.

Si R est fini alors Dz0,R ⊂  en effet :

Si z ∈ Dz0,R alors |z − z0|  R et d’aprés la caractérisation de la borne supérieure

il existe   |z − z0| tel que Dz0, ⊂  donc z ∈ Dz0, ⊂ .

Ainsi pour r, ∈0,RR on a z0  rei ∈ Dz0,R ⊂  donc r, est bien définie.

 On a f̃ est de classe C1 sur U  −1 Dz0,R et l’application

r, → x0  rcos,y0  r sin, où r, ∈0,RR

est de classe C1 donc  est composé d’applications de classe C1 par suite l’est aussi.

 Notons M  x0  rcos,y0  r sin, on a
∂
∂r r,  cos ∂f̃

∂x M  sin ∂f̃
∂y M  ei ∂f̃

∂x M

et
∂
∂

r,  −r sin ∂f̃
∂x M  rcos ∂f̃

∂y M  −r sin  ircos ∂f̃
∂x M

 irei ∂f̃
∂x M  ir ∂

∂r r,

III.3.a) Les applications  → cos et  → sin sont 2 périodiques donc r l’est aussi.

Comme d’aprés 2)  est de classe C1 alors r l’est aussi et on a :

r
′   ∂

∂
r,  irei ∂f̃

∂x x0  rcos,y0  r sin
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III.3.b) On a r est 2 périodique de classe C1, en particulier elle est continue et

C1 par morçeaux donc d’aprés un théorème du cours la famille cnrn∈Z est

sommable et la série de Fourier de r converge normalement vers r sur R.

III.4.a) On a cnr  1
2 0

2 e−inrd.

III.4.b) Les applications g : r, → e−inr,, ∂g
∂r : r, → e−in ∂∂r r,

sont continues sur 0,R0,2, donc par théorème de dérivation on a cn est de

classe C1 sur 0,R et pour tout r ∈0,R:

cn
′ r  1

2 0

2
e−in ∂

∂r r,d 
1

2 0

2
e−in 1

ir
∂
∂

r,d (d’aprés 2)

 1
2ir e

−inr0
2  in 

0

2
e−inrd

 n
2r 0

2
e−inrd (car r0  r2

 n
r cnr

III.4.c) On a ∀r ∈0,R:

hn
′ r  cn

′ r
rn − n cnr

rn1  n
rn1 cnr − n cnr

rn1 (d’aprés 4.b)

 0

donc hn est constante sur 0,R.

III.4.d) On a pour n ∈ N∗ et r ∈0,R,

c−nr  1
2 0

2
einrd  1

2 0

2
einfz0  reid

donc

|c−nr| ≤ 1
2 0

2
|fz0  rei|d

On a f̃ est de classe C1 donc continue par suite f  f̃ ∘ −1 est continue sur ,

donc l’application r, → einfz0  rei est continue sur

[0,R0,2 donc par théorème de continuité on a l’application

c−n : r → 1
2 0

2 einfz0  reid est continue sur 0,R donc bornée au voisinage
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de zéro à droite, donc h−nr  rnc−nr tend vers 0 quand r tend vers 0, or

d’aprés c) h−n est constante donc elle est nulle sur 0,R .

Finalement ∀r ∈0,R,c−nr  r−nh−nr  0.

III.5) On a pour n ≥ 0 et ∀r ∈0,R, cnr  rnhnr  anrn, donc d’aprés 3.b)

la série
n≥0

∑ anrn converge absolument par suite la série entière
n≥0

∑ anzn est de

rayon supérieur ou égal à R. D’autre part, d’aprés 3.b) et 4.d) on a

∀r, ∈0,R0,2, fz0  rei 


n0

∑ cnrein 


n0

∑ anrnein

d’où

∀z ∈ Dz0,R\z0, fz 


n0

∑ anz − z0n

Pour finir il suffit de montrer que fz0  a0 :

On a f continue sur  donc l’application r, → fz0  rei est continue sur

0,R0,2 donc par théorème de continuité on a l’application

r → 1
2 0

2
fz0  reid

est continue sur 0,R, par suite
r→0
lim c0r  1

2 0
2 fz0d  fz0

or ∀r ∈0,R a0  h0r  c0r donc a0  fz0.

III.6) Pour x ∈ − R,R on a d’aprés 5, fx  z0 


n0

∑ anxn, donc d’aprés l’unicité

du développement en série entière de g : x → fx  z0, la suite ann≥0 est

unique et an 
gn0

n! .

III.7) On a d’aprés 3.a) pour r ∈0,R, r est continue 2 périodique donc d’aprés

Parseval on a 1
2 0

2 |r|2d 
n∈Z

∑ |cnr|2,

or si n  0, cnr  0 et si n ≥ 0, cnr  rnhn  anrn donc

8



1
2 0

2
|fz0  rei|2d 



n0

∑ |an|2r2n.

Partie 4:

A.1) Si f est bornée sur C, il existe M  0, ∀z ∈ C, |fz| ≤ M, donc d’aprés

Gutzmer

∀r  0,


k0

∑ |ak|2r2k ≤ 1
2 0

2
M2d ≤ M2

donc pour n ≥ 1, |an|2 ≤ M2

r2n et en faisant tendre r vers  on obtient an  0,

par suite d’aprés 5) de la partie 3, on obtient ∀z ∈ C, fz  a0,

d′où f est constante.

A.2.a) On a pour z non nul

|Pz|  |ad ||z|d 1 
d−1

n0

∑ an
adzn−d

or
d−1

n0

∑ an

adzn−d ≤
d−1

n0

∑ |an |
|ad ||z|n−d |z|→

→ 0 donc
|z|→
lim 1 

d−1

n0

∑ an

adzn−d  1,

d’où |Pz|
|z|→
 |ad ||z|d, il en résulte que

|z|→
lim gz  0, donc il existe A  0,

tel que pour |z|  A, |gz| ≤ 1, d’autre part P est continue et ne s’annule pas donc

g est continue donc elle est bornée sur le compact D0,A, ainsi g est bornée sur C.

A.2.b) D’aprés 1.c) et 4.d) de la partie 2 on a g vérifie H et comme elle est bornée

alors d’aprés Liouville elle est constante donc P est constant ce qui est absurde

d’où P admet au moins une racine dans C.

B.1) On a z0 et z1 sont dans  qui est connexe par arcs donc il existe  : 0,1 → C

continue et à valeurs dans  telle que 0  z0 et 1  z1.

B.2)  On a f0  fz0  0 donc 0 ∈ I, donc I est une partie non vide de R

de plus I est majoré par 1 donc I admet une borne supérieure .

 On a  est continue à droite en 0, donc il existe a ∈0,1,∀t ∈ 0,a,
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|t − 0|  , donc pour t ∈ 0,a, t ∈ Dz0, d’où ft  0.

Il en résulte que 0,a ⊂ I donc   0.

 On a ∀t ∈ I, 0, t ⊂ I donc I est un intervalle d’origine 0 et comme   sup I

alors 0,⊂ I donc ∀s ∈ 0,, fs  0 or f ∘  est continue en  donc

quand s tend vers  on obtient f  0, ainsi ∀s ∈ 0,, fs  0

d’où  ∈ I.

B.3) Dans la question précédente on a justifié que 0,⊂ I et  ∈ I donc 0, ⊂ I

or f1  fz1 ≠ 0 donc 1 ∉ I d’où   1.

 Construction de tkk≥1 :

Soit t ∈, 1 donc t ∉ I, donc il existe s ∈ 0, t tel que fs ≠ 0,

or 0, ⊂ I, donc s ∈, t, ainsi

∀t ∈, 1, ∃s ∈, t tel que fs ≠ 0

Notons pour n ∈ N∗, n  1 − 1
2n  

1
2n ∈, 1 .

On a 1 ∈, 1 donc ∃t1 ∈,1 tel que ft1 ≠ 0.

mint1,2 ∈, 1 donc ∃t2 ∈,mint1,2 tel que ft2 ≠ 0.

supposons construit ti1≤i≤k tel que ti ∈,i, fti ≠ 0 et t1 ≥ t2 ≥. .≥ tk.

Construction de tk1 :

On a mintk,k1 ∈, 1 donc ∃tk1 ∈,mintk,k1 tel que ftk1 ≠ 0.

Ainsi on a construit par récurrence une suite décroissante tkk≥1 d’éléments de

, 1 tel que ftk ≠ 0 de plus  ≤ tk ≤ k et k
k→
→  donc tk

k→
→ .

  ≠ z0 :

Supposons que   z0 alors par continuité de  en  on a
k→
lim tk  z0,

donc il existe k ≥ 1 tel que tk ∈ Dz0, donc ftk  0 ce qui est

absurde, donc  ≠ z0.
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B.4.a) On a f vérifie H et  ∈  donc d’aprés 5) partie 3, il existe r1  0 et

une série entière
n≥0

∑ anzn de rayon ≥ r1 tels que D, r1 ⊂  et

fz 


n0

∑ anz − n, z ∈ D, r1.

B.4.b) Supposons que la suite ann≥0 est nulle, donc d’aprés a), ∀z ∈ D, r1,

fz  0, or d’aprés 3), tk tend vers  donc il existe k ≥ 1 tel que

tk ∈ D, r1, donc ftk  0 ce qui contredit 3),

donc ann≥0 est non nulle, donc d’aprés 2.b) de la partie 1) il existe r ∈0, r1,

tel que pour 0  |z|  r,


n0

∑ anzn ≠ 0, donc pour 0  | z − |  r,

fz 


n0

∑ anz − n ≠ 0.

B.5) On a l’ensemble J : t ∈ 0,; t   contient  donc il est non vide

de plus il est minoré par 0 donc admet une borne inférieure . D’autre part, on a

d’aprés 3) z0 ≠  c’est à dire 0 ≠  et comme  est continue en 0, alors

il existe  ∈0, tel que ∀t ∈ 0,, t ≠  donc  ≥  en particulier

  0. On a  est continue donc J est fermé d’où   infJ ∈ J̄  J donc

   donc par continuité de  en , il existe   0 tel que

∀t ∈ − ,, t ∈ D, r c’est à dire t ∈ D, r et comme

t ∈ 0, alors ft  0 d’où d’aprés 4.b), t   ce qui

contredit la définition de  d’où f est nulle.

C.1.a) On a Dz0, ⊂  donc d’aprés 5) partie 3, il existe (ann≥0,

∀z ∈ Dz0,, fz 


n0

∑ anz − z0n

et d’aprés Gutzmer, ∀r ∈0,,
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n0

∑ |an|2r2n  1
2 0

2
|fz0  rei|2d

≤ 1
2 0

2
|fz0|2d (car z0  rei ∈ Dz0,

≤ |fz0|2  |a0|2

par suite


n1

∑ |an|2r2n ≤ 0, d’où ∀n ≥ 1, an  0, donc

∀z ∈ Dz0,, fz  a0  fz0.

C.1.b) On a f vérifie H et toute application constante vérifie H donc d’aprés 4.a)

partie 2, l’application g : z → fz − fz0 vérifie (H et d’aprés a) ∀z ∈ Dz0,,

gz  0, et on a  connexe par arcs, donc d’aprés B, g  0 sur  par suite f est

constante sur .

C.2.a.i) On a g : v, t → e−ut2ivt et ∂g∂v : v, t → ite−ut2ivt sont continues sur R2 .

Dominations : ∀v, t ∈ R2, |gv, t|  e−ut2 et ∂gv,t
∂v  |t|e−ut2 .

Soit h1t  e−ut2 et h2t  |t|e−ut2 , on a h1 est continue sur R et

h1t
|t|→
 o 1

t2 , car u  0, donc h1 est intégrable sur R de même pour h2 donc

par théorème de dérivation on a µ est de classe C1 sur R et

µ ′v  
R

ite−ut2ivtdt 
A→
lim  − i

2u e−ut2eivt
−A

A
− v

2u −A
A

e−ut2ivtdt

 − v
2u µv (car e−ut2eivt  e−ut2

|t|→
→ 0

ii) On a µ0  
R

e−ut2dt  1
u

R

e−s2ds  
u et comme

∀v ∈ R, µ ′v  − v
2u µv

alors il existe c ∈ R tel que ∀v ∈ R, µv  ce− v2
4u

et pour v  0 on obtient 
u  c, donc ∀v ∈ R, µv  

u e− v2
4u .

C.2.b.i) On a d’aprés la question précédente, pour tout u  0,

fvu  µv   u− 1
2 e− v2

4u

  e−
fu
2 e− v2

4u ( d’aprés 1.b) de la partie 2)
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ii) On a d’aprés 1.a), 1.b), 1.c) et 2.d) de la partie 2, les applications

z → ez, z → ln|z|  iarcsin Imz
|z| , z → z et fv

vérifient H, et comme ∀z ∈ , z ≠ 0, alors d’aprés 4) de la partie 2)

l’application h : z →  e−
fz
2 e− v2

4z vérifie H.

iii) On a fv et h : z →  e−
fz
2 e− v2

4z vérifient H, donc g : fv − h la vérifie aussi.

D’autre part, D1,1 ⊂ , donc d’aprés 5) de la partie 3) il existe une suite

ann≥0 telle que ∀z ∈ D1,1, gz 


n0

∑ anz − 1n.

Si la suite ann≥0 est non nulle on aura d’aprés d’aprés 2.b) des préliminaires

l’existence de r ∈0,1 tel que ∀z ∈ D1, r\1, gz ≠ 0

ce qui est absurde car d’aprés la question précédente i), on a ∀u  0, gu  0 .

Ainsi la suite ann≥0 est nulle, donc ∀z ∈ D1,1, gz  0 et comme d’aprés 1.c)

partie 1),  est connexe par arcs alors d’aprés B on a ∀z ∈ ,

gz  0, finalement ∀z ∈ , 
R

e−zt2ivtdt   e−
fz
2 e− v2

4z .
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