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MATHEMATIQUES 1 - Epreuve commune
Options M, P, T, TA

PREMIERE PARTIE

1 1 1
1) a)Pourx € Retn € N*, [un(x)| < —. Donc, ¥n € N*, [[unloe < —. Comme la série de terme général — converge,
n n

la série de fonctions de terme général u, converge normalement et donc uniformément et simplement sur R.

f est définie sur R. '

b) e Chaque fonction u, est continue sur R, et la série de fonctions de terme général u, converge uniformément vers f
sur R. Par suite, f est continue sur R.

e Pour x € R,

et

f(x +2m) = = f(x).

”l\/]g

+00
cos(nx + 2nm) Z cos(nx)

f est donc paire et 27-périodique.

f est définie et continue sur R, paire et 27-périodique.

c) f est continue sur le segment [0, 71] et donc I existe. De plus, puisque la série de terme général u,, converge uniformément
vers f sur ce segment, le théoréme d’intégration terme & terme sur un segment permet d’écrire :

=1 1 [sin(nx)]™
I:ZFOCOS(nx)dx:ZF o O:0.
n=1 n=1
s
J f(x) dx = 0.
0
d) Soit p € N*.
1
Puisque pour tout réel x et tout entier non nul n, on a |u,(x)cos(px)| < 2 la série de fonctions de terme général
X — Wn (x) cos(px) est aussi uniformément convergente sur [0, 7t] et donc,
+oo 1 7T +oo 1 T
I, = Z 3 Jo cos(nx) cos(px) dx = Z 72 Jo (cos((n 4+ p)x) + cos((n —p)x) dx.
n=1 n=1
7T s 7T
Mais, si n # p, J (cos((n + p)x) + cos((n —p)x) dx =0, et si n = p, J (cos((n + p)x) + cos((n —p)x) dx = J 1+
0 0

cos(2nx)) dx = 7. Ainsi,

+o0
T T
by =2 gpzbnr = 37
n=1

s

Vp € N*, J f(x) cos(px) dx = 5.
0 2p
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21
e) f est continue sur R, 27-périodique et paire. Donc, pour n # 0, by (f) = 0 puis ao(f) = T = 0 et pour n > 1,

2 ] +o00
an(f) = il — . La série Z cos(nx) est donc la série de FOURIER de f.
In n? — n?

2) a) Soit n € N* et x € [«, 71].

n n
' X 1 1
s1nzsn(x):mezs1n (kx) ZZ <cos k—— )x) — cos((k + z)x)

k=1 k=1
1 X 1

== |cosz —cos((n+ 5)x) | (somme télescopique)
2 2 2

_ g nx S, (n+1)x

= sin == sin ————.

Comme ~ € [ 1 clo, E], on a sin% # 0 et donc,

(n+1)x
sin 2 sin 5

vn € N*| ¥x € [, 7], sn(x) =

sin z

On en déduit que

vn e N*, Vx € [, 7, |sn(x)] <

b) Soient n > 2 et x € [a, 7.

) SinLkX) —sin(x)+ ) si(x) —si1(x) sim(x) + Y sk(x) )N sk—1(x)

k=1 k=2 k k=2 k k=2 k
i six) v skl(x) “Z” 6 (x) <1 1 ) L salx)
= — = X
= k = k+1 = k k41 n
-1
Uy sk )
= k(k+1) n
c) Pour k > 1 et x € [«,7] sic(x) ] Comme la série de terme général ——~—— converge, la série de
= Kk 1) | T sin(a/2)k2 & (e /2T COMVeTee;
fonctions de terme général ﬁ converge normalement et donc uniformément sur [, 7t].
d) Pour n € N* et x € [«, 7] Sn(x) L et donc H H < I — 0 quand n tend vers +oo
B ~ msin(x/2)’ oo, leoml = sin(a/2) d ’

Ainsi, la suite de fonctions (—n) converge uniformément vers la fonction nulle sur [, 7.
n

N L . . Sk . , .
D’apreés ¢), la série de fonctions de terme général m converge uniformément sur [«, 1], ou encore, la suite des sommes
n—I1
. Sk . L . Sn . . .
partielles E m converge uniformément sur [x,7t]. Comme la suite (—) converge aussi uniformément sur
n

sin(kx)

[, 1], la suite des sommes partielles de la série de fonctions x +— converge uniformément sur [, 7], ou encore la

sin(nx)

série de fonctions de terme général x — converge uniformément sur [, 7.

e) Pour « €]0, 7] donné, la série de fonctions de terme général u,, converge simplement vers f sur [«, 7], chaque u, est
dérivable sur [«, 7t et, d’aprés d), la série de fonctions de terme général u/, converge uniformément sur [, 7.
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D’aprés le théoréme de dérivation terme a terme, f est dérivable sur [, 71], et ceci pour tout o« €]0, 7). f est donc dérivable
sur ]0, 7t et sa dérivée s’obtient par dérivation terme A terme :

En particulier, f/(7t) = 0.
f) Soit x €]0,7]. La série de terme général u)/(x) = — cos(nx) est grossiérement divergente. En effet, supposons par
| sin(2nx)|

1
I'absurde que cos(nx) tende vers 0, alors sin?(nx) = 1 — cos?(nx) tend vers 1 puis | cos(nx)| = —————— tend vers = ce
2| sin(nx)| 2

qui est absurde. Donc

f n’est pas deux fois dérivable terme & terme sur ]0, 7.

I3
3) a) Soit € > 0. Il existe ng > 1 tel que, pour n > ng, Jup, — L] < 7 Pour n > 1o + 1, on a alors

1 n 1 n 1 no 1 n
v — 1| = |<T—LZuk> “L=— ) (D)< =) (we—Dj+— ) w1
k=1 k=1 k=1 k=mo+1
1 & [ QR 1« ¢
_ _ _ < _ _ e
nZ(uk L)+n Z 2™ n Z(uk L)+nZZ
k=1 k=no+1 k=1 k=1
1| €
= — Z (uk - I—) + z
k=1
o 1 o
Mais ’expression Z(uk — L)| est constante quand n varie. Par suite, o Z(uk —L)| tend vers 0 quand n tend vers
=1 —
k . i k=1 o
+o0. Il existe donc 1 > ngp +1 tel que, pour n > nq, o Z(uk—L) < 5 Pour n > ny, on a alors [vy, — | < §+§ =¢
k=1

On a montré que Yn € N*, 9n; e N*/vYn e N*, (n>nj = |vy — L] < ¢), et donc

la suite (vy,) converge vers L.

b) Soient n € N* et x € R\ 2nZ.

= . 1 . 1 X
2511120' Zme—cos (kx) Z (sm )x) — sin((k — z)x)) =sin((n + z)x) —sin

k=1 k=1

et donc,

Vx € R\ 2nZ, o) (x) =

c¢) Soient n € N* et x € R\ 2nZ.

n

X . (2k+1)x = B o, .oonx o (n+2)x
2sin 7 g sin ———— = ];(cos(kx) —cos(k + 1)x) = cos(x) —cos((n + 1)x) = 2sin — sin———.

2 2

Donc,

n
¥x € R\2nZ, Y sin (Zk+1)x _

k=1

2
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d) Soient n € N* et x € R\ 2nZ.

1 n 1 n 1 Sln((Zk—H)X)
Ix) = n Z o(x) = n Z(*z + ﬁ) (d’apres b)
k=1 k=1

. X i (M+2)
771+ 1 isin(Zk—i_])X:—l—i—Sln%sn} o

2 Insin3 2 2 2nsin 3

k=
Mais alors, pour x € [«, 7 Z’(x)—f—] < ] Par suite HZ’—}—]H < 1 — 0 quand n tend ve
i IS, pour ~| < =————. Par sui = — uan nd vers
P IS 2nsin(eg2) IS gl = o in(a/2) 4

400. Ainsi,

/

la suite de fonctions (X

) converge uniformément vers la fonction constante —3 sur [«, 7.

e) Sur [«, 7], la suite (04 ) converge simplement vers —f’. D’aprés 3)a), il en est de méme de la suite (£,,). De plus, chaque

Y. est dérivable sur [x,7t] et la suite des dérivées converge uniformément vers ) sur [et, 7t et ceci pour tout o €]0, 7.

On en déduit que —f’ est dérivable sur ]0,7t] et que —f” =lim X, = —=.

2
1
f est deux fois dérivable sur ]0, 7] et Vx €]0, 7, f"(x) = 3
x p—
f) Pour x €]0,n], f'(x) = f'(n) +J f7(1) dt = X 3 T Par suite, il existe un réel a tel que pour tout x de 0,7,
7T
-I s
f(x) = Z(X —m)? + a. L’égalité J f(x) dx = 0 fournit
0
1 (" ) 1 73 ?
¢ 47:L( mdt=— T =
L X2 x| e N . o
Ainsi, Vx €]0,7, f(x) = T + 7. Cette égalité reste valable pour x = 0 par continuité de f en 0. Si maintenant,
x2  mx| wE .
X € [77'[,0], f(X) = f(*X) = f(‘x‘) = I — T + ? Alnbl,
2 2
Wx € [omd, flx) = =~ T T

4 2 6

. . — . . . . . x+7
Enfin, si x est un réel quelconque, il existe un unique entier relatif k tel que —m+2kn < x < m+2kma savoirk = E ( = ) .

— 2km)? -2k 2
(x il — mix il ﬂ— Finalement,

Mais alors, f étant 27t-périodique, f(x) = f(x — 2km) =

4 2 6

2 2
1\ %
—7 —6 -5 —4 -3 - —1 1 3 4 5 6 7
14
1
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+o00 1
n=1

7.[)(2 2

b) Les séries considérées convergent uniformément sur les segments considérés. On peut donc intégrer terme & terme
2 sin(nx) x 3
Pour x € [0, 7] E J

X TToX
f(t) dt = = — — 4+ —, pui
n3 , 12° 4 T PR
n=1
f 1 —cos(nx) x* mx3 N m2x?
n4 48 12 12
n=1
4 +o00 n “+o0 +oo 1
i 1—(—1) 1 T .
x = 7 fournit YT Z e :2Z Op 1) et Z ESID =9 Mais alors
n=1 p=0 p=0
S:Z:Z}% = 4+Z 2p+1 :11_68+7T_;‘
. et
Par suite, S = 159 — 90
On en déduit aussi que
+oo 4 3 2.2
cos(nx) x* mwxd nx?2 ot
Ve o, T P AT}
n=1
400 . 5 4 2.3 4 +oo 6 5 2.4 4.2
sin(nx)  x X TToX T . T —cos(nx)  x TIX X X
On recommence. T; s 240~ 28 36 90 PUS ; o 1440 T 240 144 T 180
+00 ] 6
1 1 1 1 1 1 T
= 7t fi it 2 _ et — — — 4+ —)etd ———— = ——. Mais alors
X = Tiourt Z Zpr e " 7m0 T 240 s T80 ¢ Onc};) 2p +1)% 960 B A0S
+o00
1 m°
n=1
, 64 n®  m®
Par suite, S = 23960 — 915

DEUXIEME PARTIE

1) fq est continue sur R et 27-périodique. On peut donc calculer ses coefficients de FOURIER. f, est paire. Par suite
pour n € N* b, (fy) = 0. Puis,
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et pour n > 1,

an(f) = E Jﬂ(x —71)? cos(nx) dx = % ({(x — W)ZM} i — % J'ﬂ(x — 71) sin(nx) dx)
2

0 0 0
= % J:(x — 1) (—sin(nx)) dx = % <[(x - n)@} : — % J:T cos(nx) dx>
4q?
Tz

fq est continue sur R et de classe C! par morceaux sur R. D’aprés le théoréme de DIRICHLET, la série de FOURIER de fq
converge vers f sur R, ce qui permet d’écrire

cos(nx) . - . o -
2) Pour x € R et n € N¥, < , terme général d’une série numérique convergente. Ainsi, la série de
2 2 2 2
n<+a nc+a
fonctions de terme général x — 3 (r;z) converge normalement et donc uniformément sur R. Puisque chaque fonction

X fzsingz) est continue sur R, on en déduit que h, est continue sur R.

D’autre part, hq est clairement paire et 2mt-périodique.

Va € R, hy est continue sur R, paire et 2m-périodique. I

2 tx
L 1 1 ‘ o 5 cos(nx)
3) a) Pour x € R, (fq —ha)(x) =4a <ﬁ+;<¥n2+az>c05(nx)> =4a <]2+ an (n2 + a2) )

a?m? 4a* cos(nx)

3 nZ(n? + a?)
@n converge simplement vers fq — hq sur R et chaque fonction @, est de classe C? sur R. De plus, pour x € R et
—4a* sin(nx) a? Y | —4a” cos(nx) 4a*
n(n? + a?) n(n? + a?) et fon ()l = n2+a?2 |~ n?2+4a?’
numériques convergentes. Ainsi, les séries de fonctions de termes généraux @;, et @, sont normalement et donc uniformeé-
ment convergentes sur R. fo — hq est donc de classe C? sur R, (fqo —hq)’ et (fo — hg)” s’obtenant par dérivation terme
a terme.

b) Pour x € R, posons @o(x) = et pour n > 1, on(x) = . La série de fonctions de terme général

n € N*, loi(x)] =

termes généraux de séries

+o00 4 -
—4a” sin(nx) sin(nx)
1 _ / _ 4
¢) Pour x € [0, 7], (fq —hqg)'(x) = Té] It o et donc pour x €]0,7[, h/ (x) = f/ (x) +4a E Tzt al) Comme
4 sin(nx) ) . - R . R
la fonction x — 4a E Tz) est continue sur R, cette fonction admet pour limites en 0 & droite et en 7t & gauche
nm?+a

ses valeurs respectwes en 0 et 7t & savoir 0. Pour x €]0,7t[, f/ (x) = 2a?(x — 7t) et donc f, tend vers —2a?m en 0 et 0 en 7.
Il en est de méme de h/.

En résumé,

e h, est continue sur [0, 71,

e de classe C! sur J0, 7]

e h, a une limite réelle en 0 et en 7.
D’aprés un théoréme classique d’analyse, hq est de classe C' sur [0,71] et en particulier, admet une dérivée a droite en 0
égale a h/(0") = —2a?m et une dérivée & gauche en 7t égale a h/ (") = 0.

hq est de classe C! sur [0,71]. h!(07) = —2a?m et h!(n~) = 0.

+o0 4
4
d) Pour x € R, (fa —ha)"(x) = %Z(?X) — —a®hg(x) et donc
n=1

(fa - ha)/l = _azha-
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e) Puisque fq et fq —hq sont de classe C? sur ]0,7[, ha(= fq — (fa — ha)) est de classe C? sur 10, 7t[ et pour x €]0, 7,
f/(x) —h!(x) = —a?hq(x), ou encore h!(x) — a’hq(x) = 2a?.

hq est solution sur ]0, 7t[ de I’équation différentielle y” — a?y = 2a?, (E).

La fonction x — —2 est une solution particuliére de (E) sur ]0, 7t[. D’autre part, les deux fonctions x — ch(ax) et x — sh(ax)
sont deux solutions indépendantes de ’équation homogéne associée y” — a?y = 0 (puisque a # 0). Les solutions de (E)
sur R sont donc les fonctions de la forme x — —2 + A ch(ax) + Bsh(ax), (A, B) € R?. Par suite, il existe deux réels A et
B tels que, pour x €]0,7t[, hq(x) = —2 4+ A ch(ax) + Bsh(ax), ce qui reste vrai pour x = 0 ou x = 7t par continuité de hq
en O et en 7.

3(A,B) € R?/ Vx € [0,7], ha(x) = Ach(ax) + Bsh(ax) — 2.

f) Pour x € [0,7], h’(x) = a(Ash(ax) + Bch(ax)). x = 0 fournit aB = —2a?n et donc B = —2an. Puis x = 7 fournit

2amch
Ash(am) — 2arnch(arn) = 0 et donc, A = Zarch(am)
sh(am)

o2 Z cos(nx) 2a7mch(an)

2 n 2 =2+ W Ch(ax) — Zaﬂsh(ax).

. 2arch(arr) 5 = 1
4) X = O fourmt 72 + W = 4(1 T; m et dOHC7
< 1 1 2amch(an)
LI G W2
ve >0, 1; n?+a? 4a? ( * sh(amn) )

et x = 7 fournit

La série de fonctions de terme général a —

1 1 . . N
(\ﬁl < — ). Comme chacune de ces fonctions est continue sur [0, 7], la somme l'est encore. En particulier, la somme
n?+a n

est normalement et donc uniformément convergente sur [0, 7]

n2 +a?

+oo +oo 1

1 2amch(arn
est continue en 0. Par suite, Z — = lin%) Z lar)
n a—

= i alin>10 e ( W) Or, quand a tend vers 0,

n=1
3.3 2,2 13 a3
T ) 4+ 2am(1 + ar ) +o(a?) 7r3a +o(a3)

4a2(am+ o(a)) " 4a3m+ o(ad)

1 5 2amch(arn) 7*2((17“'
—< sh(am) )_

2
= +oll),

+o00 1
et on retrouve E — =
n

n=1

1
n? 4 a?

—2a)

2A
’(nz +a2)2

< — ... On peut donc dériver terme & terme sur [0, +oo[
n

5) Soit A > 0. Pour a € [0, A], )| =

et on obtient pour a > 0

iy 1 —14d /1 2amch(am)
1; M2+ a2)?  2ada (H(“ WO
1 2[(mch(an) + a?msh(an)) sh(an) — an? ch?(an)]

d
-1 -2 20.7'[Ch(a7'[)) L
a3 sh(am) 4a? sh?(am)
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