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Corrigé de I'épreuve de mathématiques I
Filiere MP
Quelgues propriétés des fonctions presque-périodigues

Corrigé par M.TARQI

I. VALEUR MOYENNE D’UNE FONCTION

1. Valeur moyenne d’une fonction périodique
A
(a) Nous avons / costdt = [—sint]?, = —2sin 4, d’ott lim 74 / costdt = 0 et

_A A—+o0 2
donc p(Cy) = 0.
De méme (S2) = 0 et u(Cp) = hm oA / dt = 1.
(b) En utilisant la relation de Chasles, on obtient, pour tout n € N* 1’égalité
n—1
1 /nw 1 (k+1)w
Up = — ft)dt = — / f)dt
2, doa=3

et par le changement de variable ¢ = u + kw, on obtient :

1n71 w w
:nkzo/o f(u+k’w)du:/0 f(u)du

donc pour tout n € N*, u,, = / f(t)du
0

(c) Soit A un réel strictement positif, notons n = E(%), doncnw < A < (n+1)w. (E(x)
désigne la partie entiere de x ). D’autre part :

/jlf(t)dt _ /_Anwf()dtJr jwf dt—i—/ £(t)
- /_:M dt+2n/f dt+/ £(0)

f étant continue sur R et w-périodique, donc il est bornée sur R et pour tout ¢ € R,

|f(t)] < M,avec M = sup |f(t)|, donc:
telo,w]

;/jlf(t)—i/owf(t)dt’: 2il/_wf( )dt+<—)/ ft dt+/ f(t)dt‘-

24 J_4 2A - 247
et A
1 M(A—-nw) Mw
P <
24 J,0 f(t)dt’ 2A — 247
n 1 nw— A 1
. n_ 1) _ < 1
et comme AETOO < 1 w) 0, car 1o ’ =T donc f admet une valeur

moyenne et

p(f) = lim o / 1) / F(t).
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2. Transformations

(a) Soit E = {f € C°(R)/u(f) existe}. 1l est clair que la fonction nulle est un élément de
E, etsi f et g sont dans F, alors pour tout A € R,

2A/ (f + 2g)( 2A/ Floyde+ g(t)dt,

donc f + Ag admet une valeur moyenne, c’est-a-dire f + A\g € E et u(f + A\g) =
p(f)+ Au(g). Donc E est un sous-espace vectoriel de C°(R) et ’application  est une
forme linéaire sur E.

(b) Soient a € R fixé et A > 0, alors
1 A —a+A
oi [ i = / fesait= gz [ o
—a+A

- 2A/ dt+/ £(1) dt+— F(t)dt.
1[4 M]al
| aAf(t)dt‘ < Ml
Mla

1 —a+A
— <
2A/A f#)dt) < 247

avec M = sup|f(t)|, donc 7,(f) admet une valeur moyenne et (7, (f)) = n(f).
teR

Mais

et

(c) Soit A > 0, alors pour touta # 0,on a:

1 A 1 aA 1 B

Avec B = aA, doncsia > 0 N, (f) admet une valeur moyenne et u(N,(f)) = u(f).
De méme ,sia < 0

A —aA B
{4/,4 f(at)dt:2(_la)A/aA F(t)dt = 2;/_3 F(t)dt

Avec B = —aA, donc dans ce cas aussi N, (f) admet une valeur moyenne et 1(N,(f)) =

n(f)-
Sia =0, u(No(f)) = pn(f) = f(0).

A
(d) Si f est une fonction impaire, alors pour tout A > 0, / f(t)dt = 0etdonc pu(f) =0.
—A
A A
(e) Pour une fonction paire, on a, pour tout A > 0, / f)dt = 2 / f(t)dt, et par
—-A 0

conséquent p(f) = lim 1 / f@)

A—+o0
3. Valeur moyenne d’une fonction convergente

(a) Soit A > 0, comme g est paire, alors :

A A dt
/ g(t)dt—Q/O St = (1 4+ OJf = In(1+ 4),

—A

donc u(g) = lim In(1+4) =0.

A—oo A
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(b) Soit e > 0. Puisque . liin f(t) =0, alors il existe Ay > 0 tel que VA > Ay, |f(t)| < e.

Soit maintenant A > Ay, alors

A 1 —Ao A
/_Af(t)dt' < o (Dldt + 5z ’/ dt‘+2A/ F(8)] dt

SAAO ’/

Donc u(f) existe et vaut 0.

24

(c) La fonction g = f — [ vérifie la condition de la question précédente, et donc p(g) =
wu(f) —1=0, c’est-a-dire pu(f) = 1.

t —t t) — f(—t
(d) Ona f=p+¢pavecVt € R, p(t) = f()—;f() et o(t) = f()2f() La fonction
¢ est paire de limite # en 400 et ¢ est impaire, donc
- +1
u(f) = ple+ o) = T+
4. Valeur moyenne d’une fonction intégrable
A
Si f est intégrable sur R, alors herrl f (t)dt existe et finie, et par conséquent pu(f)
existe et u(f) = hIJIrloo 2A/ f(t)dt = 0.
5. Valeur moyenne et fonctions bornées
(a) Notons f(t) = /|t| cost. La suite (2n7),en+ tend vers +oo et la suite (f(2n7))pen«
tend vers +oo0, donc f ne peut pas étre bornée sur R.
Soit A > 0,
1 [Asint sinA 1 [“sint
— t)dt =2 Visint — —
3 [ =2 [ s ]A/OM Vial,
Ona lim sind _ 0, puisque ‘ < — et I'inégalité
At A P \F 8
L[t ‘<1/Adt_1
Ally 2yt 0 2Vt A
1 [“sint

montre que lim ——=dt = 0. Donc f admet une valeur moyenne et y(f) = 0.

——+00 Z \[
(b) Soitn un entier naturel non nul, alorson a :
3271 32p+1 n—1
/ X(t)dt _ Z/ 2(32p+1 _ 32p)
0 32p =0
n—1 1
— 2 2p — 2n
>3 (37 1)
p=0
13 1
et donc nll)rgo 32n/0 x(t)dt = 1
De méme

32n+1

x(t)dt + /3 x(t)dt

32n

/O (bt :/O

1
— Z(3271 _ 1) + (3271"1‘1 _ 3211)
3
4 )

CNM2002IMPC.tex - page 3



3 ,
et donc nhngo 2t /0 x(t)dt = " Donc x n’a pas de valeur moyenne.

II. UN PRODUIT SCALAIRE

1. Exemples

()

(b)

1
~(Co—p+ Cqyp), dour:

Nous avons C,Cg = 5

e Siaa#0oup #0,alors (Co|Cg) = u(CoCp) = {

o Sia=p=0,(CyCy) = 1.

0, sia#p
(SalS5) = { 1 gl S =0

2. Sommes finies de fonctions périodiques

(a)

(b)

(©)

Supposons qu’il existe T > 0 tel que h(t) = h(t + T) pour tout ¢ € R, alors en parti-
culier 2 = h(0) = h(T) = cosT + cos(nT"), donc nécessairement cos T = cos(nT’) = 1
et par suite il existe des entiers relatifs k et &’ tel que T' = 2kw et 7T = 2k'7, ceci est
absurde puisque 7 ¢ Q.

h=C,+C, donch e F.
1 n
Puisque V¢ € R, [27"cos(3"t)| < <2> alors la fonction f(t) 22 " cos(3"t)

est bien définie sur R. Les éléments de F sont de classes C*°, en part1cu11er ils sont
dérivables sur R. On va montrer que f n’est pas dérivable en 7, ce qui permet de
conclure que f ¢ F. En effet, supposons que f est dérivable en 7, alors pour tout
e > 0, il existe a > 0 tel que

t
Vte}z—a,z+a[, o<W oyt
2 M3 t—1
donc
™ T . . cos(3%t)
vie]Z—a, 2 +al, l—egnlgroloz2 - Slte.

k=1 2

Donc il existe un entier naturel ng tel que

Vter T4 [ Vn > l <zn:2—kcos(3kt) <i+
——a,-+al,Vn>n —€ —_— €
2 ) ) = 140, > t_ g > )
k=1
cos (3Ft
et comme lim ( — ) —3" sin (3"%) = —3", alors quand ¢ tend vers 7, on
t—>§ -3

obtient 1'inégalité

n 3 k
Vn > ny, l—ES—kZI(2> <l+e,

. . . . 3\" .
inégalité qui montre que la série Z <2> est convergente, ce qui est absurde. En

neN
conclusion, la fonction f & F

Il est clair que I'application (f,g) —— (f|g) est une forme bilinéaire symétrique et

positive ( propriétés de l'intégrale ). Soit maintenant f = «g + E a;Cy, + E B Sn;
=1 J=1
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un élément de F tel que p( f 2) = 0, ot les o, B; sont non nuls.
Mais

1< 1 <
2 2 E 2 E 2
}L(?)—Oéo+§10éz+§lﬂ],
1= j=

donc a; = 3 = 0 pour tout i et j, donc f est la fonction nulle. D’ou1 le résultat.

3. Continuité
On a pour tout n € N et pour tout A > 0,

1 A ) )
R <
2 4 /A fn(t)dt — anHoo?

donc
p(f3) < N fallZes
et par conséquent lim (f,,|f,,) = lim u(f2) = 0.
n—oo n—oo
En utilisant 'inégalité de Caucyh-Schwarz |(f|g9)| < \/(fn|fn)V/(g]g), en déduit que si
lim (f,|fn) =0, alors lim (f,|g) = 0.
n—oo n—oo
4. Limites uniformes
(a) Les suites (f,)nen et (gn)nen sont bornées dans (F, ||.||) ; soit M > 0 tel que pour
toutn €N, || fnllooc < M et ||gnllcc < M.
D’autre part, les deux suites sont de Cauchy dans (F, ||.||~ ), donc pour tout ¢ > 0, il
existe ng tel que pour tout n, m > ng,ona:
[fn = fmlloo < cetlgn — gmllc <€
Nous avons pour tout n € N,

(fn|gn) - (fm’gm) = (fn - fm|gn) + (fm|gn - gm)

Donc pour tout n, m > ng, on a

|(fnlgn) = (fmlgm)| [ fn = fmlloollgnlloe + Il fnlloollgn — gmlloo

<
< 2Me.

Donc la suite (fy,|gn)nen est de Cauchy dans (R, |.|), donc elle est convergente et par
conséquent lim (fy|gn) existe.
n—oo

(b) THEOREME DE WEIRSTRASS : Soit f une fonction numérique et w-périodique sur R.
Alors quel que soit le nombre ¢ > 0 donné, il existe un polynéme trigonométrique

n

2 2
P.=aqg —1—2 <ak cos X + by, sin ﬂx) vérifiant | f(z) — P.(z)| < ¢ pour tout z € R.

w w

k=0
5. Une extension de (.|.)
(a) D’apres ce qui précede ( Théoreme de Weirstrass et la question 4.(a) ) lim (fy|gn)
n—oo

existe. Maintenant soient (h,)nen et (k,)nen d’autres suites qui convergent unifor-

mément vers f et g respectivement, alors les suites (f,, — hp)nen €t (gn — kn)nen
convergent uniformément vers 0, et donc l'inégalité

|(fnlgn) = (halkn)l = |(fn = halgn) + (hnlgn — kn)|
< ||fn - hnHOOHQﬂHOO + ||9n - kn”oonhnnoo

montre que lim [(f,|gn) — (hnlkn)] = 0, car (gn)nen et (hn)nen sont bornées pour la
norme ||.||«. Donc lim (fy,|gn) ne depend pas du choix des suites (fy,)nen €t (gn)nen,

autrement dit 'application (f, g) — (f|g) est bien définie dans I'ensemble des fonc-
tions continues périodiques.
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(b) Ilestclair que l'application (f, g) — (f|g) est symétrique et positive ou nulle. Soient
f, g, h des suites continues périodiques sur R et A € R. Considérons des suites d’élé-
ments de F, (fn)nen, (gn)nen et (hn)nen, qui convergent uniformément vers f, g et h
respectivement, alors (f + Ag),en converge uniformément vers f + Ag et pour tout
neN,ona:

(fn + Agnlhn) = (falhn) + A(gn|hn),
d’ou, par passage a la limite, (f + Ag|h) = (f|h) + A(g]h).

(c) D’apres la question I.1.(b), on a pour tout n € N, (fu|fn) = p(f?) = ;/0 f2

D’autre part, 'inégalité
vt ER, [f3(t) = 0] < Ifu = Flloo(llfnlloc + [1Flloo)

montre que la suite (f2),en converge uniformément vers f2 sur R, car (f,)nen est
bornée pour la norme ||.||, et donc

(f1f) = hm/ pwd =1 [ g2 /f2

n—oo W g m—oo

(d) Soit f une fonction continue et w-périodique tel que (f|f) = 0, alors d’apres la ques-
tion précédente ’ f2(t)dt = 0 et donc f = 0 sur [0, w] et comme elle est périodique,
f estnulle sur R. °
6. Groupe des périodes d'une fonction

(a) o Si o > 0, il résulte de la caractérisation de la borne supérieure qu'il existe = €
GNRitelquea <z < a+ 5 <2a Sia < alorsil existe b € GNRY tel que
a<b<z<2a.

Donc, sionposey =z — b, alors y € Get0 < y < 2a — b < ¢, et ceci contredit la
définition de « et par suite, « = € G, et donc aZ C G.

Soitz € G;posonsn = E(),ona:na <z < (n+1)aetdonc0 <z —na < a.
Puisque x — na € G et a = inf G NRY, alors  — na = 0, c'est-a-dire v = na € oZ.
Ceci montre que G = aZ.

e Si @ = 0, montrons que G est dense dans R. En effet, soit Ja,b[C R (a < b) un
intervalle de R, montrons que ]a, b[NG # (. puisque b — a > 0, alors il existe z € G
telque0 <z <b—a.

Posonsn = E(%),onanz < a < (n+ 1)z, donc

O<n+l)z—a=(nz—a)+z<z<b-—a

et par conséquent a < (n+ 1)z < b. Comme (n+ 1)z € G, alors (n+ 1)z €la, bNG.
On en déduit que ]a, b|NG # 0, c’est-a-dire G est dense dans R.

(b) e 0 € Gy etsiwetw sont périodes de f, alors w — w’ est une période de f. Donc G
est un sous-groupe de (R, +).
e Soitw = inf Gy NRY
- Siw > 0, alors w = lim w, olt (wy)nen est une suite d’éléments de Gy. Donc

n—oo

pour tout ¢ € R,

Flt 4wy = f(t+ lim w,) = lim f(t+w,) = lm f(t) = f(2),

n—oo

ainsi f est w-périodique.
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- Siw = 0, alors G est dense dans R, et donc pour tout ¢ € R, il existe une suite
(wWn)nen d’éléments de G ¢ telle que t = lim w,, .

n—oo

Donc pour tout ¢ € R,

f(t) = f(lim wy) = lim f(w,) = lim f(0) = £(0),

n—oo n—oo n—oo

ainsi f est constante sur R.
7. Théoreme de mélange

= r, donc qw = rn et par conséquent pour tout ¢t € R,

(a) Soit r = g € Q tel que
g(t +pn) = g(t + qw). Donc 7 = quw = pn est une période

ft) = [t + qu) etg(t)
commune de f et g.
Maintenant soient (fy,)nen €t (gn)nen deux suites de fonctions 7-périodiques, qui
convergent uniformément vers f et g respectivement, alors pour toutn € N,ona:

w
n

(fn’gn) = 71_/0T fn(t)gn(t)dta

et par conséquent ( la suite (f,gn)nen converge uniformément vers fg sur R.)
. I
(7o) = Jim (fulow) =+ [ F0)gte)ar

(b) Soient (fy)nen et (gn)nen deux suites de F qui convergent uniformément vers f et g
respectivement.
Posons

o(n)
fn(z) = ap(n) + Z <ak(n) cos 22—kx + bi(n) sin 2ka>
et

é(n)
2 2
gn(x) = co(n) + (ck(n) cos Zka: + di(n) sin Zk.%) .

¢(n) 2rk . 27k
fa(@)gn(z) = aog(n)co(n) + ap(n) kzl (ck(n) cos Tm + di(n) sin nx)

o(n)
2 2
+ co(n) <ak(n) cos %kx + bg(n) sin Zk:B)
k=

—_

2wl
+ [ak(n)ci(n) cos T cos ax(n)d;(n) cos T sin g
w n w n
k=1 I=1
2rk 2ml 2rk 2wl
+ br(n)e(n)sin T8y cos Tﬂx + b (n)d;(n) sin T8 sin %x]
w w

Puisque % ¢ Q, alors (fnlgn) = ao(n)co(n) = p(fn)u(gn) , donc

(flg) = lim (fulgn) = lm p(fn)p(gn) = pn(f)r(g)-

III. UNE ALGEBRE DE FONCTIONS PRESQUE-PERIODIQUES
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1.

()

(b)

o0
Soit f(t) = ap + Z(O‘” cos(wpt) + By sin(wpt)) un élément de A. Nous avons pour
n=1
tout n € N* et pour tout z € R, |, cos(wpt) + By sin(wyt)| < |ay| + |6r|, donc la
série Z (aun, cos(znt) + By sin(wy,t)) converge uniformément vers f sur R. D’autre les
neN
fonctions t — a, cos(xnt) + [y sin(wy,t) sont continues sur R, donc f € C°(R) et par
conséquent A C C°(R).
o0

Soient f(t) = Y (ot cos(wnt) + B, sin(wnt)) et g(t) = > _(yn cos(int) + 6y sin(7nt))
n=0 n=0
deux éléments de A et A un nombre réel. Alors
(f+Xg)(t) = Z(an cos(wnt) + Ay cos(nut) + By sin(wpt) + Aoy, sin(n,t))
n=0

oo
cette somme s’écrit sous la forme > (a,, cos(pnt) + by, sin(p,t) avec

n=0
A2n = Op, bay, = ﬁny ot Pon = Wn,
oan+1 = /\’Yn- ’ b2n+1 = Aop. @2n+1 = Min-

On vérifie aussi que les suites (ap)nen et (by)nen sont des familles sommables et
quitte a regrouper les termes ayant la méme fréquence, on peut supposer que les ¢,
sont distincts deux a deux. Ainsi on a montré que A est un sous-espace vectoriel de
CO(R).

[e9] [e.o]

Soient f(t) = Z(an cos(wpt) + By sin(wpt)) et g(t) = Z('yn cos(Nnt) + 0y sin(nyt))

n=0 n=0
deux éléments de A. Les deux séries définissant f et g sont absolument convergentes,

donc leur produit ( produit de Cauchy) f(t)g(t) existe et Vt € R,

Fg(t) =S Wa(t)
n=0

ou
n

Wi (t) = Z(ak cos(wgt) + B sin(wgt)) (Vn—k coS(Mp—kt) + dp—g sin(n,—xt))
k=0
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Mais
n

WTL == Z(akcwk + /Bkka)(PY’nkann,k + 5n7k577n,k)
k=0
= > [ ¥n—kCup,Cry_y, + k0n—Cly. S,
k=0
+ﬂk’7n kS Cnn k +ﬂk5n kS Snn k]

i Oék’yn k Ok Yn—k
- § : warT]n r T 9 ka*nnfk

k=0
QROp—k a0p—k
+ 2n ka‘i’nnfk: - Tnswkfnnfk
BrYn—k BrVn—k
+ 2n ka“l‘r]nfk—’— 2n ka_nnfk
BrOn—k BrOn—rk
+ 2n ka_nnfk - Tncwk"!‘nnfk]
n
am k Bron—k Y-k, BrOn—k
= Z - = )ka:""nn—k + ( i + 2 )ka_nn—k
i 2 2 2
akOn—k  BrVn—k BrkVn-k  CkOn—k
+( 2” + 2” )ka+777L k + ( 2” - 2” )ka'fnnfk

. S Yok " Ok " Bk Yn—k " Brbnk
Les familles <Z 2) , (Z 5 ) , (Z 5 ) et <Z —
k=0 neN k=0 neN k=0 neN k=0 neN

sont semmables, donc en regroupant les termes ayant la méme fréquence, on obtient
un élément de A, ainsi fg € A.

2. (a) Tout élément f de A est limite uniforme d’une suite d’éléments de 7, donc on peut
prolonger le produit scalaire de F a .4, en posant :

avec f = hm fo=lim > (a,Cy, +5Sw,)etg = hm In = hm > (WG, +00Sy,)

n—>ook 0 k—n.—o
Soit f = nll%(ao + Z(anC’wn + BnSw,)) avec w, # 0 pour tout n € N*. Donc
k=1

(Fal) = 0 3 52 (o + 5}), i
19) = af+ 3 D (e + )

(b) Soit f = hm fo=lim > (a,Cy, + BSw,) un élément de A, alors

n— OOk,

n

(fIC-w) = nh—>H;o Z(O‘k(cwklcfw) + B(ka|cfw)

k=0
D’ou
e (f|C_y)=0sipourtoutn € N, |w| # |wy|,

oye . A, SI w = 0,
o si‘il existe n tel que |wy| = |w|, (f|[C_w) =4 si w0
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De méme siw = 0, (f|Sg) =0etsiw #0,
e (f|S—y) =0sipourtoutn € N, |w| # |wy|,

= siw=—wy,
e si’il existe n tel que |wy| = |w|, (f|S-w) = _2an

2 )

Sl w = wy.

(c) Soient f = ag + Z (anClu, + BnSuw,) et g =0+ Z (" Cuw, + 6nSw, ) deux éléments
n=1
de A, alors on peut vérifie que

(f|g) = oo + % Z(an%l + ﬂnén)

n=1
IV. LA FONCTION cos = + cos(zv/2)

1. Prés de v2

(@) Pourn =0, pg = 1 et go = 0, supposons la propriété est vraie pour n et montrons la
pour n + 1.
Ona:
3+ 2[)71—&-1 (3+ 2\f) (pn + Qn\/i) = Pnt1+ Qn—l—l\@,

avec pp+1 = 3pn + 4qn et g1 = 2p, + 3gy, donc la propriété est vraie pour tout
n € N.

(b) De méme on peut montrer que (3 — 2v/2)" = p,, — quV/2 avec p, et ¢, sont des entiers
naturels.

(c) Nous avons

= 5B+ + B2 et gy = (3 +2VA)" — (3= 2Vm)",
donc
1 n ~ L n
Pn = 5(3+2\/§) et g, ~ 2\/5(3+2f2) .
La relation .
(B+2V2)" = ———— =pu+ @ V2,

5 2va)y
montre que p? — 2¢2 = 1.

2. Approximation rationnelle de /2
Les deux suites (pr)nen et (¢n)nen tendent vers l'infini, donc on peut les supposer non
nulles a partir d"un certain rang ny. Donc pour tout entier naturel n > ng, ona:

1
—q \f‘ <
" pn+\fqn V2
et donc . .
Pn \f'
I Vol<—— <=,
dn N qﬁﬂi %21

On prend par exemple p = py, et ¢ = ¢,

3. Maxima de B
Posons G = {2kmv/2 — 2k'm/(k, k') € Z*}. 1l est clair que G est un sous-groupe non trivial
de (R,+), donc G = aZ (a > 0) ou bien G est dense dans R.
Supposons G = aZ, alors, puisque 2mV2 € aZ, 272 = na, de méme 27 = ma, donc
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V2 =2 € Q, et ceci est absurde. Donc G est dense dans R et par conséquent il existe une
suite (x,,)nen d’éléments de G de limite nulle, ainsi si on pose x,, = 2k, m\/2 — 2k! 7, alors
pour € > 0, il existe ng € N tel que Vn > ng, ona:

12k, V2 — 2k 7| < e

La suite (ky,)nen d’éléments de Z, ne peut pas étre bornée, car sinon (k';,),en sera borné et
dans ce cas (x,,)nen prendra un nombre fini de valeurs et ceci est absurde car lim z,, = 0.

n—oo

On remarque aussi que, pour chaque n, k, et k], sont de méme signe, donc en remplagant
le couple (ky, k],) par le couple (—k,,, —k;,), on peut supposer k,, > 0 et k}, > 0 pour tout
n € N. Finalement on peut prendre par exemple k = kj, et k' = k], .

Ona:

cos(2k,m) = 1 + cos(2k,mV2) = 1 + cos(2k,mV2 — 2k w) = 1 + cos(x,,),

donc lim B(2k,m) = 2, doncil existe ng € N tel que pour tout n > ng, B(2k,m) > 2—¢, et
n—oo
comme {2k, 7/n € N} estinfini, alors B prend une infinité de fois des valeurs supérieures
a2-—e.
4. Presque périodicité-la définition de BOHR

1
N>
q

< ——.Soit z € R, alors

V2

Soient ¢ > 0 et (p, q) € N? tel que

|B(z) — Bla + 2p7)| = )cos(x\fz) — cos(av2 + zpm@)‘
= )cos(x\@) — cos(zV2 +2(p — q\/ﬁ)ﬂ\@))

2
27T\@’p— q\/§‘ < —W,
q

IN

car la fonction cos est 1-lipschitizienne
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