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Mamouni My Ismail

Devoir Libre n"26 (CCP 2010, MP)

Séries de Fourier
Phénomene de Gibbs

MP-CPGE Rabat

,{ Blague du jour |

le Théoreme des chats (attribué & Tom, démontré par Jerry).

Enoncé : Un chat a neuf queues.

Preuve : Aucun chat a huit queues. Un chat a une queue de plus qu’aucun chat. Donc
un chat a neuf queues.

— Josiah Willard Gibbs (1839-1903)

Physico-chimiste américain et I'un des fondateurs (avec Heaviside) de ’analyse vectorielle, il introduit I’analyse
vectorielle en séparant la partie réelle et la partie vectorielle du produit de deux quaternions purs, ceci dans le
seul but d’une utilisation en physique. En chimie physique, ses travaux en thermodynamique, travaux qui lui
valent le prix Rumford, et en physique statistique, la médaille Copley. Il a en particulier introduit les notions
de potentiel chimique, de variance et d’enthalpie libre.

EXERCICE 1

On considére la fonction f de R? dans R définie par :
4

Y .
f(x7y>:x2—_l_y2 S1 (x7y>7£(0a0) et f(O,O)ZO
1. Démontrer que la fonction f admet des dérivées partielles premiéres en (0,0) que Pon déter-
minera.

2. Démontrer que la fonction f est différentiable en (0,0).

EXERCICE 2

1. Rappeler la définition (par les suites) d’une partie compacte d’un espace vectoriel normé.

2. Soit E et F' deux espaces vectoriels normés, et f une application continue de E dans F.
Si A est une partie compacte de F, démontrer que f(A) est une partie compacte de F.
L’image réciproque par f d’une partie compacte de F' est-elle nécessairement une partie
compacte de E'7
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PROBLEME : PHENOMENE DE GIBBS

Partie préliminaire

sint
1. (a) Justifier que la fonction ¢ — est intégrable sur 'intervalle |0; 7].

K : t
On pose I = / % dt.
0

(b) Rappeler le développement en série entiére en 0 de la fonction sinus et déterminer, avec
o0

soin, une suite (uy),, vérifiant I = Z(—l)kuk.
k=0

n

. . ™ . ™
2. (a) Démontrer que la suite (—|> converge et que la suite (
ntj) <o n.

n

) est décroissante.
n>1

n!
+o00
(b) Si R, = Z (—1)*ug, majorer |R,|, en utilisant la question (a).
k=n+1

2

En déduire, en précisant la valeur de n utilisée, une valeur approchée du réel = I & 1072
T

prés.

Premiére partie : Phénoméne de Gibbs

On considére la fonction f définie sur R impaire et de période 27 vérifiant :
f(t)=1pourte]0;n[ et f(0)= f(m)=0.

3. On pose pour tout entier naturel n non nul et ¢ réel,

4 sin[(2k + 1)t
5"“):;;%-

Démontrer, a I'aide d’une série de Fourier, que la suite de fonctions (S,),, converge sim-
plement vers la fonction f sur R. La convergence est-elle uniforme sur R 7

™
4. Sur un méme graphique, uniquement a l’aide d’une calculatrice, tracer sur l'intervalle [—5; 7T]
la courbe de la fonction f et 'allure de la courbe de la fonction Sjo. Puis sur un autre
. . m .
graphique, tracer sur I'intervalle [—5; 77} la courbe de la fonction f et I'allure de la courbe
de la fonction Ss.

Que constate-t-on sur les courbes des fonctions S,, lorsque t se rapproche de 0 par valeurs
supérieures ou par valeurs inférieures 7

Cette particularité est appelée phénoméne de Gibbs.

5. On pose pour n entier naturel non nul et ¢ réel,

T.(t) = "z: sin[(2k + 1)t].

265



PrOblemeS Corrlges Mamouni My Ismail
mamouni‘new.fr 2 O 1 O— 2 O 1 1 mamouni‘myismai[@gmai[‘ com

(a) Démontrer que VYn € N*, Vt € R \ 7Z,

sin?(nt)

sint

T, (t) =

Dans la suite de cette question 5., on considére deux nombres réels a et b tels que a < b
et [a,b] C ]0; 3.

(b) Justifier qu’il existe une constante M telle que pour tout entier naturel n non nul et
tout ¢ € [a,b], T,(t) < M.

(¢) Démontrer que 'on peut trouver une suite de réels (w,) convergeant vers 0 et telle que
pour tout entier naturel n non nul et tout ¢ € [a,b], |f(t) — S,(t)| < w,.

En commencant par observer que sin[(2k + 1)t] = Ty41(t) — Tk (t), on pourra chercher a
majorer, pour tout couple (n, p) d’entiers naturels non nuls et tout ¢ € [a,b], | Sn1p(t) — Sn(t)].

Que peut-on en déduire concernant la série de Fourier de la fonction f7

6. (a) Calculer S/ (t) pour tout ¢ € ]0; 5] et déterminer la plus petite valeur o, qui annule
SI(t) sur ]0;2].

(b) Démontrer que, pour = € [0; 5] et n entier naturel non nul,

2 [ sin(2nt 1 [T si
Sp(z) = —/0 sin(2nt) dt puis que S,(a,) = —/0 SR .

T sint nmw sin 2l
n

(c) Démontrer que la suite (S,(a,)), >, converge et préciser sa limite.

. . . 20
On pourra utiliser sans démonstration : pour 0 € [O; %} , sinf > —.
s

7. Démontrer que la suite [ sup [S,(xz) — f(z)| | ne converge pas vers 0.

ze}O;%[ .

Deuxiéme partie : Démonstration du théoréme de convergence normale

Pour une fonction f continue par morceaux de R dans C et de période 27, on note pour tout

nei:
1 27

elf)=5= | flt)e™dt.

" or 0
8. Rappeler le théoréme de Parseval (avec les coefficients ¢, (f)) pour une fonction continue par
morceaux de R dans C et de période 27.

Dans le cas ou la fonction f est de plus continue sur R, justifier que si pour tout ne Z,
cn(f) =0 alors f est la fonction nulle.

Ce résultat reste-t-il valable si la fonction f est seulement continue par morceaux de R dans
C et de période 27?7

9. Soit f une fonction continue de R dans C et de période 27 dont la série de Fourier converge
uniformément sur R vers une fonction g :

VEER, g(t) = colf) + 3 (eop(Fe ™ + cy(f)e™).

(a) Justifier que l'application g est continue sur R puis pour tout entier n € Z, exprimer,
avec soin, ¢,(g) en fonction de ¢, (f).
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(b) Démontrer que f = g.

10. Dans cette question, f est une fonction continue de R dans C, de période 27 et de classe C!
par morceaux.

On pose pour n entier naturel non nul et ¢ réel,

un(f)(t) = ea(f)e™ +con(fle™™.

(a) Déterminer une relation entre ¢,(f’) et ¢,(f).

(b) Démontrer que pour tout ¢ réel,

4l O < 5+ 5 enlE + leonlF)

(c) Démontrer, avec soin, que la série de fonctions > u,(f) converge normalement sur R
et préciser vers quelle fonction.

(d) Enoncer le théoréme que l'on vient de démontrer.
Le phénomeéne de Gibbs peut-il se produire pour cette fonction f7

( Ala prochaine )
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