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Mamouni My Ismail

Corrigé Devoir Libre n"26 (Pr Boujaida)

Séries de Fourier

Phénomene de Gibbs

MP-CPGE Rabat

,{ Blague du jour }

Un physicien et un mathématicien discutent sur la terrasse d’'un café. Ils remarquent que
deux personnes entrent dans une maison située en face du café. Une heure plus tard, trois

personnes en sortent.
- L’ingénieur : < Les données initiales étaient erronées. >
- Le mathématicien : < Si une personne entre de nouveau dans la maison, elle redeviendra

vide. >

Lip6t Fejér (1880-1959)

Mathématicien hongrois. Il a publié un théoreme de convergence remarquable sur la convergence pour les
séries de Fourier. Il a aussi été directeur de these de John von Neumann, Paul Erdds, George Pélya

[mo[‘ np uagom%m@qqem}

Exercice 1

1> F 0 =f(0.0) _ 5 gone 2 (0.0) =0 o FOW =FO.0 — 0 donc = O 0.0y =0.
x 0x y y—0 ay
of of
f(x7y)—xa(070)—y@(0,0) ) yt - (2 +y?2)? < Ja
: /2 +y2 T (24 y2)P2 = (Z4y2)p2 = VXS Ys
of of
f(x,y)—xa(0,0)—y@(QO)
donc X, — 0
VX2 +y? (x.y) (x,y)—(0,0)

Alors f est différentiable en (0, 0).

@ Voir cours pour la premiere partie de la question. L'image réciproque d’'un compact par une application
continue n’est pas forcément un compact.
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Il suffit de considérer la fonction sinus qui est continue sur IR, I'image réciproque du compact [—1, 1] par
son intérmédiaire est R tout entier, qui n’est pas un compact.

Probleme

3.1 Partie préliminaire

sint
|j> a  la fonction t — ~ est continue sur ]0, 7t] prolongeable par continuité en 0. Elle est donc intégrable

sur ]0, 7).
“+o00 (_] )n
b Pourtoutt € R, sint= % m

2"+ et done si t 70,

. +o00
sint (=™ L.
t _§(2n+1)!t '

1"
Soit la fonction f somme de la série entiere Z (2(117—0—)1)'

ses primitives ’est aussi, si on pose pour tout x € R

2. f est naturellement DSE sur R, chacune de

F(x) = r f(t)dt
alors o

SIS P S G L S G LSS
B S (2n+1)(2n+1) T (ZntN)i(2n+1)

n=0

int
Comme f(t) = % pour tout t €]0, 7t] alors

Tsint © (=" >
F(m) = | —dt= 1
(70) L t %(2n+1)!(2n+1)n
+oo p2nt1
it 1=y (=)™ -
Soi é( )M avee Un = S =SS

s : : A x"
@ a  Utiliser de D’Alembert, ou alors mentionner le fait que la série entiere E — aun rayon de conver-
n!

gence infini (c’est du cours).
n

Slonposean—nn! alors an > 0 et o DM §ﬁ§181n>1

donc (an)n>1 est décroissante. Elle converge vers O puisque an <

b On a pour tout n € IN, up = azp1 donc (Un)n est décroissante et converge vers 0. D’apres

le critere spécial de convergence des séries alternées, la série Z(—1 )™uy, est convergente et si on pose
+oo
Rn = Z (—1)*uy alors
k=n+1
7.(211—0—3

Rql < <

2 2
Nous allons maintenant approcher le réel T—(I par les termes o Sn ou Sy est la somme partielle d’ordre n
de la série Z(—1 Mug.

2 2 2 2n+2 n—+1
1280 — 21)= Z|Rn| < 2 T 19
7T 7T 7T

2n+3)! 2n+3) S2(211—|—3)! (2n+3)

]On+1
<1072
2n+3)! 2n+3) —

2 2
Pour que T—tSn approche T_tI 21072 pres, il suffit que 2
soit (2n+3)! (2n+3) > 2.10™3.
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n = 3 suffit et dans ce cas TéSn ~ 1,17
3.2 Phénomene de Gibbs

@ Vu la parité de la fonction f, pour tout n € IN, an(f) = 0, et par un calcul simple by = 0 et by g =

n(2n+1)
f est de classe C! par morceaux sur R. Ses points de discontinuité sont ceux de la forme k7t ott k € Z.
D’apres le théoreme de Dirichlet, pour tout point x € IR\7Z, point ol f est continue

too +oo .
: 4 sin [(2k 4 1)t]
f(t) = kg_o QaK1 sin [(2k—|— 1 )t] = - kz_o T
égalité encore valable lorsque t € mZ puisque dans ce cas sin [(2k 4+ 1)t] = 0 pour tout k € IN* et

f(t) =0.
La suite de fonction (Sy)n converge donc simplement vers f sur R.

La convergence n’est pas uniforme puisque les fonctions Sy sont toutes continues sur R est que f ne I'est
pas.

@ Les graphes des fonctions S1g, Szo et séparéement celui de S;g9 pour une meilleure illustration du phénomene,
sur Uintervalle [—7t/2, 7T].

nJ

UU

Effer de Gibbs sur un signal unidimensionnel discontinu
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—

Sil'on garde plus de termes de Fourier, les oscillations
conservent leurs amplitudes mais & amortissent plus vite.

Au voisinage de 0, que ce soit a droite ou a gauche, la convergence de Sy vers f n’est pas uniforme. On
pergoit de fortes perturbations de la fonction Sy au voisinage de 0, au fur est a mesure que n grandit.
C’est le phénomene de Gibbs.

@ a  Soit n € IN*, pour tout t € R\7tZ

=1
L
I
—
=

Ta(t) = ) sin [(2k+1)t]
0

=
I}

. 2isin (nt)etm+1t 1 sinnt
—2isin(t)ett sint

B sin?(nt)

B sint

b Soit un segment [a, b] C ]0,7/2[. Pour tout n € IN* et pour tout t € [a, b]
1

sina

Ta(t) <

]
sina’

On pose alors M =

¢ On exécute la transformation dite d’Abel, pour tout n,p € IN* et pour tout t € [a, b]

+p n+p
Snip(t) —Sa(t) = = Z sin[(2k+1)t] _ 4 y s (1) — Tie(1)

mAm 2k A= 2k
) i n+p+1 T (t Z
A k—1 2k—|—1

_ 4 Toipt1 T +nZ+pT(t> 1
a\2m+p+1)—1 2m+1)—1 k=n+1k 2k—1 2k+1
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De quoi on déduit

aM 1 1 = (1 1
— < —
[Snip(t) =Sn()] < <2n—|—2p—|—1 T +ka+1 <2k—1 2k+1>)

< 4M 1 n 1 n 1 B 1
- @ \2n+1 2n+1 2n+1)—1 2n+2p+1
< 4aM 3 12M
= @m 2n4+1 m2n41)

12M

Soit alors € > O et soit un entier N tel que - < &. Pour tousm > N, p € IN et pour tout

(2N +1)
t € [a, b] on a alors
|Sn+p(t) —Sa(t)[ < e
Ceci démontre que la suite de fonctions (Sn) converge uniformément sur le segment [a, b]. Convergence
qui se fait vers f puisque on a déja vu qu’il y’a convergence simple vers f sur R.

[6) (a Soitt€lo,m/2].

S/(t)_iECOS [(2k+1)t]_inz_1€i(2k+1)t_im Sin—nteint _ESiHZnt Sl(t)—O@sjnznt—
" _nk:() _nk:1 o sint @ osint M B

k
O JkeZt=-—mn
2n

i
La plus petite valeur qui annule S}, sur ]0, 7t/2] est donc le réel o = P

sin 2nt . sin 2nt
=— . La fonction s : t — —
sint sin

b On a vu que pour tout t €10, 7/2], S/ (t)

continuité en 0 en posant s, (0) = 2n.

se prolonge par

Sn, qui est de classe C', est alors une primitive de sn sur le segment [0, 7t/2] avec Sp(0) = 0. D’apres le

théoréme fondamental du calcul intégral, pour tout x € [0, 7t/2]

2 (* 2 (*sin2nt
Sn(X) N T_(J'o Sn(t)dt N T_(JO sint

I'intégrale du dernier terme de cette égalité se faisant sur I'intervalle ]0,x]. De la

dt

2 (™2 gin 2nt -mt 1 (™ sinu
Sa(om) - 2 [ S g T,
T Jo sint nm Jo sin(u/2n)
sinu sinu

¢ En observant que au voisinage de 0, on peut faire ’hypothese que

sin(u/2n)  w/2n

chose qu’on va s’atteler a4 démontrer.
On va utiliser les inégalités connues :

2
vVt € [0,7/2], sint > T_Ct (concavité de sin sur [0.71/2])

]
VteR, |sint—t| < g|t|3 (inégalité de Taylor-Lagrange).
On a alors pour tout t €]0, 7t/2]

1 1 [t — sin t|

1
— —j-———<
sint t tsint T t.

t3 T

< —t
2 —_
=t 12

—

Si maintenant n € N* et u €]0, 7t] alors % € [0, /2] et donc

| sinu _sinu|<ll|‘, u|<7't_2
sin(w2n)  w2n' =122 = 240
On integre sur ]0, 7]
1 (™ sinu 2 (Msinu 1 (™ sinu sinu e
LI R T dul < — _ du <
nm L sin(u/2n) v TtL u ul < TtL |sin(u/2n) u/Zn| = 24n?

Ce qui démontre Passertion (%), assertion qui signifie que

Snlan) — T—tI
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>

an €10.71/2[ done f(on) =1 et done

sup  [Sn(x) — f(x)] > ISn(otn) — flotn)| 2> [Sn(an) — 1]
x€10,7/2[

2 2
Puisque (Sn (o)) converge vers T_tI est que T_tI ~ 1,17 d’apres la question (2.b.) alors la quantité
sup [Sn(x) —f(x)]
x€]0,7/2[
ne peut converger vers 0, car sinon (Sy(an)) convergerait vers 1.

N.B : La question revient & démontrer que la suite de fonctions (Sn)n ne converge pas uniformément vers
f sur Uintervalle ]0, 7t/2[. Tout le brique & braque mis en ceuvre pour y arriver, en dehors de son aspect
sportif, est inutile. En effet il suffisait de mettre en défaut le théoreme d’interversion

I 5 Sa06) 7 gl 5005

La premiere double limite valant 0, la seconde 1.

n

La question aurait eu plus d’intérét si elle s’était orientée vers une minoration effective de  sup [Sn(x) —
x€10,m/2(

£(x)].

- 3.3 Démonstration du théoreme de la convergence normale

La formule de Parseval pour une fonction f : R — C cotinue par morceaux 27-périodique

+oo 27
eI+ Y len(fI+lcn(f) = L O
n=1

Si f est continue et tous ses coefficients de Fourier sont nuls alors

27
J [f(t)2dt =0 (*%)
0

La fonction |f| étant continue positive sur le segment [0, 27t], cela implique qu’elle est nulle sur ce segment
et par périodicité, sur R tout entier. f est donc la fonction nulle.

Si maintenant f était seulement continue par morceaux, I’égalité (**) est toujours valable, elle implique
que f s’annule en tout point ou elle est continue, et donc pas forcément partout nulle, sauf si ... elle était
continue.

(Précisons, si f est 27m-périodique, continue par morceaux et vérifie I'égalité (%) alors f = 0 <= f est
continue)

f est continue 27t-périodique et sa série de Fourier converge uniformément sur IR. On pose pour tout t € IR.
+oo
g(t) = co(f) + ) cp(flePt4c p(f)e P
p=1

a les fonctions t —— cp(f)eiLpt + c_p(f)e_'.Lpt

sur IR, donc g est continue sur R.

sont continues sur R est la convergence est uniforme

Maintenant, grace a la convergence uniforme sur le segment [0, 27t] on peut intégrer terme a terme l'ex-
pression g(t)e™ ™ ce qui donne pour tout n € Z

co(g) 2 —int = 2 i(p—m)t 2 —i(p+n)t
cn(f) = e dt+—nZ cp(f)| e dt+ep(f) | e dt

1 (7"
Comme pour tout (k,h) € Zz, EJ et(k—Mtge — Sxh une seule des intégrales figurant dans cette
0
expression est non nulle, elle est obtenue pour p=nsin > 0, pour p = —n si n < 0. Ce qui nous mene a
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Iégalité

cn(g) = cn(f)
¢ f— g est continue 2m-périodique sur R et par linéarité des coefficients de Fourier
VneZ, ca(f—g)=cn(f) —calg) =0

D’apres la question (8.) on a donc g = f.

a  f étant continue et C' par morceaux, une intégration par parties donne

27

27
cn(f) lJ f/(t)e ™dt = 1 ([f(t)e_i“t] én +inJ

_ —int i
= 2m s I . f(t)e dt) incy ()

1
b Pour deux nombres complexes a et b, [ab| < 5 (lalz + |b|z) (découle tout bétement de (|a] —

b))% > 0).
Sin € N*ette R alors uy(f)(t) = 1ln (cn(f')e_mt — c_n(f)ei"t) et donc
len(f)] | le_n(f)] _ 1 1 "2 "
un () (1)) < o+ Z e < S (len(F)2 + le—n(F)12)

¢ La fonction f’ étant continue par morceaux 2m-périodique, d’apres la formule de Parseval les séries
a termes réels positifs Z len(F7)1% et Z lc_n(f)|* sont convergentes. La majoration obtenue dans la

question précédente acheve de démontrer que la série de fonctions E un (f) converge normalement sur

R. Elle converge vers la fonction g définie dans la question (9.), toujours d’apres cette question, on a
forcément g = f.

Ainsi Z Un (f) converge normalement vers f sur R.

d Le phénomene de Gibbs ne subsiste plus pour une fonction 27t périodique, continue et de classe c!

par morceaux sur R.

C Ala prochaine )

274



