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Mamouni My Ismail

Corrigé Devoir Surveillé N°6

Séries de fonctions, entieres

Séries de Fourier
Intégrales a parametre

MP-CPGE Rabat

,{ Blague du jour }

pour Poptimiste le verre est a moitié plein
pour le pessimiste il est a moitié vide
pour I'ingénieur sa capacité n’est pas a son rendement maximum

~ Abu Muhammad Abdullah Ibn Ahmad Ibn al-Bitar (7-1248)

was one of the greatest scientists of Muslim Spain and was the greatest botanist and pharmacist of the Middle
Ages. He was born in the Spanish city of Malaga (Malaga) towards the end of the twelfth century. He learned
botany from Abu al-Abbas al-Nabati, a learned botanist, with whom he started collecting plants in and around
Spain. In 1219 he left Spain on a plant-collecting expedition and travelled along the northern coast of Africa
as far as Asia Minor. The exact modes of his travel (whether by land or sea) are not known, but the major
stations he visited include Bouaghia, Constantine, tunis, Tripoli, Barqa and Adalia. After 1224, he entered
the service of al-kamil, the Egyptian Governor, and was appointed chief herbalist. In 1227, al-kamil extended
his domination to Damascus, and Ibn al-Bitar accompanied him there which provided him an opportunity to
collect plants form stations located there.
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Probleme (CCP 2003, PC) : Corrigé Pr. Crépy

1.1 PARTIE I

Pour tout nombre réel u €]J0, 1[, on définit la fonction @y, de la variable réelle t par :
-Pour tout t € [—m, [, @y (t) = cosut,
-La fonction @4, est périodique de période 27t.
1.1 La fonction @4 est continue par morceaux sur R. Il suffit d’établir la continuité en 7t pour en déduire, par
2m-périodicité, la continuité de @y sur RR.
Pour t € [m,3m,on a @yu(t) = @u(t— 27) = cosu(t— 27) et lim @y(t) = cosum qui est égal a

t—m
lim @y (t). cqfd
tom
La continuité en 7t permet d’écrire @ (t) = cosut pour tout t € [—7m, 7).
Etablissons maintenant la parité de ¢y sur R.
Pour tout t € R, il existe n € N tel que t € [(2n— 1)m, (2n+ 1)n]. On a donc @u(t) = @u(t — 2nm).
@y est clairement paire sur [7t, 7t] donc @ (t — 2n7) = @y (2nmT —t).
Enfin @y(—t+2nm) = @y(—t) car —t €](—2n— 1), (—2n+ 1) 7). cqfd
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1\ A
= =3 = ERSY

Figure 1 : graphe de @(u) pour u=1.3

Il en résulte que

“ TC 2 TC
an(u) = —J @y (t) cosntdt = —J @u(t)cosntdt pour tout n € IN.
T ) _x T Jo
Le calcul donne
2 (™ 1 (™
an(u) = —J cosutcosntdt=—J cos(Uu—mn)t+cos(u+n)tdt
T Jo T Jo
1 [sin(lu—mn)t  sin(u+n)t ™ (=1)"2usinumn
ol u—n u+n |, ®™ uZ-n2’

La fonction ¢, est de classe C! par morceaux et continue sur IR, donc sa série de Fourier converge normalement

sur R vers @y. Comme @y est paire, on a by(u) =0 pour tout n € IN*, ainsi
sinumr 2 (—1)™ 2usin um
+)_

cosnt.
u u? —n?

VtER, ou(t) =

n=1
1.2 Pour t = 7t le calcul de la somme de la série de Fourier de @y, donne, apres division par sintu =0

“+o00

vuelp,n, T 1oy
s 7Tu u

2u

u2 —n2?’
n=1

d’ou I’égalité demandée.
2
X
1.3 On considere la série de fonctions de terme général un(x) =In (1 — ¥>, n € N*.

2
X

Pour n € IN* et x € [0,1[, on a un(x) défini, négatif et équivalent & ——5 lorsque n — +o00, ainsi la série
n

de fonctions Z uy converge simplement sur [0, 1[.
2x

La fonction uy est de classe C' sur [0, 1] avec u)(x) = ——-
x¢ —n

a
Pour tout x € [0, a] avec [0,a] C [0,1[, on a [u,(x)| < ——— qui est le terme général d’une série
n-—a

numérique convergente, ainsi la série de fonctions E u/, converge normalement sur tout segment [0, al.
+oo

I en résulte, d’apres le théoreme de dérivation d’'une série de fonctions, que la somme E Uy, est de classe C!
n=1

sur [0, 1[ et que

+oo ! +00 “+oo
2x meosTx 1
— / j— = _
Vvx € [0, 1], (3_1 un> (x) = 3_1 Uy (x) nE_1 712 13 s "

Ainsi pour tout x € [0, 1[,

g X mcosmu 1 s sintu ] sin 7tx sin 7tx
E un(x)=J — — —du+ E un(0) = [ln } =In —Inm=1In .
o sinTu u u |,
n=1 n=1
~—_——
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[.4 Soit (sn)nenN la suite de fonctions définies pour tout x € R par la récurrence :

2
so(x) =x, sn(x) = (1 — %) Sn—1(x) pour tout n € IN*.

[.4.1 Pour tout n > [x],on a[sn(x)| < |sn_1(x)| et sn(x) de méme signe que sn_1(x). La suite (|Sn(%))n>x|
est décroissante et positive, donc convergente.
Comme la suite (Sn(x))n>x est de signe constant, elle est donc égale, au signe pres, a la suite convergente
(Isn () Dn>x-
Ainsi, la suite de fonctions (sn)nen converge simplement sur R vers une fonction s.

[.4.2 Soient n € N* et x € R avec n #x (non précisé dans I énoncé)

Par définition, on a Sn(x) = XH (1 — ﬁ) e H (k—x) (kK +x). Il en résulte, avec des change-

k=0

ments d’indices, que

1 n n 1 n— n+1

sn(x+1) = n—!ZH(k—x—UH (k+x+1) n—'ZH x) [ (x+x)
k=1 k=0 k=0 k=1
1 —x = i n+14x
= [k x (414 [ [ (k%) = ————sn(x),
k=1 k=1
d’ou I’égalité demandée.
s s e x+n—+1 o

Pour x € R fixé, 'égalité sp(x +1) = ﬁsn(x) est valable pour tout n > |x|. Le passage a la limite
lorsque N — —+co donne s(x+ 1) = —s(x).

1.4.3 La fonction s est nulle en 0, car $5(0) = 0 pour tout n.
n

Pour x €]0,1[, on a sp(x) >0 et Insp(x) = lnx + Zuk(x), ainsi, d’apres 1.3, lim Insp(x) = Inx +

n—-+oo
sin 7tx sin 7TX
In =1In .
X T .
. . . . sin 7tx . S1n 7T
La fonction exponentielle est continue sur R donc lim sp(x) =e™ =, soit s(x) =

n—-+oo
Soit x € R et n = |x]| sa partie entiere. On a donc s(x) = (—1)"s(x —n) et x —n € [0, 1[, ainsi
sin7t(x —n)
— (2
s(x) =(—1) -
On obtient donc s(x) =

Dans la littérature, ce résultat est appelé “développement eulérien de sinus”.

sin 7Tx

pour tout x € R.

12 PARTIE II

On considere la suite (fn)nen+ de fonctions définies pour tout x € R par :

—X n—x n—1
fn(X) =mX(X+1)...(X+n—]) =mg(x+k)
1.1 .
I1.1.1 Soit p € N. Pourn > p+1, on a fr(—p) =0, ainsi nglf fn(—p) =0.

I1.1.2 On suppose que x € Z~. On a donc fy(x) 0 pour n € IN*.
Pour tout n > —x, on a f1(x) de méme signe que fr(x).

f.
En posant Ny = max{1,—|x]}, on obtient donc %)(:;) > 0 pour tout n > Ny.
n
f 1\~
Le calcul donne L(X) =14+ — <1 + E) et
fn(x) n n
In fn+
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f X
Ainsi la série de terme général In L(), définie a partir du rang Ny est convergente.

fn(x)

fip1(x) _ n frg1(x)
i (x) g (%)

n
Pour tout m > Ny, un télescopage des termes donne Z In ce qui implique

k=Ny
n

frp1(x) = fr, (x)e> ™ ol Sp(x) = Y In
k=N,

f
L(X) est le terme général d’une suite convergente ( vers
fie(x)
S(x)) .
Il en résulte que la suite (fn(Xx))nen* converge vers fNX(x)eS(X) 0.
On note f la fonction lim fy, définie sur R tout entier.
n—-+oo
-‘ —X
I1.2 Pour x € R, on obtient, apres calculs, i1 1(x) = <1 + H) xfn(x+1).
Le passage a la limite lorsque n — +oo donne alors f(x) =xf(x 4+ 1).
On afy(1) =1 pour tout n € IN donc f(1) = 1. Avec la relation f(x) = xf(x + 1), on établit, par récurrence

sur n, que f(n) = pour tout n € IN*.

(n—1)!
I1.3 Six € Z, I'un des entiers x ou 1 — x est négatif ou nul donc f(x)f(1 —x) =0=

Six € R\Z, alors sn(x) 0 pour tout n € IN* et, apres calculs, on obtient
fan(x)fn(1—x) n
sn(x) T n4x
x) = s(x), appelée “formule des compléments” dans la littérature.
I1.4 On se propose d’établir que, pour tout x € R et tout p € IN*, on a la relation :

p—1
(1) fpx)=(2m) "2 p P f (x + E) .
k=0 p

sin 7TX

. Le passage a la limite lorsque n — +oo donne alors ’égalité demandée f(x)f(1 —

Nota : comme la relation (1) est trivialement vérifiée pour p = 1, on supposera désormais p > 2, ce qui
rendra cohérent le produit écrit dans 11.4.4
I1.4.1 On suppose px = —n avec n € N, alors f(px) = 0 d’apres 11.1.1.

k
Une division euclidienne donne n = pq + r avec (q,r) € N2 et r € [0, pl. Pour k=1, on a x + B =—q,

k
ainsi f (x + 5) =0 d’apres II.1.1, ce qui annule la partie droite de (1).

La relation (1) est donc vérifiée lorsque px € Z™.
I1.4.2 On suppose que px n’est pas entier négatif, et soit n un élément quelconque de IN*. On a

x—1 p—1n—px pr .
PP fpn(px) = (pn—1)! H (px+3j).
=0

Par ailleurs

p—1 p—1 —(x+£) n—1
k n P k.
gfn<x+5) e H<x+5+1>

I
—
)
|

1 p—1 /n—1 .
TP pan<H(px+k+1p)>.

k=0 i=0
Pour chaque i € [0,n[ et k variant dans [0, p[, les entiers ip + k décrivent I'ensemble [ip, (i + 1)pl. La
réunion donne I'ensemble [0, npl, ainsi

11_ (prrP;—]) p_pn pn—1

p—1
k
fn <x+—>= (px+3j).
g P (=) Q

n—1)!P
[((pni)]' qui est strictement positif et ne dépend

p! fpn(px)

p—1
H fn <x + E)
k=0 p

—1
Il en résulte que est égal A pPn"2

pas de x.
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PP Tf(px)

p—1
k
I1¢ <x + —)
k=0 p
Il en résulte que le terme de droite admet une limite, positive ou nulle et qui ne dépend que de p, lorsque
n — +o0. On la note Ap. On obtient alors 'égalité demandée

Le terme de gauche admet une limite égale a lorsque M — 4-o0.

f(px) =App P[] <x+ B) .

k=0

1 S
I1.4.3 Pour x = 5 la relation ci-dessus, donne f(1) = Ap H f <T>
k=0

p—1
Sachant que f(1) =1, un décalage d’indices k +1 — k donne Ay H f (%) =1.
k=1

Le changement de parcours des indices k — p — k donne l'autre égalité :

Apr<—> =Apr<1 ——>.
k=1 p k=1 p

Pl i ke
Avec le produit de deux et le résultat 11.3, on obtient /1\]2J H np =1 ainsi
k=1
1
AL
P -1 :
L
H sin —
k=1 p

.44 Ona (x —1)(xP" 1 +xP2+...+x+1) =xP — 1, ainsi le polynome
2ikm

P xP2 4 4x+1a pour zéros complexes, les p — 1 racines de l'unité zx = e P avec k
1,....p—1.

. 5 2km i ) ..., 2ikm _ 2ikm
Le polynome x~ — 2x cos —— + 1 a pour zéros complexes, les 2 racines de I'unité e P =zxet e P =
P

p—1
2km
Zx = Zp_k- Ainsi le polynome H <x2 — 2x cos T + 1), de degré 2p — 2, a pour ensemble de zéros
k=1
{Zk7Zp_k/k= 17 s P— 1}.
Il coincide avec ’ensemble des zéros de (xp_1 +xP 24+ x+1 )2 de méme degré et méme coefficient
dominant, ainsi
p—1
2kt
(P +xP 24 x4+ 12 =] <x2—2xcos— +1> .
k=1 p
En donnant & x la valeur 1, on obtient

2
p—1 p—1
2km km
p’= HZ—ZCOS— — 4p~T Hsin—
k=1 p k=1
4sin? ]%‘
p—1
. : . . kT P
Il en résulte, connaissant le signe, que H sin — = T
k=1 ,
. L 2T
Avec le dernier résultat de I1.4.3, sachant que Ap > 0, il vient Ap = ———

2
Combiné avec la relation établie en I1.4.2, on obtient 1’égalité (1) demandée, appelée “formule multiplicative
de Gauss” dans la littérature.
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1.3 PARTIE III

+oo
Soit T la fonction de la variable réelle x définie par I'(x) = J et T dt.
0

III.1 Pour x € R, l'application hy : t — e ' est continue et positive sur ]O, 4+ool.
On a hy(t) O =1, ainsi hy est intégrable sur 0, 1] si et seulement si x > 0.
Onahg(t) = O <l2), ainsi hy est intégrable sur [1, +oo[ pour tout x.
t——+o00 t
I1 en résulte que la fonction I est définie sur D =]0, +o0[.
La fonction h : (x,t) — e ¥ T est continue sur 10, +oo[?, ainsi que chacune de ses dérivées partielles

kh
% D (x,t) = Inft e .
Pout tout segment [a, b] C D et tout (x,t) € [a,b]x]0,+oc[, on a

k

o*h N _ _ _
h(x,t)] < P p)(t)] et ‘W(xat)‘ < In*t Ppgp)(t) ot Ppgp)(t) = e maxf{t®' t°7 T},

Comme les fonctions ¢q p) et In¥ td(q p) sont intégrables sur ]0, +ool, il résulte des théoremes sur la continuité
et la dérivation des intégrales a parametre, sur un intervalle, que T" est indéfiniment dérivable sur D.
n t n
II1.2 Pour tout x €]0, +oo[ et tout n € IN* on pose Gn(x) =J (1 — E) 1 dt.
0

1
I11.2.1 Soit gn(x) =J (1 —u)™u* ' du pour tout n € N et x > 0.

0
Une intégration par parties, valide, donne pour n > 1

x71 1 x
gn(x) = {(1 —u)“%]OJrL n(1 —u)“_“% du - ggn_1 (x+1).

0

nn—1)...n—k+1)

x(x+1)...(x+k—1)
n!

Il en résulte que gn(x) = gn_k(x + k) pour tout k € [1,m]. Apres calculs, on

obtientgo(x) = 3—( et gn(x) =

n

[[x+%x
k=0
Pour n € IN*, le changement de variable t = nu donne gn(x) =n"*Gp(x).

En remplacant par la valeur de f;,(x), non nulle, on obtient G (x) = [CERSramE
n

[11.2.2 On vérifie aisément (étude directe ou convexité) que €* > 14 x pour tout x € R. On en déduit que
t t
en >1+_>0ct e >1— >0 pour tout t € [0,n]

t\" t\"
En élevant a la puissance n, on obtient les inégalités demandées : e~ t > <1 — —) et et > <1 + —) .
n n

On en déduit que, pour tout t € [0, n],

ose=(1=3) - pos(-) s [ - 0-3)]

I11.2.3 Soit a € [0,1]. L’inégalité (1 —a)™ > 1 —na est vérifiée pour n=1.
Supposons-la vérifiée pour n > 1, alors

A—a)"'=(1—a)d—a)*>0—a)(l—na)=T—m+TNa+naZ>1—(n+1)a.

Il en résulte, par récurrence sur n, que 'on a (1 —a)™ > 1 —na pour tout n € N*. En combinant avec
le dernier résultat de II1.2.2, on obtient

n 2 2,—t
oge—t—(1—1> <et {1—(1—13—2)} _te
n n n
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I11.2.4 Pour x €]0, +o0[, on a

n t n “+00 n tx—H e—t
0< J <e_t — (1 — —> ) 1 dt =T (x) — Gn(x) —J et Tdt < J ———dt.
0 n n 0 n

——+00

+oo
L’existence de I'(x) implique que lim J et Tdt=0.
n

n
n tX+1 —t r 2
Par ailleurs, J Te dt < M qui tend vers O lorsque n — —+o0.
0
Il en résulte que lim Gn(x) =T(x).
n—-+oo

R . 1 . 1
D’apres I11.2.1, on a ngr}rloo Gn(x) = Tk ainsi f(x) = )
Cette expression de I'(x) est appelée “forme limite d’Euler” dans la littérature.

IT1.3 D’apres I11.1 et I11.2.4, on a f est indéfiniment dérivable sur ]0, +oo.
Avec la relation f(x) = xf(x + 1), on établit, par récurrence sur n, la classe C* de f sur | — n, +oo[ pour

tout n € IN*. Il en résulte que f est indéfiniment dérivable sur RR.

Exercice 1, cne 89, MP : Corrigé Pr. Saddiki
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Exercice 2, e3a 2006, MP : Corrigé Pr. Girard

La série entiere ) - a,t" est de rayon infini et pour tout t de R, > ~ja,t"
est absolument convergente.

1. Pour toutt > 0, |b,| t" ~ |a,| t" donc la convergence absoluede - a, "

entraine la convergence absolue de ) ~b,t" : la série entiere ) b, t"

est de rayon de convergence infini, c’est-a-dire |g est définie sur R|.

2. Avecb, >0,onaa, ~ b, < lim & =

n—oo n—oo bn
an

En posant v, = — 1, on a a, = b, (1 +,) et lim ~, =0.
n n—oo

3. a) Pour tout m € N, la suite (v,),>m étant convergente, elle est bornée,
c’est-a-dire qu’il existe un d,, = sup |y,| : pour tout n = m, |v,| < 0.

n=m

b) Pour tout ¢t > 0, on a g(t) > > b, t" > by 1 t™ > 0, puis

n=m-+1
[ 1 = ft)—g() _ > omeol@n—b,)t" — D ong Yn b t"
g(t) g(t)Z ‘ §|jn 0 bn t" Yoo o bnt? ’Z
f@) > onolnl bn t" nem41/7n] bn " > neolvnl b t" nemp1 On "
‘gﬂ 1’ S SE e TSR e S T om N
et finalement ‘f— — 1) < % + Om

c) Onadonc’i;g —1‘ O 4+ S oo [vn] 2 e

bint1
La convergence de la suite (,) vers 0 entraine la convergence de la suite
(0,) vers 0, donc si ¢ > 0 est fixé il existe un N de N tel que m > N

entraine d,, < 5.

Alors pour tout n de [0, N] on a lim |v,] bb—” tN_;nH = 0, donc pour tout
t—+o00 N+1

n de [0, N], il existe un «;, > 0 tel que t > «,, entraine

b
h/nl bN+1 tN 171+1 < (1\?4_1)

Finalement, si A = max «,, pour tout £ > A on a

0<n<N

(1) _

81| <5+ (V4 1) i ==
o S ST =
Cela signifie tEeroo o = 1, Clest-a-dire f(t) Mo g(t)|.
4. a) Onaln[(1+-7)""" = (n+1) In(1+ ) et lim (n—|—1) In(1+—=) =1,

c’est-a-dire par continuité de la fonction exponentlelle hm (1—|— — H)”+1 =e.

On en déduit que pour tout ¢ de R, hm (1 + —)”Jrl ﬁ = 0 : avec le lemme

m
d’Abel, la série entiere ) (1 +
que | h est définie sur R .

- +1)n+1 " est de rayon infini, c’est-a-dire
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1 )n+1

14—+ . .. X
b) Avec % < et ce qui précede on a h(t) ~ e Y L5, clest-
n! oo 1! t——+00 w
n=0
a-dire finalement [h(t) ~ e/,
t—+o0

0
5. a) Soit y(t) =t + > a,t" la somme d’'une série entiere de rayon R > 0
n=2

solution de (F) sur in intervalle I C] — R, R].
Pour tout t de | — R, R[, on a

yt) =1+ na,t" Ly )= nn—1)a,t" 2,
n=

2 n=2
0.} o (0.9]
et nn—1)a,t" 1+ [1+ S na,t" 1 —t—> na,t" =1,
n=2 n=2 n=2
o0 o)
—t+ > (n+1)2ap 1 t"— > na,t" =0,
n=1 n=2

(dag — 1)t + D [(n+1)%a,q —na,)t" =0,
n=2

et, avec 'unicité du développement en série entiere de la fonction nulle,

on a ay; = %1 et pour tout n > 2, a,.1 = ﬁan, c’est-a-dire en fait

a, = ”n—}l a,_1 pour tout n > 2.

Avec ag = 0 et a; = 1, cela définit une unique suite (a,) a termes stricte-

ment positifs pour n > 1.
Uit thrl
ap t"

Pour tout ¢ > 0 on a lim
n—oo

de rayon de convergence infini.

— Al 15 n
= 0, donc la série entiere ), a,t" est

4 71 ' \ .
Par récurrence on a, pour tout n > 1, a,, = (?n—!)g), c’est-a-dire

Vn >1, a, = ——

nnl |

0
On obtient : z(t) = > -L- pour tout ¢ de R, unique solution de (E) somme
n=1

d’une série entiere et telle que 2(0) = 0 et 2/(0) = 1.

el—1 .
S n—1 t # O
20 =2 5 {1 sit=0

b) On obtient alors

tn+1

(0.9]
¢) Pour tout t > 0, on atz(t) = >
n=1

nn!”’

Avec nn! ~ (n+1)! et ce qui précede on a donc

n—oo
F2(f) ~ S AL 1y
t—-+o00 n=1 (n+1)' ’

et finalement |2(t) ~ et—t :

9298 ( Ala prochaine




