Concours ommuns polytechniques- Mathématiques 1
Corrigé par M. TAIBI Lycée Moulay Youssef Rabat

Partie I : Résultats préliminaires

1. Dans le théoréme de convergence normale on suppose seulement f continue par morceaux.

a) C’est le théoréeme de Dirichlet de convergence simple :
-f est continue par morceaux et 27 -périodique
-f est de classe C! par morceaux sur R
Alors (S,(f)), converge simplement sur R vers f : x s(f(@) + flz7)).

b) La convergence ne peut-étre uniforme sur R.

Exemple : f(t) = { 0sit €= 0]

Lsite 0] et f 2m- périodique

2. Représentation graphique de ¢ :

° 5 10

x

¢ est continue sur R mais n’est pas de classe C! par morceaux car lim ¢ = 400
0

Tr—
3. théoréme de Cesaro :
On suppose que la suite complexe (u,) converge vers ¢

a) | tn—L=o(l) implique S° (ug — €) = o( 3> 1) = o(n + 1) (cours)
la serie >, g1 diverge P =0
n
> (uk — ) " o
b) Par ce qui précede = — o(1). Mais 3 (up — £) = 3 ug — (n + 1), donc
n+1 k=0 k=0
n
D g
)
n+1 n—+o00

4. On pose o,(f) = %H(So(f) + ...+ Su(f)),
On suppose que (S, (f))n converge simplement sur R . Posons alors g(z) = lim,, S,(f)(x)
pour tout =
Par le théoréme de Fejer, (0,,), converge uniformément vers f sur R.
Par le théoreme de Cesaro (oy,), converge simplement vers g.
Donc f=gsur R.

5. (up)n est une suite de réels telle que limw,, = 0. notons par d,, = sup{ug / kK > n}, on a
alors : Vk > n, 0 < uy, < d,, en particulier 0 < u, < d, .
D’autre part : {ur, / k > n+ 1} C {uxr / k > n} et par passage a la borne sup, on a :
dy, > dy41. Donc la suite (dy,), est bien décroissante.
Veérifions que (d,), converge vers 0 pour conclure.
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On a déja (d,) est décroissante et positive, donc converge vers un réel d > 0

Par définition de d, pour tout n E N, il existe ¢ : N — N application strictemen croissante
telle que : Vn, d < uy(n) < d+ 37 Et comme u, — 0, il en résulte que u
d = 0 par unicité de la limite.

o(n) — 0 et puis

Partie II : Exemple de série de Fourier divergente en un point.

Pour n € N*, f,, : [0,7] — R une application telle que : f,(z) = # sin [(2”3 + 1)%}

6. Pour tout x € [0, 7] et tout n € N*, on a : |f,(z)] < # et > n—12 converge (indépendement
de x) , donc la série ) f,, converge normalement sur [0, 7].

™ q
7. I,k = [ cos(pt)sin(Zt)dt, et T, ), = ZOI k
0 p=

a) Calcul de ka
L = fo 5 [sin(p + QkH )t + sin(p —ijl)t] dt

s ™
=1 21k+1 cos(p + 2k+1 )t} — [pi_;ﬂ cos(p — —ijl)t]
2

P+

1 1 1
=3 -
2 <p2gu p+2gu
1 1

Sp2k—1 T 2pTokid
b) T, en fonction des u; :

q q
_ _ 1 1
Tpr = ZOI ko= > <2p72k71 + 2p+2k+1)
p:

>(p#@)

0 0

d 1 a 1
= 2 i T L M
p=0 p=0

k—q 1 k+q 1
=X gt X an

j=k j=k

k+

_ Zq _1 4 _1
= 25+1 T 2k+1

Jj=k—q

1 e
Le réel ¢, recherché est donc ¢, = 27T dui est positif. Comme la quatité ' % 7T
j=k—q

est positif car 0 < |k — q| < k + ¢, ilen résulte que T}, ;, est aussi positif ou nul .
¢) Quetion classique :
1 1
{ %1 ~ o > U

1 .
> - 55 diverge
on a:

, donc, par le théoréme de sommation des relations de comparaison,

N | —
aﬂ>~
[\’)lH

iv: 1 iv: :
Pt 2k +1 P 2k
d) Equivalent de T}, j, :

Zi-

2k 2k
Ona: Ty = 21#1 + % 23-11 ~ % 2j{H ~ 5= In(2k) ~ £ Ink car limIn(k) = +o0 et
j= j=

1n(2) est constant.

8. f étant paire 2m-périodiq et contiue sur R, donc pour tout p € N*, on a : a,(f) =
2 [ f(t) cos(pt)dt. i
Mais f( )= fat) =307 # sin(2™" + 1)% pour tout t€ [0, 7] et que la convergence
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de la série est unifrme sur [0, 7], donc :

o0
ap(f) = % > #foﬁ cos(pt) sin(2"3 + 1)%dt

n=1

S T 3 t
=> %/ cos(pt) sin(2" 4+ 1)=dt
n=1"""Jo 2
Ip’2n3—1
_ % 2 _ on3—1 _ on?
= > 7rnQI]D gnd—1, k=2 de sorte que 2k = 2
n=1"" ’
9. Pour p € N*,
2p3—1 f 2p3—1
Sysa(NO) =+ 3 a(f)eos(k0) ==+ 5 a(f)
- -
= -3+ > alf)
k=0
2P3_1 00
= =3+ X X e
k=0 n=1
fe’e) o —
— %)+ .
n:l = ’
( )+ Z 7rn2 210 *1210 -1
ap 2
= _7(]0) 2T2p371 op3—1
o
On sait que Tops1 g1 ~ $In(27 = 1P - Dn(2) ~ $p°In(2), donc w, ~

1
2
E1n(2) e +00 et par suite )~ Sy,3 1 (f)(0) diverge.

Partie III : Fonctions a variations bonées, théoréme de Jordan

Pour a < b deux réels, on pose S[a,,b] I'ensemble des subdivisions de [a, b].

10. f($)2{0 siz=0

zcos(gz) si z €]0,1]
Montrons que f est continue sur [0, 1].
La fonction f est continue sur |0, 1] par opérations. L’application z + cos(g;) est bornée
sur ]0,1], donc lim,_,+ 7. cos(g;) = 0 = f(0) et suite f est contninue en 0. En conclusion
f est continue sur [0;1].
Montrons que f n’est pas a variation bornée sur [0;1].
: rg =0, Tpy1 =1
Soit 0 = (x € Sjp.q) telle que :
o= k)0<k<n+1 [0;1] q { VEk €[l,n], = 2(n+117k)
Pour n > 2et k €[l,n—1],on a:
p
Flenen) — F(or) = gy coslarigy) ~ Zi €os(g——) = cos((n — k)m) — cos((n-+

2(n+1—k)

1= k)m) = (~1)"* (35 + gy ) - done [£(za) = Flaw) = § (575 + 70 )
n—1

n—1
pour tout k €[1,n—1]et par suite V (e, f) = > |f(zr+1) — f(zi)| = % (2(n1—k) + 2(n+11—k)> =
k=1 k=1

n n—1
3 (Z T+ %) — 400, donc f n’est pas a variation bornée sur [0, 1].
n—oo
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11. Exemples généraux :

a)

f :]la,b] — R une application monotone.

Lemme : f est variation bornée ssi — f est & variation bornée

Pour A € R*, f est a variation bonée ssi Af est a variation bornée.

La preuve du lemme est évidente.

Quitte a changer f en —f , supposons f est croissante sur [a, b] et soit 0 = ()o<k<n
€ Spa,p), alors 1 f(wgy1) > f(zg) pour tout k €[1;n — 1]

et Vo, ) = 2. (f(wk+1) = [(zr)) = [(zn) = f(x0) = [(b) = f(a) pour tout o € Sjq -

D’owu f est & variation bornée sur [a,b] et V([a,b], f) = f(b) — f(a).

En conclusion :

si f est monotone sur [a, b], alors f est a variation bornée et V ([a, b], f) = |f(b) — f(a)]
Supposons f = g+ h avec g et h monotones sur [a,b] et soit 0 = (zk)ogh<n € Slab)>
alors : ) .

V(e f) < ];0 |9(zk41) — g(ﬂﬂk)szo h(hs1) = hzx)| = |g(b) = g(a)|+|h(b) = h(a)].
Donc f est a variation bornée sur [a,b] et V([a,b], f) < V([a,b],9) + V([a,b], h)..

f :[a,b] — C continue et C! par morceaux sur [a, b].

n—1
Soit o = (zk)ogk<n € Sy, alors V(o f) = > [f(zr+1) — fzr)| < M — a)
k=0

grace a l'inégalité des accroissement finis appliquée a f sur [zg,zr11] avec M =

max( sup |fj(z)|, sup !f’ )|) o fi(x) et f4(x) désignent resp. les dérivées a droite
z€[a,b) z€[a,b)

et a gauche e f au point =x.

12. f :[a,b] — C une application & variation borneée, ¢ €]a, b]

Soient 01 € Sj4,] , 02 € S|cp) €t 0 = 01V 09 subdivision de [a,b] obtenue par juxtaposition
des deux subdivisions, alors V (o1, f) < V(o,f) < V([a,b], f) et V(oa, f) < V(o,f) <
V(la,b], f) , donc f/iqq €t f/jcp sont & variations bornées .

On a aussi : V([a,b], f) = V(o, f) =V (o1, f) + V (o2, f) pour tous o1 et o2. On passe a la
borne sup. sur les o1 € S, g pour avoir :V([a,b], f) > V([a,c], f) + V (o2, f) et puis a la
borne sup. sur les g9 pour obtenir :

13.

Soit o = (zk)o<kgin|N € S[o,2x telle que xy = TN

V(la, 8], f) = Vla,d, f) + V([eb], )

2km
n|N*

Pour k € {1,...,|n| N}, Vi(f) =V ([xp—1, 2], f)-

a)

b)

Pour t € [xg_1, k], on utilisera la subdivision zx_1 < t <z de [xp_1, 2] :

[n|N  xg - [n|N In|N
Z J(f f(xg))e ™ dt E JAF@) = flp)ldt < X2 [ Vi(f)dt =
lxk 1 létk 1 kilétk,1
\n|N
> Vie(f) (@ — zp_q), donc :
k=1
In|N ' |n|N
> / ee)e ™t < 3 Vi) ek — i)
k=1
[n|N g ) [n|N ) )
f flap)e ™tdt| = Z f(xg) f e~ ™dt| . Or f e~ mtdt = n(e_m’”k—e_mm’f—l)
k=1lzp_1 Tk—1 Tp—1
[n|N ] [n|N ] )
donc: [ > [ flzp)e ™dt] = 5 | Yo flag) (e — e~ @k=1) | Mais
k=layp_; k=1
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[n|N In|N [n|N

kgl f(zg) (e‘imk —e‘mxk—l) = Z F(ag)e~inzr — Z F(ap)emor-1

\n\N . nN 1
kzl f(x‘k)e*lnxk _ E f(karl) —inTy
\nTN—l ‘ 4 |
= kz_:o (f(ik) - f($k+1)) e~ Tk | f(2ﬂ_)6712n7r _ f(o)efmxo
[n|N—1 ‘ =0
= Z (f($k) - f($k+1)) e Tk
k=0
Y . . |n|N—1
donc kz_:l f(zg) (e—mﬂck — e—m:rk_l) < kz_:o |f(z1) — f(zpe1)] = V([0,27], f) et par
suite : - -
< —int 1
;ij[l flag)e™"dt| < ﬂv([ojgﬂhf)

c) Par la question a) et l’inégalité triangulaire , on a :

W - | nlv
kz f;:fl f(t)e tdt| — Z ka ) Je~mtdt| < ;;1 Vi(f)(xp — xp_1), donc :
21 [en(f)] = OZWf(t)e’mtdt
n|N In|N N |
= | X SOt <3 Vi) an — ) + | 35 [ fla)e e
[n|N
S ,;1 Vk(f)($k - $k_1) |n\v([07 27T]7 f)
[n|N , ‘n‘N 2 | |
2—31 Vi(f)(xp — xp—1) < ﬁ 1 Ve(f) < |n"§vV([O,27r],f) ( voir question
12)

Diot: 27 len(f)l <y + 2 V(0,27), ) = V(0,27 f) (1+3F)
et que ﬁV([O, 2r), f) (1 + QW) —  LV([0,27], f) et par suite

1
len(f)| < =——V([0,27], f) pour tout n € Z*
27 |n|

n n

14. On pose S, = Zouj et op = %szosk et suppose que o, — L et 3A > 0 tel que

j= =
lug| < k%;l pour tout k

a) Pour k et n des entiers naturels non nuls, on a :

kE(Sp, —L)— (n+k)(opsk—1 — L) +n(op—1—L) =kS,—(n+ k:)an+k 1 + nop—1
n+k—1

= kS, — Z S; + Z S;
k—1

= Z (Sn — SJ+n)
4=0
k—1 j+n

=2 X w
7=01l=n+1
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b) Avec la relation précédente et I'inégalité triangulaire, on a :

k|Sn_L‘ <

D’on

<

<

k-1 j+n

2. 2w
=0 1=nt1
k-1 j+n
2:01 > 1 %_;_2 + (k + 2n)d,—1 car (d,,) est décroissante
J=0l=n+

k=l A k(k—1) A
2%{7515 +—(k-+—2n)dn_1 = 3 nt2 +—(k-+—2n)dn_1
J:

+(n+ k) (ontk—1 = L) + [n(on-1 — L)]

k=D A 012,

S, — L] <
S | 2 n+2 k

¢) Soit n € N* et k € N* tel que : (k — 1)? < 4n?d,_1 < k?, alors :

|Sn _L‘

/

N

<
<

<L+ 2)d,y + DA

n+2

dnfl + %dnfl + L Vd’HA

2(n+2)

2n/dn—
dpn—1+ g—z dpn—1+ Zyvencl g

2(n12)

dnfl + (1 +A)\/dn71 car % <1

Comme (d,,) et décroissante et tend vers 0, la suite (.S,,), converge vers L.

15. Par le théoréeme de Fejer (oy,)y converge uniformément vers f sur R .Soit (d,,), une suite
de reéls positifs telle que (d,,) est décroissante et tend vers O (appliquer le résultat de la

question 5) a al suite (sup lon(t) — f(t)\) ) et que |on(t) — f(t)| < d,, pour tout ¢.
n

16.

17.

teR
ug(t) = co(f) e
Posons { () = en( P + c_n(Fle=i pour tout n € N* de sorte que S, (f)(t) = J;) u;(t).
On a alors :

lun ()] < len(f)] + le—n(f)] < V(0.2r).f) _ nt1V(027).f)  oV([0.27].f) pour tout n € N*

nm n  (n+l)mw (n+1)7

(voir question 13.c) ). et que |ug(t)| = |co(f)]

Donc : |uy(t)]

1
< n+1

A pour tout n € N, ou A = max(|co(f)] ’2‘/([07?]7]0))'

Par la question 14) , pour tout réel ¢ on a : |S,(f)(t) — f(t)] < dp—1 + (1 + A)\/dp—1 et

par suite (S, (f))n converge uniformément vers f sur R.

¢ étant continue et 27-périodique. En écrivant ¢ = @1+¢9 ot 1 (t) = {

[ —tsite |-, 0]
#alt) = { 0 sitel0n]

0site[—m0[
Vit sit e 0,7

, on a laors ¢ est a variation bornée sur [—m, 7| car ¢ est

somme de deux fonctions monotones.
Par la question 15), la série de Fourier de ¢ converge uniformément vers ¢ sur R.

Application :
f : R — C application 27-périodique et a-lipschitzienne, donc f est continue sur R.
De plus si o = (k)ock<n € Sj—ra] > alors |f(wg11) — f(or)| < alzpyr — 2pl = a(vpg1 — 2p)

n—1 n—
et par suite : > |f(xg+1) — f(zp)| < a > (xg+1 — ) = a2w. Donc f est a variation bor-
k=0 k=0

née et d’apres ce qui précede : (question 15) la série de Fourier de f converge uniformément

vers f sur R .
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