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Corrigé Devoir Libre
Regle de Raabe-Duhamel

°¢*Corrigé Pr. Devulder, CPGE France

Partie A :regle de Raabe-Duhamel.

0SiA < Oalors 2 5 1t etla regle de D’Alembert s’ap-

Up
plique a la série positive ) (1,) pour donner sa divergence
(a partir d"un certain rang, u,1/u, > 1 et il existe donc un
rang ng tel que Vn > ng, u, > u,, > 0 et on a méme diver-
gence grossiere de la série).

0 Ona g
vn+1:<1+l) :1_§+0(1)
Un n n n

Unil  Ongl _ ,3—/\+0<1)
n

et ainsi

Up (47)

u v
0 0O Commep—A < 0, ZH — ':’1 tend vers 0~ et est
n n
asymptotiquement négatif. Ainsi

Up On

0 ) (xu) est une série de Riemann divergente et
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Upt1 < Un
Untl On

O Ce qui précede s’écrite —— et une récurrence im-

médiate donne alors
Vn >N, u, < —an = Koy,
UN
0 Comme Zv converge (car B > 1), il en est de méme
de ) '(Kv,). Par théoréme de comparaison sur les séries
positives, on a donc aussi la convergence de Z(””)

0 SiA € [0,1], on peut choisir § €]A, 1[. On a alors
IN/ ¥n > N, 2L > Dl
- 7 u

n Un
et une récurrence immeédiate donne

un

Comme K # 0 et Zv dlverge (car B < 1), ) (Kov,) diverge.
Par théoréme de comparaison sur les séries positives, on a
donc aussi la divergence de ) _(uy).

Xn

()
—+o|(—).
n n

Une comparaison série intégrale donne (grace a la décrois-

HE mamouni.myismail@gmail.com

.



PROBLEMES CORRIGES-MP

<4
[ S

MAMOUNI.NEW.FR
5 M AvoUNEMY TSMATT I

Mo

Former pour réussir

1
sance de f — ——— sur |1, +00])

tin(t)2

=3y </"L_ IS P
=2 o= @z T | (B, ~ (@)
Z(yn) est ainsi convergente (les sommes partielles forment

une suite croissante et, on vient de le voir, majorée ; la suite

1 1
des sommes partielles converge donc). De plus M =

In(n)
In(1+1/n)
In(n)
-1 ~2
Ynt1 _ 1+1 140 1 :1_1_,_0 1
Yn n n n n
On peut ainsi étre dans le cas A = 1 avec convergence ou di-

vergence de la série (on a bien un contre-exemple puisque les
séries proposées sont a termes > 0).

O Ona

1+ =1+0(1/n) donne

Wy+1 . 1 1 1

=ynsin|—=|=1——+o0( —

Wn v ( Vn ) 61 ( n
Comme (wy,) est a terme strictement positifs, on est dans le

1
cas précédent avec A = g < let) (wy) diverge.

1 . : N
o ot — m est continue sur R™ et équivalente a

1/t*" au voisinage de +oo et donc intégrable au voisi-
nage de 400 par comparaison aux fonctions de Riemann
(4n > 4 > 1). La fonction est donc intégrable sur R™ et
son intégrale I, sur R existe a fortiori.

O Une intégration par parties donne
b b 4
[t = || 4 [ o e d
0 (1+t4)n (1+t4)" 0 0 (1+t4)n+1

7 m*w””(/obafi?w/obuﬂﬁ)

Les différents termes admettent une limite quand b —
+oo et ce passage a la limite donne
I, = 4n(I, — I 41)
In+1 —1_ i
I, 4n
a termes > 0, on est dans le cas de la partie A avec
A=1/4 <1let) (I,)diverge.

[0 On reconnait les coefficients du développement de
S(x) = (1+ x)*. Le rayon de convergence de la série
vaut 1 (on pourrait, par exemple, utiliser la regle de
D’Alembert pour le voir).

[ On a ainsi

. Comme ) (I,,) est une séries

O a n’étant pas un entier naturel, les a; sont tous non nuls.
On a .
Vn > a, |a"+1|=n_[X=<1—E><1—|—1 :1—[X+1-|—0<1
lay| n+1 n n n 7
On est dans le cadre de la partie A (suite a termes > 0)
avec A = a + 1. Ici, « n’est pas entier naturel et donc
a+1 # 1. Comme il y a convergence de Z(an) pour
a+1 < 1etdivergencesia +1 > 1,il y a donc conver-
gence si et seulement si & > 0.

O Ona

Vx € [=1,1], |anx"| < |a,]
On est dans le cas (¢ > 0) ou le majorant est le terme
général d’une série convergente. Ainsi, ) _(2,x") con-
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verge normalement sur [—1,1]. Comme c’est une série
de fonctions continues, la somme S est continue sur
[—1,1]. On a ainsi

—+00
Y a, = lim S(x) = lim (1+x)* =2"
n=0

x—1- x—1=
+00
-1)"a, = 1l S(x) = li 1 “=0
LD = ), 500 = im0

[0 On suppose & < —1. On est dans le cadre de A.1 pour

Y (|an|). On'y a vu qu'il y a avit divergence grossiere.

(|an|) n’étant pas de limite nulle, il en est de méme de
(an) et ) (an) diverge grossierement elle aussi.

O Ona

n—1 | N — k|
In(|a,|) = I;)h( P )
Or, on remarque que (pour k > 1)
In <k__“> — Inln <1 — “_—H) ~ Q!
k+1 k+1 k+1
C’est le terme général d’une série divergente négative
dont les sommes partielles tendent donc vers —oo. Ceci

A 1a prochaine

montre que

Tim_In(jay|) = —o0

Ceci montre que

lim a, =0
n—-+oo

Mais d’apres 3.b, (|a,|) décroit a partir d"un certian rang
(le quotient |a,41|/|a,| tendant vers 17) et la suite (a,)
est alternée (on passe de a, a 4,41 en multipliant par un
nombre négatif). La regle spéciale s’applique et indique
que Y (a,) converge.

Six € [0,1], on peut de méme appliquer la régle spéciale
pour prouver la convergence de ) (a,x") et obtenir

Y gt
k>n
Le majorant est indépendant de x et de limite nulle
quand n — 4o0. ) (a,x") est donc uniformément
convergente sur [0,1] et S est donc continue sur [0, 1].
Comme en question ¢, on obtient
—+o0

a, = lim S(x) = lim (14 x)* =2%
0 x—1- x—1-

Vx € [0,1], < apx"| < |ay|

n=
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