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PROBLEMES CORRIGES-MP

Devairlibre

= Transformée de Fourier, de Lebesgue. Séries de Dirichlet

® Enoncé : 011,
NEGTOER On note
|z| le module du nombre complexe z.

J un intervalle de [0, +o0.
f une fonction définie sur | a valeurs dans R ou C.
¢ une fonction définie sur [0, +oco[ a valeurs dans R ou C.

Sous réserve de son existence, on note fo(x) = / f(t)g(xt) dt pour
J

x> 0.
Chaque fois qu’aucune confusion ne sera possible, on notera f(x)
au lieu de fq(x).

Pour différentes hypotheses sur la fonction f, sur 1'in-
tervalle | et pour deux choix de g, on se propose de déterminer la
limite de f,(x) lorsque le nombre réel x tend vers +oo.

Dans la partie 1, on étudie un exemple explicite avec application a
des calculs de sommes de séries.

Dans la partie 2, on considere une fonction f définie sur [0, +oo| a
valeurs réelles et 1'objectif est d’obtenir la limite en +oo de fy(x)
lorsque g(t) = |sin(t)|, lorsque f est de classe C' ou lorsque f est
continue par morceaux.

Partie I : Une étude de séries.

ECIRIER LTI Pour tout x réel tel que la série entiere

~+o00

k k
Y. ((—1)]‘_1%) converge, on note L(x) = Z(—l)k_l% sa
k>1 k=1
somme.
1.1 Préciser le rayon de convergence de cette série entiére, mon-
trer que la fonction L est définie sur | — 1, 1] et expliciter L(x)
pour x €| — 1,1].

1.2 Montrer, avec soin, que la fonction L est continue sur 'inter-
valle [0, 1]. En déduire que L(1) = In(2).

Etude de la série Z <% cos (?) ) .
k>1

On considere la suite
(ax)ren+ définie par

2 1 1
V N*, = -, v N, = — et _
P e “3p 3p p e I3pi1 3p+1 et A3p+2 3p +2
2.1 Montrer que
% j{’: 1 1& 1
ak — —_ = —
k=1 R e B
3p
2.2 déterminer la limite de Z ax lorsque p — 400 (on pourra
k=1
1
considérer la fonction f —» T+ sur un intervalle convenable).
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En déduire la convergence de la série Z(ak) k>1 et préciser sa
somme.

2k
2.3 En déduire que la série } ( cos (%)) converge et
k>1

)

Etude des séries Z (COS(k“) ) et Z (M) )
k k>1 k k>1

montrer que sa somme est égale a In (—

Pourt €

1
i et Sy ( Z ekt

On désigne par &« un nombre réel fixé dans l’mtervalle 10,27t[. Pour
simplifier 1'écriture des démonstrations, on supposera 7 < a <
27t.

3.1 Montrer que S, (t) = () (e FDE _pity,
3.2 Montrer que ¢ € C!([r,«]).

]0,27t[ et n € IN*, on note ¢(t) =

i(n+1)t

o
3.3 Montrer que l'intégrale / e ¢(t) dt tend vers 0 quand
T

n — +oo (on pourra utiliser une intégration par parties).

4
3.4 Expliciter / Su(t) dt. Déduire de ce qui précede la conver-

T

‘ etk oo ok
gence de la série ) | - . Expliciter la somme 2 r
k>1 k=1
0
en fonction de In(2) et de / elo(t) dt.
7T
th
3.5 Exprimer ¢ ¢(t) en fonction de ——~ ol t € 71, a].
S (E)

k
3.6 En déduire la convergence des séries 2 <COS( zx)) et
k>1

k
D (Sm](cka)) . Expliciter leur somme respective. Le résul-
k>1

tat est-il conforme avec celui obtenu en 1.2.3 ?

Partie II : Limite d’une intégrale.

Dans cette partie, on désigne par f une fonction continue par
morceaux sur 'intervalle [0, +-oo[ & valeurs réelles et telle que 1'in-

+oo
tégrale généralisée / |f(t)| dt soit convergente. On désigne
0

par ¢ une fonction définie et continue sur l'intervalle [0, +oo[ a
valeurs complexes et (sous réserve d’existence) on note fo(x) =

/ f(t)g(xt) dt pour x > 0.

Existence de fy(x).
RT.
1. Justifier 'existence de fy(x) pour tout x > 0. Montrer que la
fonction fg est continue et bornée sur R™*.

On suppose que la fonction g est bornée sur

Limite de fq( x) lorsque g(t) =

On suppose que f est de

/ f lxt dt.
2.1. Justifier I’affirmation :
Pour tout & > 0, il existe un réel positif A tel que

[ IRl de<e
A

classe C! sur R et a valeurs réelles. Soit fol(x
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22. Le nombre réel A étant fixé, montrer que l’intégrale
A .
/ f(t)e™" dt tend vers 0 lorsque x tend vers +co (on pourra
0

utiliser une intégration par parties).

3 oo .
2.3. Endéduire lalimite de f¢(x) = / f(t)e™ dtlorsque x tend
0

vers 4-o0.

Dans toute la suite, on suppose g(t) = |sin(t)| et on note
simplement

F) = [ pwlsinen) at

Etude pour une fonction f particulieére.

On suppose (dans cet

exemple) que f désigne la fonction E définie par E(t) = ¢! pour
+oo

t > 0.etdonc E(x) = / e | sin(xt)| dt pour x > 0.
0

s

3.1. Pour 7y € R, calculer I'intégrale 6(y) = / e sin(y) dy.
0

3.2.  Montrer que pour x > 0,
~ 1 +00 u
E(x) = —/ e~ ¥ sin(u)| du
X Jo
3.3. Exprimer pour k € N et pour tout x € R*, l'intégrale
(k+1)7 u s
/ e x|sin(u)| du en fonction de e % etde 6(y) pour
k

un 7y convenable.

km

3.4. Justifier, pour x > 0, la convergence de la série ) (™ x )=o.

Préciser sa somme.

Mo

Former pour réussir

3.5. Expliciter E(x) pour x > 0. Déterminer la limite de E(x)
lorsque x tend vers +oo.

Etude générale. On désigne de nouveau par f une fonction quel-

conque continue par morceaux sur l'intervalle [0, +-oo[ et telle que

—+00
l'intégrale généralisée / |f(t)| dt converge et on note
0

8 ‘oo
F(x) = /O £(#)|sin(xt)| dt pour x > 0

4.1. Lemme préliminaire.

2kt
Pour tout réel  tel que la série ) (%) converge, on
- k>1

X cos(2kt)

h(t) = —
pose h(t) k_21 pTE—
et continue sur R. Justifier 1’égalité

V€ R, [sin(t)| = % - %h(t)

. Montrer que la fonction & est définie

4.2. Limite de f(x) dans le cas C'.
On suppose de plus que f est une fonction de classe C! sur
R™. En utilisant les résultats obtenus dans la partie 2.2 et
la question précédente, déterminer la limite de f(x) lorsque
x — +oo. Le résultat est-il conforme a celui obtenu pour la

fonction E ?
4.3. Cas d’une fonction continue par morceaux.
4.3.1 Une limite.
Etant donnés deux nombres réels B et § tels que 0
B < 4, on considere, pour x > 0, l'intégrale F(x)
)| d

) 1 réx
/ﬁ | sin(xt)| dt. Montrer que F(x) = }/ | sin(u)| du.

<

X
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4.3.2

Bx

On pose p la partie entiere de > N et g celle de (%x Pour

2
En déduire que F(x) tend vers ;((5 — B) lorsque x —
—+o00.

Limite de f(x) dans le cas d’une fonction continue par
morceaux.

Si J est un intervalle de R™ et si f est une fonction con-
tinue par morceaux sur | a valeurs réelles et telle que

l'intégrale / |f(t)| dt existe, on note toujours
J

flx) = /]f(t)l sin(tx)| dt

Quelle est la limite de f(x) lorsque x tend vers +co :
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lorsque | est un segment et f une fonction en es-
calier ?

lorsque | est un segment et f une fonction continue
par morceaux ?

lorsque ] = R™ et f une fonction continue par
morceaux ?
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