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,{ Blague du jour }

Comparaison entre Internet Explorer et la drogue :

- L’utilisation de drogue et d’Internet Explorer ont dramatiquement augment
dernierement.

- Les deux vous explosent le systeme de temps en temps.

- Billy, comme les dealers, voudrait bien que tu revendes ses produits aux autres.

—~ Jean-Marie Constant Duhamel (1797-1872

la Faculté des sciences de Paris et membre de I’Académie des sciences

Mathématicien et physicien francais, il est auteur de travaux sur les équations aux dérivées partielles, sur
I’acoustique et la propagation de la chaleur. Le principe de Duhamel dans les équations aux dérivées partielles
est né de ses travaux sur la distribution de la chaleur dans un solide avec une température variable.

Regu une premiere fois a I’Ecole polytechnique, préfere se présenter de nouveau pour étre mieux classé. Il fit
recu une seconde fois, mais licencié a cause de ses opinions libérales. Il devient alors répétiteur puis directeur
des études au college et enfin professeur au lycée Louis-le-Grand puis professeur a IEcole polytechnique et a

{mo[’ np uapmmugqmm}‘

Partie A : regle de Raabe-Duhamel.

Un4

|j> Si A < 0 alors u—1 — 17 et la regle de D’Alembert s’applique & la série positive Z(un) pour donner sa

n
divergence (a partir d’'un certain rang, Uy 1/un > 1 et il existe donc un rang ng tel que Vn > ng, un >

Un, > 0 et on a méme divergence grossiere de la série).

@ On a

et ainsi

u V. . , . ..
@ a  Comme 3 —A<0, 01 T fend vers 0 et est asymptotiquement négatif. Ainsi
u

n Vn

IN/Vn >N, il o Vnid

Un Vn

Un 1

Un , . L.
< — et une récurrence immédiate donne alors
=

v >N, un < Ny = K
VN

b Ce qui précede s’écrite
Vi1
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¢ Comme Zv converge (car B > 1), il en est de méme de Z(Kvn). Par théoréme de comparaison

sur les séries positives, on a donc aussi la convergence de E (un).

@ Si A €[0,1[, on peut choisir B €]JA, 1[. On a alors

u V.
IN/Vn >N, 1 > Tl
- Un Vn
et une récurrence immédiate donne
u
vn > N, up > v, = K
VN
Comme K 0 et Zv diverge (car B < 1), Z(Kvn) diverge. Par théoreme de comparaison sur les séries

positives, on a donc aussi la divergence de Z(un).

X 1 1
@ Z(xn) est une série de Riemann divergente et 1" +o <—>
Xn n n

Une comparaison série intégrale donne (grace a la décroissance de t — sur J1, 4o0l)

1
tln(t)?

vn > 3,

M=

noodt 1" 1
<| ——=1|— <
kzsyk - L tin(t)2 [ ln(t)}2 — In(2)
Z(yn) est ainsi convergente (les sommes partielles forment une suite croissante et, on vient de le voir,
n(n+1) 1+ In(1T+1/m)
In(n) In(n)

—1 -2
- (1+3) (o) -3+
Yn n n n n

On peut ainsi étre dans le cas A = T avec convergence ou divergence de la série (on a bien un contre-exemple
puisque les séries proposées sont a termes > 0).

majorée ; la suite des sommes partielles converge donc). De plus =1+

o(1/n) donne

Partie B : Applications
|j> On a

Wntl _ min (=) =1 - 1
W —\/ﬁSlﬂ(\/T_l>—] 6n+o<n>

1
Comme (Wp) est a terme strictement positifs, on est dans le cas précédent avec A = 3 <T1et Z(Wn)
diverge.

1
@ a te m est continue sur R et équivalente & 1/t*" au voisinage de 400 et donc intégrable

au voisinage de +oco par comparaison aux fonctions de Riemann (4n > 4 > 1). La fonction est donc
intégrable sur R™ et son intégrale I, sur R™ existe a fortiori.

b Une intégration par paties donne

b gt t b b 4
- | — | +4n| ———at
Jo 1+t [(1—|—t4)“]0+ “L (1 + t4)ni

~ b am([F bat
- (1—|—b4)“+ n ,[o (1+t4)“—,[o (1+t4)n+
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Les différents termes admettent une limite quand b — +o00 et ce passage a la limite donne

In=4n(I, — It )

) In
AavecA=1/4<1 et Z(In) diverge.

¢ On a ainsi . Comme E (I) est une séries a termes > 0, on est dans le cas de la partie

@ a  On reconnait les coefficients du développement de S(x) = (1 +x)%. Le rayon de convergence de la
série vaut 1 (on pourrait, par exemple, utiliser la regle de D’Alembert pour le voir).

b« n’étant pas un entier naturel, les ax sont tous non nuls. On a

lan1l n—ao 1\ a+1 1
> = _ = — I —
vn 2« [an| n+1 (1 n) 1+n =1 n +o n

On est dans le cadre de la partie A (suite & termes > 0) avec A = ¢+ 1. Ici, & n’est pas entier naturel et

donc a4+ 1 /1. Comme il y a convergence de Z(an) pour x+ 1< 1 et divergence si x+1>1,ily a
donc convergence si et seulement si « > 0.
¢ Ona
Vx € [—1,1], |lanx"| < |an]

On est dans le cas (& > 0) ou le majorant est le terme général d’une série convergente. Ainsi, Z(anx“)

converge normalement sur [—1, 1]. Comme c’est une série de fonctions continues, la somme S est continue
sur [—1,1]. On a ainsi

D an=lim S(x)= lim (1+x)*=2%

x—1— x—1—
+o0
—1D"an= U S(x)= 1 1+x)*=0
%( Man= lm  S)= lm (1+%)

d On suppose & < —1. On est dans le cadre de A.1 pour Z(Ianl). On y a vu qu’il y a avit divergence

grossiere. (|an|) n’étant pas de limite nulle, il en est de méme de (an) et Z(an) diverge grossierement

Or, on remarque que (pour k > 1)

| k—«a i (1% +1 ax—+1
n =Inln —_ | ~——
k+1 k+1 k—+1
C’est le terme général d’une série divergente négative dont les sommes partielles tendent donc vers —oo
Ceci montre que

elle aussi.
¢ Ona

n(lan)) = Zl <

lim In(lan|) = —o0
n—-+oo

Ceci montre que

n—-+oo

Mais d’apres 3.b, (|an|) décroit a partir d’un certian rang (le quotient |an41l/|an| tendant vers 17) et la
suite (an) est alternée (on passe de an a an41 en multipliant par un nombre négatif). La regle spéciale
s’applique et indique que Z(an) converge.

Six € [0,1], on peut de méme appliquer la regle spéciale pour prouver la convergence de Z(anx“) et
obtenir

vx €10,1], | ax| < lanx™ < |ay]
k>n
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Le majorant est indépendant de x et de limite nulle quand n — —+o0. Z(anx“) est donc uniformément
convergente sur [0, 1] et S est donc continue sur [0, 1]. Comme en question ¢, on obtient

“+o00
D an=lim S(x)= lim (1+x)*=2%
x—1— x—1—
n=0
< Ala prochaine )
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