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Théorème de Stone-Weierstrass
Démonstration par les polynômes de Bernstein

Soit E un evn de dimension �nie . C0([0; 1]; E) est muni de la norme de la convergence uniforme

N1(f) = sup(kf(t)k ; t 2 [0; 1])

On pose pour tout entiers (n; k) 2 N2 tels que 0 � k � n

En;k = X
k(1�X)n�k

(Polynômes de BERNSTEIN : ils ont étés introduits par le mathématicien Bernstein au début du 20iemesiècle , par

des arguments probablistes : en effet dans la loi binomiale B(n; p) qui compte le nombre de succes dans une suite de
n épreuves indépendantes ,où p est la probabilité d'un succes sur une épreuve, la probabilité d'obtenir k succes est :
�

n
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pk(1� p)n�k)

1. Calculer
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2. En déduire la relation
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(k � nx)2En;k = nX(1�X)

Soit f 2 C0([0; 1]; E) et " > 0. On se propose de déterminer une fonction polynôme P à coef�cients dans E

���!
P (x) =

deg(P )
X

k=0

xk�!ak; et
�!ak 2 E

telle que N1(f � P ) < "

3. Soit � > 0 et t 2 [0; 1]. On note

An =
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k 2< 0; n >;
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Montrer à l'aide de 2�que
X

k2An
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tk(1� t)n�k �
1

4�2n

4. Démontrer qu'il existe � > 0 tel que

8(x; y) 2 [0; 1]; jx� yj � �)
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5. On pose
���!
Pn(t) =
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):Montrer que 8t 2 [0; 1]
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on appelle polynôme d'interpolation de Bernstein de f le polynôme
�!
Pn(t) =

n
X

k=0
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n
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Calculer limn!1N1
��!
(Pn �

�!
f )
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THEOREME DE STONE WEIERSTRASS TRIGONOMETRIQUE
(démonstration par les sommes Fejer CCP 2004)

On sait que pour toute fonction continue sur un intervalle compact [a; b] et tout " > 0 il existe une fonction
polynômiale P telle que sup fjf(x)� P (x)j ; x 2 [a; b]g = N1(f � P ) < ": Ceci revient à dire qu'il existe une
suite de fonctions polynomiales Pn telles que lim

n!+1
N1(Pn � f) = 0; ou encore : f est la limite uniforme (ie:pour

la norme N1 ) d'une suite de fonctions polynomiales. Soit n 2 Z . On note en :
R ! C

x ! einx
qui est donc

une application 2� périodique. On appelle polynôme trigonomètrique toute application de R dans C de la forme

P =
XN

k=�N
�kek: Le nom de polynôme vient du fait que 8t 2 R; P (t) =

XN

k=�N
�ke

ikt =
XN

k=�N
�kX

k ou

l'on a posé X = eit

Le théorème de Stone Wierstass pour les fonctions périodiques s'énonce ainsi:

Pour toute fonction continue 2� périodique f à valeurs dans C et tout " > 0 il existe une fonction polynômiale
trigonomètrique P telle que sup fjf(x)� P (x)j ; x 2 [a; b]g = N1(f � P ) < ":
Dans ce qui suit f 2 C0(R;R) ,est une fonction 2� périodique.

1. Justi�er les formules
Pn

k=0 cos(kt) =
cos(mt2 ) sin(

(m+1)t
2 )

sin(
t

2
)

et
Pn

k=0 sin(kt) =
sin(mt2 ) sin(

(m+1)t
2 )

sin(
t

2
)

2. Justi�er l'existence deM = max
x2R

jf(x)j : De même soit " > 0, justi�er l'existence de �" > 0 tel que pour tout

couple de réels (x; y) tels que jx� yj < �" , jf(x)� f(y)j < "=2

3. pour tout n 2 Z; :on pose cn(f) =
1

2�

�
Z

��

f(x)e�inxdx

� préciser cn(f) lorsque f est la fonction constante égale à 1

� Montrer que

N
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1
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Z
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f(t� x)
sin((N +

1

2
)x)
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x

2
)

dx

On pose SN (f) =
N
X

n=�N

cn(f)en; et, pourm 2 N; �m(f) =
1

m+ 1

Pm

N=0 SN (f)

Montrer que pour t 2 R �m(f)(t) =
1

2�(m+ 1)

�
Z
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f(t� x)
sin2((
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2
)x)

sin2(
x

2
)

dx

4. En déduire , si " > 0 et t 2 R ,m 2 N

j�m(f)(t)� f(t)j =
1
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(f(t� x)� f(t))
sin2((
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2
)x)

sin2(
x

2
)

dx
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2M
sin2((

m+ 1

2
)x)

sin2(
x

2
)

dx

� "=2 +
2M

(m+ 1) sin2(
�"
2
)

penser à véri�er que �m(1) = 1

5. Conclure .
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