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Blague du jour :

o Avec Windows XP, on était au bord du ravin.

Avec Windows Vista, on a fait un grand pas en avant
e La nouvelle version de Windows 7 est presque terminée, il ne reste plus qu'a y incoroporer les erreurs.

Physicien du jour Boltzman

Ludwig Boltzmann (1844-1906) est un physicien autrichien. Il est considéré comme le
pére de la physique statistique et un fervent défenseur de l'existence des atomes. A
l'aide de son équation cinétique dite « de Boltzmann », a théorisé de nombreuses

équations de mécanique des fluides.

Concours Communs Polytechniques - Session 2007
Corrigé de I'épreuve d’analyse
Corrigé : Mr Tarqi, CPGE Khouribgha.

PARTIE PRELIMINAIRE
1a. Soit > 0. Comme tlimotl_””(t””_le_t) = 0ett" et = 0(%) la fonction t — e 't*~! est

intégarble sur |0, +o00[, donc I est bien définie sur |0, +o00|.

+o0 +oo
1 1 1
1b. T'(z) = t" et = [—tTe S + —/ t*e"tdt = —T'(z + 1); en particulier T'(1) = 1 et
0 x T Jo X
I'(n) = (n — 1)! pour tout entier naturel non nul. ket
. . o1 dt 1
2a. Pour tout entier naturel nonnul ket x réel x > 1,ona: — < P -
k== Jp, ot~ (k+1)*

n n+1 00 +o00

1 (A RS | / dt

* _ A — < —
Donc Vn € N¥, E = < / " < (k )¢ et par conséquent, Z = ™
k=1 k= n=1

Foo dt " oo dt 1 oo gt 1
< —=
dOIlC Z tw —/ kz —/ / Z kw _/n tz (1._ ]_)nasfl

k=n-+1
1
Zkfp—C(p)

k=1

2b. D’apres la derniére question, pour que < ¢, il suffit que = L1, < ¢, condition sur

C . /1
n, qui s’écrit aussin > » \/E .

2¢. Application numérique : pourp = 7,onprendn = E ({’/ 106>+1 ontrouven = 8et((7) ~ 1,008348.

PREMIERE PARTIE SUITES DE FONCTIONS
3. Posons F,, = / fat)dt, F = / f(t)dt. La fonction F est bien définie puisque la fonction f est une

limite uniforme d’une suite de fonctions continues sur [a, b]. Posons f(x) = fn(x) + 6, ().

l/a [f"(“f“)]dt‘léfa 6u(0) |

D’apres la convergence uniforme de la suite (fy)nen, Ve > 0,3ng € N : Vt € [a,b],Vn > ng = |6, (t)| < ;

‘Fn*F‘:

b
€
et par suite, / [6(¢)|dt < m|b —a|<e

En définitive, on peut écrire Ve > 0,3ng € N,Vn > ng = |F,, — F| <¢

b b
Dous [ | dim_fao]di= tim [
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4a. Considérons la suite de fonctions définie sur [0, 1] par :

(—=1)"n3z, si z €]0,1]
falz) ={ (“1)"nd(@— 2), sizelLl 2
0, sixée [%,1]

fn(0) = 0 etsiz €]0,1] fixé, il existe ny € N tel que n% < 2etonaalors ¥n € N, n > ny implique

fn(x) = 0.Ceci montre que f,, converge simplement vers la fonction nulle sur [0, 1]. Comme || f,, [« = n?,

fn ne converge pas uniformément, d’ailleurs ¥n > 2, fol fu(x)dz = (—1)"n.

4b. La suite de fonctions définie sur [0, 1] par f,(x) = 2" converge simplement, non uniformément vers
. [0, sizelo]] |

la fonction f(x) = { | siz—1 , cependant hm / fn(x)de = n11—>Ir<>lo e 0= ; f(z)dz.

5a. La suite de fonctions f,, est une suite de fonctlons qui converge simplement vers 0, car c’est le

terme général d'une série convergente, de plus la convergence est uniforme puisque || f,, ||Jroo = fo(n) =

n"e " 1
= uitend vers 0 (n! = n"e "v2mn(l1+¢,) avec lim &, = 0. / dx =
T Vamn(ltey) | ( (1 en)avee iy en =00t J Inl@)
L[ . T+l too o | o
- z"e Fdx = — = 1# f(x)dx. Le théoréme n’est pas applicable méme si la conver-
n. O . 0

gence est uniforme.
5bi. Puisque la suite f;,, est uniformément convergente, alors elle vérifie la condition de Cauchy, donc il
existe ng € N tel que Vp > g > ng, ona || f; — fplleo < 1, qui s"écrit encore

Ve eI, |f,(x)] > 1+ |f(2)]

par passage a la limite quand ¢ tend vers +oo on obtient : | f(z)| < 1+ |f,(2)]; inégalité qui montre que
f estintégrable sur I.

5bii. Posons F,, = / fa(t)dt, F = / f(t)dt. La fonction F' est bien définie d’apres la derniére question.
I I

/|5 )| dt

Ve > 0,3ng e N: Vi € I,¥n > ng = [0,(t)| < .

1(1)

Posons

(@) = fulz) + 0p(2).
F, — F| = ‘/f — f(t)]dt

D’apres la convergence uniforme de la suite (fy, )nen,

et par suite,

g
/I\é(t)|dt < pln<e

En définitive, on peut écrire

Ve >0,3ng e N,Vn >ng = |F,, — F| <¢

[ pw)ae= [ s

6a.La condition Vx € I, |f,(x)| < ¢(x) assure l'intégrabilte de chaque f,, sur I, puisque ¢ est intégrable
sur . La méme inégalité entraine, par passage a la limite, | f(z)| < ¢(z), donc f est intégrable sur I.

6bi. La suite de fonctions définie sur [0, 7] par f,(z) = sin” z, dominée par la fonction constante égale a
0, si zel0, %]

et vérifie
s
1, Sl xr = 9

1, converge simplement vers f(x) = {

/ fla lim [ fo()da.
n—»Jroo 0
6bii. La suite de fonction f,(z) = 61 +T2 , définie sur [0, +oo[, vérifie les hypotheses du théoreme TH2

avec p(z) = 1+12 , donc

) +oo esin = +oo dx T
lim 5 = 5 = -
n—oo [ 1+ 0 14+ 4
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DEUXIEME PARTIE : SERIES DE FONCTIONS
oo

7. Soit Z fn une suite de fonctions qui converge uniformément vers f, alors d’apres 1’étude faite sur les

n=0
suites de fonctions, on déduit facilement le théoreme TH3; il suffit, pour I'obtenir, de remplacer dans la

démonstration f,, par S, = Z fretd, par R, = f — Sp.

8a. Supposons que la série Z f sinnz est une série de Fourier d'une fonction 2r-périodique f et
continue par morceaux. Alors le théoréme de Parseval implique
o

S (Gl =3 =l =g [ )P
n=1

o0
ce qui entraine la convergence de la série )~ 1, et ceci est impossible.
n=1

o0
8b. Soit f(z) = ag + ) [an cosnz + by, sinnz], cette série étant uniformément convergente sur [0, 27],

n=1
21 27
donc on peut intégrer terme a terme, on obtient donc ag = o f@),an=— f(t) cosntdt, n <1
Y8 Vs
o 0 0
etb, = — f(t) sinntdt, n € N*,
™
O oo oo
9a.Considérons, la série entiere ) a,x", de rayon de convergence R > 1 ( car la série ) a,, est conver-
n=0 n=0
gente). On a
a R\" (&)" 2z)"
Ve eR, —2" =a, (= (%) =0 (%) .
n! 2 n! n!

(2z)
La série E R est absolument convergente, ce qui assure que que son rayon de convergence est

o0
infini; il est de méme pour la série ) 4"
n:
n=0
ot ant "

9b. Soit x €] — R, R]. Introduisons alors la suite de fonctions : f,,(¢) = , Jn constitue une

P
suite d’applications continues et int grables sur [0, +oo[. La s rie converge normalement vers ¢t —
n=0
el ' f(tz) sur tout segment de [0, +oo[. On en d duit que e ' f(tz) est continue sur [0, +oc[. On outre on
a: Z .,

[ (B)dt] = T(n+1)———

an|:1:| _an|x|n’

quiestle termeg n rald'unes rie convergente. Le th or me TH3 assure que ¢ — e ' f(tz) estint grable

sur [0, +oo[ et que
Z )1 Z 4 )

el Vf(tz)dt = Mm@®dt= anz" = f(x)
0 n=0 O n=0
Z . ”
En particulier, elft)y= " an.
0 _
10ale reste d’ordre n associ nccgt’re s ries’ crit:
(71)n+1 LN+l

Rn(x): 1+

I’ tude de |R, | montre que le sup est atteint en = = 1 et vaut 3, donc la convergence n’est pas uniforme.

% 21 X
10b. La série iG D"x"jdx = T est divergente.
- 0 -
z l11_0 z 1 yn+l n=o z 1 1
; P = . n+ —
10c.On aj Rn(x)dxj = " de x"d e
¥ oYy 0 7
1 1 xXo 1 (i 1)n
DonclIn2 = f (x)dx = lim Sh(x)dx = lim fr(x)dx = .
0 N nit o n+1
k=0 n=0
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" 11.Puisque f¢ est une suite de fonctions positives, donc (Sy) est croissante, ce qui donne pourn;p 2 N
avecn - p,0- Sp(x) - Sn(x), donc lorsque n tend vers I'in ni on obtient, 0- S,(x) - f(x), donc les
S, sont intégrables et donc

z z
Sh(x)dx = lim Sp(x)dx
n=o | | nll
qui s'écrit encore ~ ~ A)é I
fan(x)dx = fan(x) dx
n=0 ! I n=0

12alafonction f :t! el 7 continue sur ]0; + 1 [, prolongeable par continuité en O et tIIirpl t2f () =0

donc L existe. Introduisons sur ]0; + 1 [la suite de fonction de terme général f,(x) = t3el ("*D T,

la série f, converge simplement vers et - Enoutre chaquef, est positive, intégrable sur ]0; + 1 [ et
Z 1 n=0 Z ‘1

. i(4 6 ., L.
fno(t)dt = t3el (M*D tgt = (nli )1)4 = hr D) est le terme général d'une série convergente, le

theoreme assure que la fonctionf estintégrable sur]0;+1 [etquelona:
Z..

Z
t3 h3 1 3 6 /4
dt= fn(t)dt = =634
- 0 n() o (n+1)4 () 5

0 ejl

12h. Le changement de variable t = “C 1 nous permet d'écrire :

z +1 1 +1
Ak T sz 3
us= ud, = 8/ks T) t dt
o (he o i1
c 2U2k3
M= —-u-= B
donc 4u 15hi e N
13ala fonction f :t! ;I—l continue sur ]0; + 1 [, prolongeable par continuité en 0 et t‘Iir+nl t>f(t)=0

Rip i : . . : " S
Donc O+l o 11eX|ste. Introduisons sur]0'+1 [ la suite de fonction de terme général f ,(x) = tXi 1ei ("*1 1)

la série fn converge simplement vers et 1- Enoutre chaquef, est positive, intégrable sur ]0; +1 [ et
n=0

Z, Z. :
fo(t)dt = txi tei (M+D) tgt = n+ i( 1))X est le terme général d'une série convergente, le théoréme
assure que la foncuonf estintégrable sur]0;+1 [etquelona:
Z.1 . z
pit X T )
——dt= fo(t)dt= ——— = i( x)3(x):
o €il o " o (1)’

Z +1 Y, z +1 6

13b. D'apres ce qui précede ——dt=j(2) 3(2)= — et dt =i(7) 3(7)' 726011691
0 el 6 0 ejl
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