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Pour le retour, les 5 commerciaux achetent UN seul billet. Quant aux ingénieurs, ils
n’achetent AUCUN billet. Les 5 commerciaux vont s’enfermer dans les toilettes juste
avant que le controleur n’arrive. Les ingénieurs passent discretement a coté, frappent a
la porte et demandent ” Votre billet, s’il vous plait !” et se réfugient dans les toilettes
suivantes..... La morale de I’histoire : les commerciaux essayent toujours d’appliquer les
techniques des ingénieurs sans jamais vraiment les comprendre.

,{ Blague du jour

—~ Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897)

Matematico aleman que se suele citar como el <padre del andlisis moderno>. Ademaés de sus prolificas in+
vestigaciones cabe senalar que fue profesor de catedra en la Universidad de Berlin en la cual tuvo entre sus
discipulos a Georg Cantor, Ferdinand Georg Frobenius, Wilhelm Killing, Leo Konigsberger, Carl Runge y
Sofia Kovalévskaya.

Weierstrass dio las definiciones actuales de continuidad, limite y derivada de una funcién, que siguen vigentes
hoy en dia. Esto le permitié6 demostrar un conjunto de teoremas que estaban entonces sin demostrar como
el teorema del valor medio, el teorema de Bolzano-Weierstrass y el teorema de Heine-Borel. También re-
alizé aportes en convergencia de series, en teoria de funciones periédicas, funciones elipticas, convergencia de
productos infinitos, cdlculo de variaciones, anélisis complejo, etc.
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Corrigé Probleme 1 : CCP 2009, PSI (Pr Devulder)

1.1 Etude de la fonction (p;

1.1. d € C®(R) et Vt, d’(t) =1 —sin(t) > 0. d est donc croissante sur R. La croissance est méme stricte car

d’ ne s’annule que sur ) + 2ntZ. d réalise ainsi une bijection de R dans son image d(IR) = R. On remarque

que
vVt >0, d(t) > d(0) >0

En particulier (quand on divise par t > 0 on ne change pas le sens des inégalités)

1 — cos(t) <1

Vt> 0, <
t
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T —cos(t)

et bien sir > 0 provient (pour t > 0) de la positivité des numérateur et dénominateur.
1.2. & est de classe C% sur R et
Vt, 8’(t) =t —sin(t) et 8”(t) =1 —cos(t)
En particulier 8’ est positive, 8’ croit et est positive sur R™ et
VvVt >0, 6(t) > 8(0) >0

On conclut comme plus haut que

1 — cos(t) 1
Vt>0, 0 < ————— < =
el 2 -2
1 —cos(t) . L . e el .
2.t — est continue sur R™™ et on a des problemes d’intégrabilité aux voisinages de 0 et de +oo.

Au voisinage de 07, la fonction est bornée (on vient de le voir ; on montrerait aisément que la fonction est

prolongeable par continuité par la valeur 1/2) et donc intégrable. Au voisinage de +o0, elle est O(1/1?) et

donc aussi intégrable. Elle est finalement intégrable sur R™ et son intégrale sur R™ existe a fortiori.

Six >0, e Ll 1meeslt)
l'intégrabilité. Par comparaison, elle est intégrable sur R™ et ¢(x) existe a fortiori.

3.1. On a

e X! est continue sur R et dominée par t — dont on vient de voir

+oo 1
olu) — o) - [

Si x1 < x32, la fonction intégrée est positive sur R™ et on a donc @(x7) > @(x2). @ est ainsi décroissante
sur R™. Comme elle est minorée (par 0) elle admet une limite finie en +o0 (théoréme de limite monotone).
3.2. D’apres 1.2 on a (en vérifiant que les quantités écrites existent)

(e—X]t _ e—th) dt

“+o00 B
‘v’x>070§(p(x)§[3J e_"tdt=;
0

Par encadrement, on en déduit que
lim @(x)=0

X—+00

4.1. Tl s’agit d’utiliser le théoreme de continuité des intégrales a parametres.
1— t
- Vx> 0, t— ﬂ
1 — cos(t)
12
1 — cos(t) -
12

et est continue sur RT*

et est continue sur R™

< 1 —cos(t)

-Vt 0, x =

-Vx >0, Vt> 0,
RT.
Ainsi, ¢ est continue sur R,

4.2. 11 s’agit d’utiliser le théoreme de régularité des intégrales a parametres.
1 — cos(t)

. Le majorant est indépendant de x et est intégrable sur

-Vx >0, t— 2 Xt est intégrable sur R™
1 —cos(t 1 —cos(t
-Vt 0, x = T()e_"t est de classe C! sur RT™* de dérivée x —f()e_"t
1T —cos(t
-Vx>0, t— —7()e_"t est continue sur R**,
1T —cos(t) 4 _at : o o
-Va>0, Vx > a, —fe < ae” ™. Le majorant est indépendant de x et est intégrable sur

RY (car a>0).
@ est ainsi de classe C' sur RT™* et

T2 1 — cos(t)

Vx> 0, (p'(x)=—J e *t dt

0 t

4.3. D’apres 1.1 on a (en vérifiant que les quantités écrites existent)
+oo o
Vx> 0, OS—(p'(x)SocJ e_"tdt=;
0
Par encadrement, on en déduit que
lim ¢@’(x) =0

X—+00
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4.4. 11 s’agit a nouveau d’utiliser le théoreme de régularité des intégrales a parametres.
1T —cos(t
- Vx>0, t— —7()6_)“ est intégrable sur RT (conséquence du théoreme utilisé en 4.2)

1 — cos(t)
t
- Vx>0, t— (1 —cos(t))e ™ est continue sur RT*.
-Va>0, Vx > a, |(1— cos(t))e_"t} < 2e7 % Le majorant est indépendant de x et est intégrable sur
R* (car a>0).
@ est ainsi de classe C? sur R et

—xt

-Vt 0, x = — et est de classe C' sur RT* de dérivée x — (1 — cos(t))e

“+o00
Vx>0, " (x) =J (1—cos(t))e ™t dt
0

4.5. On a 1—cos(t) = Re(1 — e't) et donc (par linéarité du passage & D'intégrale)

Va> 0, JGU —cos(t))e™ dt = Re (Ja(e—"t — et“—x))>
0

0
e—xt etli—x) ] t=a

—Re -
i—x

t=0
En faisant tendre a vers +oo pour x > 0 fixé, on obtient

Vx>0, (p"(x)=Re<1—|— ! >=1 X

X i1—x

4.6. Il existe donc une constante c telle que

Vx>0, @’ (x) =In(x) — %lnﬂ +x3) +c

En faisant tendre x vers +o0, on obtient ¢ = 0 et donc

Vx>0, @’(x) =In <L>
14+ x2

On remarque que
lim ¢@’(x) = —o0

x—0+

Comme @ est continue sur R", un corollaire des accroissements finis indique que @ n’est pas dérivable en O
mais que sa courbe présente en O une demi-tangente verticale.

5.1. On a 5
xIn X =—xlIn 1+l ~ —1 — 0
x2 +1 x2 ) x—400 X x—+o0

5.2. Une intégration par parties donne

dt =xIn(1 +x%) — 2(x — arctan(x))

X ) 2.1% X 2
L In(1+ t2) dt = [tlnﬂ +1t )]0—2J0 T

et ceci représente une primitive de la fonction continue t +— In(1 + tz) sur l'intervalle R par théoreme
fondamental.

5.3. On en déduit, avec 'expression de ¢’, 'existennce d'une constante ¢ telle que

Vx>0, o(x) = xln(x)—x—%xlnﬂ—|—x2)—|—x—arctan(x)—|-c

- X xil —arctan(x) + ¢
2 \14-x2

Avec 5.1 et 3.2 et en faisant tendre X vers 400, on obtient ¢ = 7/2 et donc

Vx>0, @(x) = %’ — arctan(x)

5.4. @ étant continue en 0, on obtient

@(0) = lim @(x) =

x—0+

N[ A
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1.2 Etude de l'existence de Jm.

sin™(t
1.t — — est continue sur ]0,7t/2] et équivaut & t™ ' au voisinage de 0. Pour m > 1, elle est donc

prolongeable par continuité en O et finalement intégrable sur [0, 7t/2] (et a fortiori, son intégrale existe).
. Une intégration par parties donne

dt

b ..
V0<a<b,J sin(t)

1 — cos(t) b Y1 —cos(t)
e

t a t2

L’intégrale du membre de droite ainsi que le terme tout intégré admettent des limites en O et +o00. En opérant
les passages a la limite @ — 0 et b — 400, on a donc

+o0 1 )
I =J 1 —cos(t)

7T
0 12 dt:q)(o)=§

.t — e* est continue sur [71/2, 400l et t — 1/t est de classe C! sur cet intervalle. On peut opérer une
intégration par parties pour obtenir

a ikt eikt a a ikt
Vk 0, VaZn/Z,J dt=[, } +J ~—5 dt
n2 t ikt |y Jnz ikt

eikt
ikt? |k|t2
quand a — oo. De méme, le terme “tout intégré” est de limite nulle en +o00. On peut donc faire tendre a
vers 400 pour obtenir 'existence de Iy.

Si k = 0 alors la fonction & considérer est t — 1/t et ¢’est une fonction de Riemann non intégrable au voisinage
de 0. Comme elle est positive, son intégrale n’existe pas. Finalement,

Comme

est intégrable au voisinage de 400, I'intégrale du membre de droite admet une limite

Iy existe si et seulement si k =0

4.1. On a

it e—it)

Cmey (€7 — 1)kei(m—2K)
S () = — 7w ZlmZ< ) ‘

Par linéarité du passage a l'intégrale, on a donc

Vx € {27 { J Smt(t) dt = (zz)mz <T;3>(_1)klm_2k(x)

/2 k=0

4.2. Sim=2p+1, on obtient

X Gin2p T (1) 1 ARSI .
vx €[5, +oo] L/z v My é < K )(_” Lp—w+1(x)

2(p — k) + 1 étant impair est non nul et tous les termes de la somme admettent une limite quand x — +o0.
o0 gin?P+1 (1)

On peut ainsi passer a la limite aussi dans le membre de gauche ce qui donne l'existence de J —
/2

Avec la question 1, on a finalement I'existence de J2p1.

4.3. Pour m = 2p, on a cette fois

Hsnzﬂ

a2t

2p
1 2p
dt = m Z < K ) (—] )kIZ(p—k) (X)

k=0

Vx € [2,

Dans le membre de droite, tous les termes admettent une limite quand x — 400 sauf celui pour k = p qui
tend vers +oo (en rentrant le facteur dans la somme et puisque Ip(x) — 400 quand x — 400). On a donc

. J X sin?P (1)
lim _—

X——+00 /2

dt = +o0
et J2p n’existe pas.
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Corrigé Probleme 2 : CNC 99, MP (Pr Kanber)
Partie I

1 : . . . .
I.1 E — est une série de Riemann qui est convergente si et seulement si s > 1 donc
n

n>1
D¢ =11, +o0[
19 Soi ] 1 < 1 v I Séri 1 . . la séri
2.a oit a > ’|§| <o s € [a, +oo] et la série Z — est convergente ce qui entraine que la série
n>1

1 .
Z — est normalement convergente sur [a, +oo[ donc uniformément convergente sur [a, +ool
n>1
I1.2b  Supposons au contraire que Z s couverge uniformément sur I =]1, 4+oo[. on a alors :
n>1
-1lel

1
- Vn > 1, lim — existe et vaut —
- s—Ins n

Donc d’apres le théoreme d’inversion lim et E la série E — est convergente ce qui est absurde.
n
n>1

Conclusion : Z — e converge pas uniformément sur I =]T, 4-o0[
n>1 n
[.3.a Soita>1

- V¥Vn > 1 la fonction s +—— 5 est continue sur [a, +ool.

1 . ,
— Z — est uniformément convergente sur [a, +oo[
n>1
Donc d’apres le théoreme de continuité sous le signe Z ¢ est continue sur [a, +oo[ ceci Va > 1, donc continue

sur I

1
- % Z s est uniformément convergente sur [2, 4+oo[
n>1 _
- *x+00 € [2,+o0]

1
— %xvVn > 1 la fonction s +—— o admet une limite en +oo qui vaut 0 si n =1 et 1 sinon.

Donc d’apres le théoreme d’inversion lim et E ,

lim ¢(s)=1
SH—+00
. : . . ’ 1 1 -
- hn% (¢(s)? il est clair que ¢ est décroissante ( s <8" = ol 7) Donc ¢ admet une limite en 1. Supposons
S n

que lim (¢(s) = M < +o0
s—1

N
1
on a alors ¢(x) < M, Vx € I, par suite VN € IN, Z > < M, on fait x — 400 dans la derniere inégalité

n=1

N
1 1
on obtient : - <M 1esti ibl la séri — est di te.
Z S ce qui est impossible car la série Z o est divergente
n=1 n>1
Conclusion :
lim ¢(s) = +o0

s—1
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]
I.3.c Soit s €I fixé. {(s) = Z e Z f(n) avec f(x) = " qui est bien évidemment positive, décroissante

et tend vers 0 quand n — +o00. Donc d’aprés le théoréeme de comparaison série et intégrale on a :

+o00 +oo +00
J f(x)dx < R; = Zf(n < J f(x)dx
2 n=2 1

) +o0 ) x—s+1 2 2 +o00 1

mais L f(x)dx=xlggo— p— +25 1) =5 Go1) et L f(x)dx = p— donc :
2 1
— < —1<
Fs—1) ST S
soit encore 2 ]
——+1< < ——+41
Fs— TSt st

i ! +1 ! de 1 et 31 +1 ! isi de 1 déduit al
mais g G g7 2u voisinage de 1 et aussi —— 57 2u voisinage de 1, on en déduit alors
que

c(s) L
s—1 s _1
1
I.4.a Soit a> 1 fixé, posons I4 =[a, +oo[ et U, la fonction définie sur Ig par un(s) = s
1 ’ In(n)
- Vn,uy, est de classe C' sur Ig et Vs € Ig,u,(s) =— 8
In 1 1

- ul(s) < n(a n) ,Vx € 14 et la série ng] est convergente ( car pour 1<b < a, 111(:11) = O(E) quand

n+— +00).

La série Z u/ est alors uniformément convergente sur I ( car normalement convergente).

n>1

Donc d’apres le théoreme de dérivation sous le signe Z .C est Cl'surIestona :

[.4b  Montrons par récurrence sur p que

—+o00
Vp eN (e CP(I),¢P)(s) = Z%

n=1

Vs €1

— La propriété est déja démontrée pour p = 1.
— soit p 2> 1 supposons la propriété vraie a l'ordre p.
—1)PInP(n
Soit a > 1 fixé, posons I4 =[a, +oo[ et Uy (p) la fonction définie sur Iy par u(p)( ) = %

’ — 1P+ pP+1
— 1) Vn, u(p) est de classe C! sur I4 et Vs € Ia7u£1p) (s) = (=1) nr (n)

nS
’ P+ (n P+ (n
i) juy () ()] < ™ (n) ,Vx € 14 et la série Z P (n) est convergente ( car pour 1 < b <
ne = na
InP+1(n) 1
a,———— =0(—) quand n — +00).
G (,“b) q )
La série Z (u,(f) est donc uniformément convergente sur Iq ( car normalement convergente).
n>1

Donc d’apres le théoreme de dérivation sous le signe Z, Cest CPTsur I et :

+oo 1 +1
: (—)P TP+ ()
pt )(s) = 3_1 s Vs €1
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+oo
. 00 ) _ (—)PInP(n)
Conclusion ¢ € C®(I),Vp e N Vsel (¢P(s)= Z s
-1
I.5.a Ona "
“+o00 28
Vs> 1,25(e(s) = 1) = ) o =1 +Z
n=2
. 2
- Vn>3, lim (=)*=0
S——+00 nz 2 2
_ “\\s “5\2 4. “3\2
Yn>3,Vs»>2 (n) < n) et la série Z(n) est convergente
n>3
D’apres le théoreme d’interversion limite et Z ona :
+00 4g
lim — =0
S-+00 ns
n=3

et donc :
C(s) =1 ~s5400=2""°

. . . 1
On a montré que ¢(k) — T ~y 100 27K la série Z 27¥ est une série géométrique de raison = donc convergente

n>2
par conséquent la série Z (C(k) — 1) est convergente.
n>2
+oo +00 00 1 1
I.5.b Z(C( Z Z —. Considérons la suite double ( )nk>2 On a
] k=2 n—Z
- VnZZ,VkZZ,—kZO
n
- Vn > 2 la série Z — est une série géométrique convergente. En outre
k2
nk nm—1
—n nn—1)

— La série E 7) est convergente. En outre
n(n—

—+o00 1 —+o00 1 1
_ = ———)=1
Zn(n—]) Z(n—1 n)
n=2 n=2
Donc d’apres un critere de sommabilité, La famille (ﬁ)mkzz est sommable et donc
+00 —+00 +oo +o0o oo
Y @i -1n=Y (> -3 (Y Z
k=2 k=2 n—2 n=2 k= 2

2n-+1
1.6.a Ilest clair que Pn(x) = Im((v/X + 1)), Mais (v/x +1)?"T = Z C2n+1.

. 2n+1—(2p+1)
m(Vx+m =Y R PR ZC§ﬁi}

0<2p+1<2n+1

2

2n+1 —k
, Donc

1)Px"—P

En conséquence Py est polynomiale, de degré m, de coefficient dominant C}n 411 =2n+1, de terme constant

(=D

L.6.b soit x €]0, 400 tel que Pr(x) = 0. donc (v/x+1)2™" — (4/x —i)?™F! = 0 par suite (
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2 X
1, par conséquent \/_+1. = eZZn]-cH avec k entier tel que 0 < k < 2n. Donc \/)_(+1) = e2zn]-<H, soit
(v/x—1) (x +1)
2' —1 ikm _— 1 ik7 Zk Zk
% — et par suite z+1 = Re(elznlfﬂ) = c:os(211 :1) soit encore (1 —c:os(2T1 :1 )x =1+
2k k k
cos(2T1 :] ) c’est a dire Zsinz(zn: 1 )= ZCOSZ(Zn_T_ ] ) et donc
kmt
2
= cot
x=co (Zn +1 )
Réciproquement :
soient Xy = cotz(zn: ] Javec 1 <k <mn. On a
k7t
_ 2n+1 __a\2n41y _ 2n+1 2n+1
(Vi D2 — (VR — D7) = (cot (5 00) +27H — (cot(5-00) — D2)
soit alors
1 kTt L% SIS km km
P _ P n-+1 . i 2n+1
nixe) Sin( SR ) )20+ (cosl gy ) T isinG7) (coslgg) —bsinla 7))
et enfin :
1k7r —ikm
P. (x _ lem ]Zn+1 [eZn+T ]2n+1] 0
TI( k) sm(zk:‘_] )2T1+1
Conclusion : Les racines de Py, €]0, +o0o[ sont les
k7t
2
= cot 1<k<
Xk = €O (2n+1)’ <k<
k
1.6.c  Les racines de Py sont O et les xi = cot?( 2n—7|t— 1) 1 < k < n, donc d’apres les relations entres
k _
coefficients et racines d’un polynoéme Z cot?( Zn—T— ]) = —a:;n1, En désignant par a;,0 < 1 < n les

1<k<n
coefficients de Py,.

2 N2n)(2n—1
Mais an=2n—|-1,an_1:_cgn+1:_( n—+ )(611)( n .
Donc . 5 1
Y cot?(gmny - M)
1<k< n-+
k7t
On a Z Z 1—|—cot2 )(car‘v’x1—|—cot2x= —— ). Donc
1<k<n S (Zn—H 1<K<n n+1 sin2x
Z 1 n+n(2n—1) 2n(n+1)
.2 k = =
1<k<n S (zn7) 3 3

1.6.d Soit f la fonction définie sur [0, 7] par f(t) = tcost —sint.
fest C! sur [0, 7] et
Vvt € [0,nf,f (1) = —tsint <0

donc f est décroissante sur [0, 7t[. Mais f(0) = 0 donc Vt € [0, ft[f(t) < O par suite
1
Vt €10, 7, cot t < n
D’autre part la fonction sin est concave sur ]0, 7] donc

Vt €10, n] sint < t

Conclusion :

Vt €10, cot t < % < 1

sint
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k
L6e Soitn €N OnaVkl<k<m o “1 €10,
D’apres la question précédente
2
vk <k<moot(o) < Lo T
2n+1 k7t sjn(ﬁ)
, et donc
2 2
VK1 < k< mcot?( oy < AT
2n+1 k27 sin? (5225 )
par sommation on obtient
k7t (2n+1)2 1
ZCOtZ 7)< 2 S ) o
1<k<n 1<k<n ke 1<k<n S ()
En remplagant par les expression trouvées on obtient :
n? o 3 1. n? o 3
2 —_1) = K2 = 2
2n—+1) n2n—1) 1<k=n 2n+1) 2n(n+1)
Mais lim m 3 = 7;_2 et aussi lim m X 5 = 7-(_2
n—+oo (2n 4 1)2 n(Zn—1)_ 6 netoo (2n+1)2 7 2n(n+1) 6
Conclusion :
, 1 n?
(2= lm ) 2=
1<k<n

Corrigé Probleme 3 : CCP 2008, MP (Pr Patte)

3.1 [. Généralités

. . . 1 . .
@ Soit x € R ; si x > 0, alors la suite <§> tend vers 0 en décroissant ; donc la série alternée
n>1

(=" . (= »
Z ——— converge ; si x < 0, la suite | ——— ne converge pas vers 0, donc la série
T121 n n n>1

(—1)n! di
Z —— o diverge (grossierement).
n>1

< 1 1
Comme |—t| < 1, la série géométrique —1)™ converge et sa somme vaut —t)k =
2, [l géométrique Y_(—t)" converg Vé() el
1

; donc la suite (gn) converge simplement vers la fonction g : t +— T+t sur [0, 1[.

e La suite (gn) converge simplement vers la fonction g sur [0, 1] ;

e la fonction g et les fonctions gn, N € IN sont continues (par morceaux) ;

T— (=)™ 11— (=™ 2 au
= < = t) ;
14+t 14+t — 14t b(t) ;

la fonction ¢ est indépendante de n, continue (méme sur [0, 1]) et intégrable sur [0, 1[.

e condition de domination : Vt € [0,1], |gn(t)| =

1
D’apres le théoreme de convergence dominée, la suite ( ) converge vers J g.
0

n
Or, J1 g"=Z(k__|1_)]k=ZT ; done F(1 J {ln —I—t] =In2.
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—1)! 1 1
@ n>1Vx > 2 % S . Comme la série Z — est indépendante de n et convergente, la
n>1
_1 n—1
série Z converge normalement sur [2, +oo.
n>1
e P (="
On en déduit qu’elle converge uniformément sur [2, +oo[. Comme, pour tout n > 2,
nx X—4-00
(=)' - e .
et que, pour n=1, o 1, le théoreme de passage a la limite terme a terme permet d’affirmer que
+oo —1 +oo n—1
(=" (=1
F(x) = Z1 nx X——+00 XEI—QI—loo nx =1
n= n=

[[4) Dérivabilité de F

Int _ (1 —xnt
a) Soit x > 0. La fonction hy : t :—x est de classe C* sur J0,+oo[ et hl(t) (1=xln )

£2x

Donc h,ﬁ est négative sur Uintervalle [e ”"7 +ool et positive sur ]0, e'X]. Donc hy est décroissante sur
[e 1x ,+ool et croissante sur ]0, e”x]

Inm
On en déduit que la suite <?> est décroissante a partir du rang E <e1/x) + 1.
n>1

Inmn

b) fnix— (—1 )P Te™XIM oot de classe C! et fl(x)=(—1" e

1
Soit a > 0. On pose Ngq = E (e”a) + 1. Pour tout x > a, la suite <fl—;l> tend vers 0 en
n>Ng

décroissant ; donc la série alternée E f] (x) converge et, pour n > Ng, son reste d’ordre 1, pn (x),

n>Ng
vérifie : In( n In( n
+ n(n -4
< (=1 n+10N )
putr) < [ (-1 PR <
ln(n—l— 1) . ’ .

D 3 0.D la sé f f ¢ t .
onc i;};lpn(x)l SThri)e orw onc la série Z n converge uniformément sur [a, +oo[

n>1

e Pour tout n > 1, la fonction fy est de classe €' sur 10, 4+o0[ ;

® la série Z fn converge simplement sur ]0, 4+o0o[ et sa somme est F ;
n>1

e la série Z f}, converge uniformément sur tout segment inclus dans ]0, +oo[.
n>1

D’apres le théoreme de dérivation terme a terme, F est de classe C! sur 10, 400l et

“+o00
Inmn
l4
Vx>0, F/(x) = ;(_WF'
@ Lien avec ¢
—+o00 (_1 )n—1 1 “+o00 _2 ] “+o00 1 ]
Pour x > 1, F(x) — ¢(x) = ) — = T~ -2y =2 ~X¢(x). On en déduit
n=1 k=1

Pégalité : F(x) = (1—2")¢(x).
Comme 2% F) 0, F(x) ~ ¢(x) au voisinage de 400 et donc ¢(x) —— 1.

X——+00
3.2 II. Produit de Cauchy de la série alternée par elle-meme

@ Etude de la convergence
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—1 n—I —1 n—I
a) Lorsque x > 1, la série Z e converge absolument ; donc la série produit de Z %
n>1 n>1
+oo n—1 2
. (—1) 2
par elle-méme converge absolument et sa somme vaut : Z — | =(F(x))".
n=1 n
n 2 n
b) Pour x>0, cp(x) = Z —. Comme k — k(n—k) est maximum quand k = 5 et
n—I1
1 (n—1)4%
ue la somme comporte n — 1 termes, |c n—1 = .
q p | TI ; ( )[(n/Z)Z]X nzx
1 (n—1)4% . . . . .
Pour 0<x < A a une limite strictement positive (finie ou non), donc la suite (cn(x))
ne converge pas vers 0. Donc la série Z cn(x) diverge grossierement.

n>2

@ Casoux=1

PR 1 (ISP S P
YXm—xX) n\X "n=x) "M

= 121
_ (_1\yn—2 _(_1\n—2" - _(_
) = (Y g - () n;(k+n_k>—(
n—I1
= 2(=1)" Z%Z:—(=2( n" ZH;‘
k=1

b) Monotonie

Hoogp o M o T/ 1Y He (10
n\ " n

LI
n+1 n?

LTy 1 ne2
= 2/ nn+1) n? an(n—i—”

. H,._ ..
Donc la suite ( n—1 est décroissante.
L)

c¢) "Classiquement”, Hy ~ Inm au voisinage de 4o00. Donc la suite < ~

décroissant et la série alternée Z cn(1) converge.
n>2
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Corrigé Exercice : e3a 2009, MP (Pr Gayout)

1) a) Un vecteur normal au plan (P) est n (1, 1, 1) et un vecteur normal au plan (Q) est m (- 1, 1, 0).
Ona:n.m =0. \Donc les plans (P) et (Q) sont orthogonaux\.

b) On prend T(?, ?’ ?), j(%,— %,0) et K=1 AT, soit K(%, \/66 \f)

—_— - —

¢) D'aprés les formules de changement de bases, en notant P la matrice de passage de la base (i, J, k)

ﬁ +£Y+£Z
x X 3 2 6
V3, W2, Ve

élabase(i,j,f(),ona: y|=Px|Y|,soit y=?X—7Y+?Z et on a aussi :
Z Z @ \/g

7=—X=-2X—271

3 | 6
X=g(x+y+z)
X X
, . V2
Y | = PX| y|, soit Y=7(x—y)
Z V4

Z=?6(x+y—2z)

Donc (x+y +2)2=3X% (x+y)2=2Y?etQy+2) > =(V3X-2Y)%
Une équation de (Z) dans le repere R'estdonc: 302 X2 +2 B2 Y2 +y2(/3X-/2Y)2 =1,

d) ’On en déduit que (X) est un cylindre d'axe dirigé par le vecteur K ‘

2) (E) a pour équation : 3 a’X?+2 [32 Y? +72(\/§X— \/EY)2 =1, soit
3+ X2 -2V Vo XY + 2P+ ) Y2 =1.
La matrice associée a la forme quadratique ¢(X, Y) = 3(0 + 72) X*-2 yz J6 XY + 2([32 + yz )Y?
3at+yY) -6y
est: M= .
N6y 2B+
Par le théoreme spectral, on sait que M admet deux valeurs propres réelles, que les sous-espaces propres
associés a ces valeurs propres sont orthogonaux et que M est diagonalisable dans une base orthonormale

(T', J') constituée de vecteurs propres.
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Apres calculs, on trouve comme valeurs propres : a' = %(30{2 +28% +57% +4/6)

eth = %(30;2 +282 +57% —/60) ot 0 =90 + 4B* + 25 7' — 12 a®B* — 4 BY + 6 02y

Un vecteur propre associé a a' est U ( J6 yz , 3007 + yz) — a') et un vecteur propre associé a b' est
\7(\/872, 3(oc2 + 72) — b') dans la base (f, j).

On pose : I'= ! —Uetl= ! —V. On sait de plus que : @' + b' = Tr(M) = 30 + 2p* + 572> 0
[l M

et que a'b' = det(M) = 6(o’p> + o’y* + B*¥") > 0. Doncona: 0<b' <d'.
Dans la repere orthonormal (O, T, J ), () a pour équation réduite : a' X?+b Y?=1.
‘(f) est donc une ellipse et (X) un cylindre elliptique‘.

S 1
Onpose K'=K,a=— etb=—.0na:0<a<betl'équation de (X) dans le repere orthonormal
Ja' Jb'
12 12
R" = (0, T, J',K') est alors : X—+Y—2 =1.
a b
3)a)Ona:
X Y? 0l n e o bP=a® ., 1 _, XAb*-a’ X'\b*—-a* Z
) —5t+—5—- 5 X +Y +7Z") = X'——Z’=——— —_—+—).
© a’> b* b’ ( ) a’b? b* ( ab X ab b )
Soit Me (Cy) ; alors ses coordonnées (X', Y', Z') dans le repere R" vérifient :
X|2 Y|2 Xl b2 _ a2 Zv
—2+—2 =1et -_— =k.
a b ab b
1 Xv b2 _ 2 Zv
Donc, en remplacant dans (*), on obtient (**) : 1 — b_2 (X'2 +Y7% 4+ Z'z) =k (—ba+; ), soit
a
2 2 2 2 212 2
X242 4724 KONDT =47 o b7 = B2, soit (X + kb’ ~a” 1, Vb =a” o vz Ko BTKTD 2+4“ )|
a 2a 2 4a
i . . , kb\b* —a’ kb .
Donc M appartient aussi a la sphere (Sy) de centre € de coordonnées (— Y, 0, - 7) dans le repere
a
\ bVk*b® +4a’
R"etde rayon Ry =————.
2a
L. ) . X\b?—a* Z
Réciproquement, si Me (Sx) N (Px), on a la relation (**) et —b_ ; =k,d'ou:
a
1 5 5 5 Xv b2 _a2 Zv Xv b2 _a | Xlz le 5 5 )
l- —X"+Y"+Z2)=(———)(———+— )= —+——- — X"+ Y+ Z"), donc
b* ( )=( ab b ) ab ) a’ b2 ( )
X|2 Y|2
—+ b_2 = 1. Donc Me (2). D'ou I'égalité : =Py)NX)y=Ppn (Sk)‘.
a’

b) En tant qu'intersection d'un plan et d'une sphere, (Cy) est soit vide, soit un point, soit un cercle.
C'est un cercle ssi la distance d de ; au plan (Py) est strictement inférieure a Ry.

Dans ce cas, d'apres le théoreme de Pythagore, le rayon de (Cy), noté ry,est €gal a : qui —d* .
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‘_ kb* —a®)  k k‘

21.2 2 2 2 2 2

Ona:Re=2YKD +447 o o (PY) = < _ kb’
2a pr-a* 1 2a
a’b? bf2

DouRy-d= Zi( k*b* +4a* - kb) >(0cara>0. ‘Donc (Cy) est un cercle de rayon ry = b‘.

a

c) fLe rayon du cercle (Cy) est égal a la demi-longueur du grand axe de 1'ellipse (£ )\.

On pouvait le prévoir puisque l'ellipse (E) est I'image du cercle (Cy) par la projection orthogonale sur le plan
d'équation Z' = 0.
Or, (Cy) est inclus dans le plan (Py) dont un vecteur directeur est le vecteur J' aussi vecteur directeur du plan

Z' = 0. Donc un diametre de (Cy) dirigé selon J asa longueur inchangée par la projection orthogonale
considérée.

( Bonne Chance )

222



	Corrigé Problème 1: CCP 2009, PSI (Pr Devulder)
	Etude de la fonction .
	Etude de l'existence de Jm.

	Corrigé Problème 2: CNC 99, MP (Pr Kanber)
	Corrigé Problème 3: CCP 2008, MP (Pr Patte)
	I. Généralités
	II. Produit de Cauchy de la série alternée par elle-même

	Corrigé Exercice: e3a 2009, MP (Pr Gayout)

