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Blague du jour

Théoréme : L’injectivité implique la bijectivité.

Preuve : Si [ est injective tout élément posséde au plus un antécédent ;
mais qui peut le plus peut le moins, donc tout élément posséde au
moins un antécédent, donc f est surjective puis bijective.

Mathématicen du jour Weierstrass
Karl Theodor Wilhelm Weierstrass, (1815-1897) était un mathématicien allemand,
lauréat de la médaille Copley. Il fut immobile les trois derniéres années de sa vie et
s’étint a la suite d’une pneumonie.

Karl Weierstrass est souvent cité comme le « pére de ’analyse moderne ». Il conso-
lida des travaux de Cauchy sur les nombres irrationnels et leur amena une nouvelle
compréhension. Ses travaux les plus connus portent sur les fonctions elliptiques. C’est
lui qui le premier rendit public un exemple de fonction continue nulle part dérivable.

eda
Epreuve de Mathématiques A MP

Corrigé rédigé par Philippe Patte

Partie I

/ _
1) Le probléeme de Cauchy { yy—(’—Oiy—_Of , associé a une équation différentielle linéaire scalaire

d’ordre 1 résolue en 7/, a coefficients continus sur I, admet une solution unique sur I qu’on
peut calculer, par exemple, par la méthode de variation de la constante.

On peut aussi remarquer que g : z — o(f)(z).e?* est dérivable sur I et que
Vo e l, g'(x) = e (cp(f) (@) + ¢(f) (2) = e f(z).
Comme ¢(0) =0:Vxel, g(z) = / e’ f(t) dt; ce qui montre la formule annoncée.
0
2) o(f) = f —cp(f) est continue, donc ¢(f) est de classe C* sur I.

La linéarité découle de la formule du I1 et de la linéarité de I’intégrale. On peut aussi la
démontrer a I’aide du principe de superposition.
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Partie I1

Vu en cours : Vf € COU), | fll, <vVb—alflly, et [flo<vb—alfl.-
Soit z € 1.

* 1
@l < e [ el arse | ["et af il = 1= 1l <

max(|1 —e~¢|, |1 — e~
Done [l¢(f)]l.. < HLEEV

@l <o [ el dee [ @) de<et ) [ g de=et |,

0,z 0,z a,b

Par intégration,[ 01]1 en déduit que H(p(‘[f)H}l < (b—a).ecC=D | f] .[ |

En combinant les questions II 1 et 4, on obtient |¢(f)(z)| < Vb —a e~ ||f|,.

On en déduit que ||o(f)|, < vb—ab—a eC=D||f|,.

Comme ¢ est une application linéaire, les inégalités établies aux questions 2, 3 et 4

assurent que ’application ¢ de C°([a,b]) dans lui-méme est continue lorsque C°([a,b]) est
muni de la norme |.| _, de la norme ||.||; ou de la norme |[|.|,.

max(|1 —e ],

1 —e_Cb’

[/ lloe -

Partie I1I

e—)@ _ecw
c—A
Dans tous les cas, les fonctions f\ et ¢(f\) sont positives, continues sur I = [0,+00| et

On utilise la formule du I 1. Si A # ¢, o(f))(z) = ; sinon, o(f\)(x) =xe .

négligeables au voisinage de +o0o devant pot donc intégrables sur 1.

1 1
On obtient facilement ||fy||, = X et (), = o

e 0y (e —
V2\ Mz V2Ae(A+¢)

La restriction de ¢ & L'(I), encore notée ¢, est linéaire.

Le méme raisonnement donne | fy||, =

Soit f € L'(I). On montre que ¢(f) (qui est continue) est intégrable en montrant que
X

/ lo(f)(x)] dx est majorée quand X décrit 1.

0

Le théoréme de Fubini sur un domaine triangulaire (donc élémentaire) assure que

/ " o) (@) dx < / T / "ot f@)] de da = / ) ( / et | (o) dt) ar | ) ( / " et ) dx) at

X X 1— c(t—X) X 1 +oo 1
Done [ [p(f)@)| do< [ = jrlar< [ Lismlacs T [ so1de= sl

c
1
On en déduit que ¢(f) est intégrable sur I et que [[¢(f)||; < —||f];-
c
Autrement dit, ¢(f) est dans L'(I) et p est un endomorphisme de L!([).

1
L’inégalité [|¢(f)||; < - | fll,, valable pour tout f € L'(I), assure la continuité de I’endo-

1
morphisme ¢ sur L'(I). De plus, |||¢]||, < -.
c

(Ml _ !

1
Comme 12N _ 2 oy — =
T

En multipliant I’égalité f = ¢’ + cg par g et en intégrant entre 0 et X, on obtient

QQ(X) X 2 _ X
VX >0, 5 —i—c/0 g-(t) dt_/0 ft)g(t) dt.
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1)

2)

X X X X
On en déduit que : C/O g3 (t) dt g/o f(t)g(t) dt < \//0 f(t)? dt\//o g(t)? dt.

X X [ X
Donc C\// g*(t) dt < \// f(t)? dt, que / g(t)? dt soit nul ou non.
0 0 0

X
1
Finalement, si f est dans L?(I), on a VX > 0, / g*(t) dt < = || f||,- Comme g? est continue
0 &

et positive, cette majoration assure I’intégrabilité de g2, donc I’appartenance de g & L?(I) :
¢ est un endomorphisme de L?(I).

1
On obtient de plus la majoration [|g|l, = |[¢(f)|ly < — | flly» qui traduit la continuité de ¢
c

1
sur L%(I). On a également |||p|[|, < —.
c

le(F)l 1

1 1
Comme — —, on a finalement |||¢||[, = —.
A1l clc+A) A0t ¢ ¢

Partie IV

a) Vu en cours : le produit de deux fonctions de carré intégrable sur I est intégrable
sur [.

b) Vérification élémentaire.
c¢) C’est la norme associée au produit scalaire ¢.

Comme ¢ est un endomorphisme continu de L?(I), on peut trouver 3 dans R tel que

vfe L2(I), el < BISIl, -

a) Soit f dans L?(I). Par hypotheése, o(f) est dans L*(I), qui est un espace vectoriel,
donc o(f) = f —co(f) est dans L?(I). Donc ¢(f) est dans H(I), et vaut 0 en 0, donc
est dans K.
De plus, [lo(f)'[l; <[[flly +clle(Hllz < 11l + Bl flly = L+ cB) £l
2 2 2 2 2
done [ o()lz = ()l + le(f) 1l < B2 11£12 + (1 +eB)* [ fl2-
Finalement, avec A = /3? + (1 + ¢f)?, qui est indépendant de f, |¢(f)|y < Al fll5-
b) Tout d’abord, ¢ est une application linéaire de L?(I) dans K.
Si o(f) =0, alors f = o(f) + cp(f) = 0. Donc ¢ est injectif (c’est valable sur C°([I)).

Soit g dans K. On pose f = g’ + cg. Alors f est continue et appartient a L?(I) (par
combinaison linéaire d’éléments de L?(I)). De plus, comme g(0) = 0, g = ¢(f).

Donc ¢ est surjective de L*(I) dans K.
Finalement, ¢ est un isomorphisme de L?(I) dans K.
c¢) L’inégalité de la question 2.a assure la continuité de l’application linéaire ¢ de
(L2(D), |I-1l,) dans (K, [.|I;)-
d) Soit g dans K. D’aprés la question 2.b, p~1(g) = ¢’ + cg.
Donc || (g)[l, < llg'll +cllglly < llglly + clglly = 1+ ) gl
Cette inégalité assure la continuité de l’application linéaire ¢! de (K,|.||,) dans

(L), [1-1l2)-

Fin

a la prochaine
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