
Concours National Commun � Session 2001 � MP

Notations et rappels

On considère un espace vectoriel E, de dimension Þnie n � 3, sur le corps K (K = R ou C). L(E)
désigne la K-algèbre des endomorphismes de E. Si u, v ∈ L(E), u ◦ v se note uv et l�identité est

notée IE . Pour u ∈ L(E) et P =
m∑

k=0

akX
k ∈ K[X], P (u) désigne l�endomorphisme

m∑
k=0

aku
k où les

up sont déÞnis par les relations u0 = IE et ∀ p ∈ N∗, up = uup−1. On rappelle que si P, Q ∈ K[X],
les endomorphismes P (u) et Q(u) commutent.

Si u est un endomorphisme de E, le polyn�ome minimal de u sera noté πu et le polyn�ome car-
actéristique se notera χu ; on rappelle que πu est le polyn�ome unitaire de degré minimal annulateur
de u, c�est le générateur unitaire de l�idéal des polyn�omes annulateurs de u, et que

∀ λ ∈ K, χu(λ) = det(u− λ IE) .

Un endomorphisme u est dit nilpotent s�il existe p ∈ N∗ tel que up = 0. On rappelle que pour un
tel endomorphisme, en dimension n, le polyn�ome caractéristique vaut (−1)nXn.

1ère Partie
Résultats préliminaires

A- Calcul de la dimension d�un sous-espace vectoriel de E

Soient u ∈ L(E), λ une valeur propre de u et p ∈ N∗ son ordre de multiplicité ; on sait qu�il existe
Q ∈ K[X] tel que

χu = (X − λ)pQ et Q(λ) �= 0.

On pose Fλ = Ker (u− λIE)p.

1. Montrer que E = Fλ ⊕Ker Q(u) et que les sous-espaces vectoriels Fλ et KerQ(u) sont stables
par u .

2. On désigne par v (respectivement w) l�endomorphisme de Fλ (respectivement KerQ(u))
induit par u.

(a) Que peut-on dire de l�endomorphisme (v − λIFλ
) de Fλ ?

(b) Calculer χv en fonction de λ et d = dim (Fλ) puis montrer que

χu = (−1)d(X − λ)dχw

avec la convention χw = 1 si Ker Q(u) = {0E}.
(c) Montrer que χw(λ) �= 0 et conclure que p = d.
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Réduction

19 octobre 2009



B- Un résultat sur le polyn�ome minimal

Soit u un endomorphisme de E.

1. Soit x ∈ E \ {0E}. Montrer qu�il existe un unique polyn�ome unitaire de degré minimal noté
πx,u ∈ K[X] tel que πx,u(u)(x) = 0E , puis justiÞer que πx,u divise πu.

2. En déduire que l�ensemble {πx,u, x ∈ E \ {0E}} est Þni.

3. On pose πu = Pα1
1 . . . Pαr

r où (α1, . . . , αr)∈(N∗)r et les Pi irréductibles et deux à deux distincts.
Montrer que pour tout i de {1, . . . , r}, il existe yi ∈ E \ {0E} tel que Pαi

i divise πyi,u, puis
construire un élément xi∈E \ {0E} tel que Pαi

i = πxi,u. ( Raisonner par l�absurde et utiliser 2. )

4. Soit (x, y) ∈ (E \ {0E})2 ; on suppose que les polyn�omes R = πx,u et S = πy,u sont premiers
entre eux. JustiÞer que x + y �= 0, puis montrer que πx+y,u = RS.

5. Déduire de ce qui précède qu�il existe e ∈ E \ {0E} tel que πe,u = πu.

2ème Partie
Étude de C = {u ∈ L(E), deg (πu) = n − 1}.

A- Le cas d�un endomorphisme nilpotent

Soit v ∈ L(E) ; on suppose que vn−1 = 0 et vn−2 �= 0.

1. Montrer que pour tout k ∈ N,
Ker vk ⊂ Ker vk+1

et que
Ker vk = Ker vk+1 =⇒ Ker vk+1 = Ker vk+2.

2. En déduire que

{0E} � Ker v � Ker v2 � . . . � Ker vn−2 � Ker vn−1 = E.

3. Montrer alors que pour tout k ∈ {1, . . . , n− 2},

k � dim (Ker vk) � k + 1.

4. Supposons que pour p ∈ {1, . . . , n − 2} on ait : dim (Ker vp) = p et dim (Ker vp+1) = p + 2 ;
montrer que dim (Ker vp) � dim (Ker vp−1) + 2 et trouver une contradiction.
(On pourra utiliser v(F ) où F est un supplémentaire de Ker vp dans Ker vp+1).

5. En déduire que pour tout q ∈ {1, . . . , n− 2}, dim (Ker vq) = q + 1.

6. Montrer que Ker v � Im v.
(On pourra raisonner par l�absurde et considérer l�endomorphisme g induit par v sur Im v).

7. Soient x0 ∈ Ker v \ Im v et y ∈ E \Ker vn−2.

(a) Quelle est la dimension du sous-espace vectoriel H = vect({y, v(y), . . . , vn−2(y)}).
(b) VériÞer que H et Kx0 sont supplémentaires dans E et que H est stable par v.

(c) VériÞer que (y, v(y), . . . , vn−2(y), x0) est une base de E et écrire la matrice J de v dans
cette base.
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B- Cas général

1. Soient R = Xn−1 −
n−2∑
k=0

akX
k ∈ K[X] et α ∈ K une racine de R. Soient B = (e1, . . . , en) une

base de E et u l�endomorphisme de E dont la matrice M relativement à B est

M =




0 0 · · · 0 a0 0
1 0 · · · 0 a1 0

0
. . . . . .

...
...

...
...

. . . 1 0 an−3 0
0 · · · 0 1 an−2 0
0 0 · · · 0 0 α




. (1)

(a) Pour k ∈ {1, . . . , n− 1}, exprimer uk(e1) en fonction des éléments de la base B.

(b) Calculer R(u)(e1) puis R(u)(ek), pour tout k ∈ {2, . . . , n − 1}, et enÞn R(u)(en) ; en
déduire que R est un polyn�ome annulateur de u.

(c) Montrer que le degré du polyn�ome minimal πu de u est supérieur ou égal à n − 1 et en
déduire que R coṏncide avec πu puis que u ∈ C. (On pourra raisonner par l�absurde).

(d) Déterminer χu en fonction de R et α.

2. Soit u ∈ C.

(a) Montrer qu�il existe α ∈ K tel que χu = (−1)n(X − α)πu et que πu(α) = 0.

Dans la suite, k désigne l�ordre de multiplicité de la valeur propre α de u. On sait, puisque
χu = (−1)n(X − α)πu, qu�il existe Q ∈ K[X] tel que

πu = (X − α)k−1Q et Q(α) �= 0.

(b) Montrer que

E = Ker (u− αIE)k ⊕KerQ(u) = Ker (u− αIE)k−1 ⊕KerQ(u);

en déduire que

Ker (u− αIE)k−2 � Ker (u− αIE)k−1 = Ker (u− αIE)k.

(c) On désigne par v l�endomorphisme de Ker (u− αIE)k induit par u− αIE .

i. VériÞer que vk−1 = 0 et vk−2 �= 0.
ii. En déduire qu�il existe un vecteur propre x0 de u, associé à la valeur propre α, et un

sous-espace vectoriel H1 de Ker (u− αIE)k, stable par u, tels que

Ker (u− αIE)k = Kx0 ⊕H1.

(d) Montrer que la somme H = H1 + KerQ(u) est directe et que le sous-espace vectoriel H
est un supplémentaire de Kx0 dans E, qui est stable par u.

(e) On désigne par w l�endomorphisme induit par u sur H .

i. Montrer que χu = (α−X)χw, puis en déduire πw(α).
ii. Montrer que πw est un polyn�ome annulateur de u, puis que deg (πw) = n− 1.
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(f) En utilisant la question B-5 des préliminaires, montrer que H possède une base du type
(e, w(e), . . . , wn−2(e)), avec e ∈ H , et écrire la matrice de w dans cette base.

(g) Construire alors une base B1 de E dans laquelle la matrice de u est de la forme (1).

3. Soit A ∈Mn(K), πA son polyn�ome minimal. Montrer que deg (πA) = n− 1 si et seulement s�il

existe une matrice P dans GLn(K) et a0, . . . , an−2, α, éléments de K, avec αn−1 =
n−2∑
k=0

akα
k

tels que P−1AP soit de la forme (1).
JustiÞer que lorsque K = R on peut choisir P dans GL+

n (R) = {M ∈ GLn(R),detM > 0}.

3ème Partie

Dans cette partie,Mn(K) est muni de la norme ‖.‖ : A = (ai,j) �→ ‖A‖ =
( ∑

1�i,j�n

|ai,j |2
) 1

2 ; G(K)

désigne GLn(C) si K = C et GL+
n (R) si K = R. On se propose de montrer la connexité par arcs de

l�ensemble
C(K) = {A ∈ Mn(K), deg (πA) = n − 1}.

1. (a) Montrer que l�application det : Mn(K) −→ K, A �→ det A est continue et que G(K) est
un ouvert.

(b) Montrer que si A et B sont des éléments deMn(K), alors ‖AB‖ � ‖A‖‖B‖.
(c) Soit (A, H) ∈ GLn(K)×Mn(K) avec ‖H‖ < ‖A−1‖−1. Montrer que A+H est une matrice

inversible et exprimer (A + H)−1 −A−1 comme la somme d�une série.
(On pourra écrire A + H = A(In + A−1H .)

(d) En déduire que l�application I : G(K) −→Mn(K), A �→ A−1 est continue.

2. (a) Soient A et B deux éléments de GLn(C). Montrer que T (x) = det(xB + (1− x)A), x ∈ C,
est un polyn�ome en x, à coefÞcients complexes, et que T n�est pas le polyn�ome nul.

(b) Soient z1, . . . , zp les racines de T et soit r > 0,

soit φ : [0, 1] −→Mn(C), φ(t) = γ(t)B+(1−γ(t))A avec γ(t) =
{

t(1 + 2ir) si 0 � t � 1
2 ;

t + 2ir(1− t) si 1
2 � t � 1.

i. Montrer que φ est continue et calculer φ(0) et φ(1).
ii. Montrer que l�on peut choisir r tel que φ soit à valeurs dans GLn(C) et conclure.

(Si I = {i ∈ {1, . . . , p}, Im zi > 0} n�est pas vide, choisir r < min{Im zi, i ∈ I} .)

3. On admet que GL+
n (R) est connexe par arcs. J étant la matrice vue à la question A-7-c de la

2ème partie, montrer que l�ensemble {PJP−1, P ∈ G(K)} est connexe par arcs.

4. Soit M une matrice de la forme (1) où a0, . . . , an−2 et α sont des éléments de K tels

que αn−1 =
n−2∑
k=0

akα
k. En remplaçant dans M les éléments a1, . . . , an−2 respectivement par

ta1, . . . , tan−2, α par tα et a0 par ε(t) + a0, où ε(t) = (tα)n−1 −
n−2∑
k=1

tak(tα)k − a0, montrer que

l�on obtient une matrice M(t) ∈ C(K) et que l�application ψ : [0, 1] −→ Mn(K), t �→ M(t) est
continue ; calculer ψ(0) et ψ(1).

5. Déduire de ce qui précède que C(K) est connexe par arcs.
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Fin
à la prochaine


