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“¢*Probléme I : Corrigé Pr. Patte, CPGE France

Le commutant C(A) d’une matrice A € M,,(C) est une sous-algebre de M,,(C).

LUNDI 12 NOVEMBRE 2012

On suppose dans tout ce probleme que : x4 = P4 pour une matrice A € M;3(C). »est pour le moins mal venue. Dans tout 1’exercice, on
fixe une matrice A € Mj3(C) vérifiant x4 = P4. On peut noter que, dans les trois questions du probleme, la donnée est P4, polyndme de
degré 3 ; le théoreme de Cayley-Hamilton assure donc I'égalité x 4 = P, (& un facteur (—1)° prés, suivant la convention sur le polynéme

4

caractéristique).

O

0

O

La matrice A a un polyndme caractéristique scindé, a
racines simples, donc est diagonalisable ; de plus ses
sous-espaces propres sont de dimension 1.

Si B commute avec A, elle stabilise les trois sous-espaces
propres de A, qui sont des droites. Ces trois droites sont
donc dirigées par des vecteurs propres de B. Une base de
vecteurs propres de A est donc ausi une base de vecteurs
propres de A : B et A sont simultanément diagonalis-
ables.

Interpolation de Lagrange («, 8, y distincts). On peut im-
poser la condition supplémentaire deg T' < 2.

D’apres la remarque faite en 1.b, il existe une matrice

P € GL3(C) telle que A = P.diag(a,B,y).P 1 et B =
P.diag(a,b,c).P~1. Alors diag(a,b,c) = T(diag(s, 8,7))
etB=T(A).

Le commutant de A est donc inclus dans 'algébre com-
mutative C[A] des polyndmes en A. L'inclusion inverse
est vérifiée pour tout matrice. Donc C(A) = C[A]. Avec
la remarque du 1.c, C(A) = Cy[A] et, comme Py est de
degré 3, (I3, A, A?) est une base de C(A).

Par définition, P4 est un polyndme annulateur de A,
donc (A — AIz)% = 0. En termes d’endomorphismes,
¢> = 0. De plus, comme P, est le polyndme minimal de
A, (A —AI3)? #0,donc g% # 0 : g est nilpotent d’indice
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On vérifie facilement que, pour tout vecteur u € C> tel
que ¢*(u) # 0, la famille B = (u,g(u),g*(u)) est li-
bre. Comme 1’espace vectoriel est de dimension 3, cette
famille est une base de C>. Dans une telle base, g a pour

00O
matrice N = 1 0 0 |.
010

Tout d’abord, i commute avec f, donc avec g. On
en déduit h(g(u)) = g(h(u)) = x18(u) + x2¢*(u) et
h(g?(u)) = ¢*(h(u)) = x18*(u). La matrice de i dans

X1 0 0
Bvautdonc | x» x;1 O = x113 + x,N + x3N2.
X3 X2 X1

On en déduit h = x;1d + x,¢ + x3¢%, puis, en substitu-
ant f — Ald a g, l'existence d'un polyndme T de degré
au plus 2 tel que h = T(f). Matriciellement, H = T(A).

On conclut comme au 1.e.

Le polynome P4 est annulateur de A, donc de f. Comme
X — Ay et (X — Ay)? sont premiers entre eux, d’apreés
le lemme des noyaux, C° = ker(f — AId) @ ker(f —
Ay Id)?.

Comme A; est une valeur propre simple de f (de multi-
plicité 1 dans x 4), le sous-espace propre associé ker(f —
A11d) est de dimension 1 ; donc ker(f — A,1d)? est de di-
mension 2. De plus, c’est le noyau d’un polyndéme en f,
donc il est stable par f. Dans une base B’ de C° adaptée
ala décomposition du 3.a, la matrice de f est de la forme

A O R ) ~
< 01 g ), ou U représente f = f|ker(f_)\21d)2' Comme

(f — A21d)?> = 0, N = U — Ay I vérifie N = 0.
Si N = 0, alors la matrice de f dans B’ est diagonale, f
est diagonalisable et son polynome minimal est a racines
simples. Comme ce n’est pas le cas, N # 0 : N est nilpo-
tente d’indice 2.

L(U—-ML)=0

0 (a) M()Bl 8):(261 Z)M@{ (U-ML)C=0 <

uv =vu

(U—-MDL)C=0

VN =NV
Comme U admet comme polyndme annulateur
(X — A)?, sa seule valeur propre est Ay, donc U —

M1 est inversible. On en déduit M < A0 ) -

0 u
L=0
A O B
(0 u)M@{CO

{ L(U—MDb) =0

VN =NV

(B) 1l s’agit de reprendre avec U le raisonnement des
questions 2.a, b, c et d. On peut imposer la condition
supplémentaire deg R < 1.

(v) Les conditions imposées signifient que Aq
est racine de S — u et que A, est racine
au moins double de S — R ; autrement dit,

S(M)=u
que S vérifie (S—R)(A2) =0 , ou encore
(S=R)'(A2) =0
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{ S(AM) =n
5(A2) = R(A2)
§'(A2) = R'(A2)
Or l'application A définie de C,[X] dans C° par
A(P) = (P(A1),P(A2),P(Ay)) est linéaire, injective
(si A(P) = 0, alors P est de degré au plus 2 et pos-
séde au moins 3 racines comptées avec leur multi-
plicité, donc vaut 0), entre deux espaces vectoriels
de méme dimension finie ; donc A est un isomor-
phisme. D’ou l'existence de S € C;[X] satisfaisant
S(A1) =p
les conditions ¢ S(A2) = R(Ap) .
S'(A2) = R'(Ap)

os((58)- (34 sty )ors

-\@’-Probléme II : Corrigé Pr. Deruelle, Ex-CPA, Maroc
S CPA : Centre de Préparation a I’Agrégation

Question préliminaire

g est clairement de classe C! sur ]0, +-co[ . Il reste & vérifier la con-
tinuité de g en x = 0 . L'application définie par F(x) = /0 ’ f

Vx € RY,F(x) = f(x).Or
Vx €]0, o0, g(x) = M et donc chig})g(x) = F'(0) = £(0)

0
. D’ott la continuité de g sur R™ .

est de classe C! sur RT avec :

u ; de plus, comme (X — Ay)? est annulateur

de U, S(U) = R(U). Donc S (( )51 8)) _

(5 & )=(6 v)=m

0 Soit B € M;(C) et b 'endomorphisme de C> canon-
iquement associé a B. Alors B commute avec A <= b

commute avec f, i.e, M = Mat g (b) commute avec
A0 , L L.
01 u ) C’est encore équivalent (la réciproque de

3.c.0 est évidente) a l'existence d'un polyndome S &
Cy[X] tel que S (( /})1 8[ )) = M, ie S(f) = b, ie,
S(A) = B. Comme dans les questions 1 et 2, C(A) =
Cy[A] et C(A) est de dimension 3.

‘ Premiére Partie

O La linéarité de h est immédiate . Supposons h((u,)) = (0) .

1 n
Onadonc Vn € N,——- ) u =0,douVn € N,s, =
n—+1 P

n
Y ur = 0.On en déduit que sy = uyg = 0 et que Vn >
k=0
1,uy, = sy —s,—1 = 0.D’ou l'injectivité de h . Soit v, € S .
La recherche de (u,) € S telle que v, = h((u,)) conduit a
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Up = 0g
n

etVn > 1,uy = sy —sp_1 = (M+1).0y —n.v,_10Us, = Y 1y
k=0
. On en déduit la surjectivité de h .

O 0O immédiat : cf. question préliminaire .

O La linéarité de l'opérateur H est immédiate . Pour F €
C,H(f) = 0 donne H(f)(0) = f(0) = 0 et Vx >

0,F(x) = /[ f=0.Dowvx > 0,F(x) = f(x) =0
0,x
. H est donc bien injective .

0 Pour tout f € C, H(f) est de classe C! sur R" , ce qui
n’est pas le cas de toute fonction
de C . H n’est donc pas surjective .

O Soit A une valeur propre de et (u,) associée . Soit p le plus

petit entier tel que u, # 0. On a alors Au, =

p+1
4 3 ) 1 )
Z —— - Up et nécessairement A = —— . II vient alors
o P T 1 p+1
pourtoutn > p+1,u, =s, —s,-1 = (n+1).v, —nov,_1 =
n+1 n . n .
p_'_l-un—m-un_ldou u":n— Uy, _1 .Ceci donne

Vn > p+1,u, = Cf;.up . En conclusion les valeurs propres

1
de h sont les valeurs Pl p € N : le sous-espace propre

associé a

1 est de dimension un et est engendré par la

suite définie par u, = Opourn < p (s'ilyalieu), u, = 1et
Vn > puy = Ch

O Soit A une valeur propre de H et f € C associée . A est
non nul car H est injective d’apres I — 2 — b et d’autre part
f est de classe C! sur R"s d’aprés I —2 —a . On a alors

Vx> 0, F(x) = /[O f = Aflx) dron V> 0,(1-2).f(x) =
Ax.f'(x) . L’équati,on différentielle linéaire (1 — A).y = Ax.y/

1-A
admet pour solutions sur R"s les fonctions y(x) = C.x &
Ces fonctions sont continues sur R si et seulement si 0 <
A < 1. Lensemble des valeurs propres obtenu est ]0,1] et

pour A €]0,1] , le sous-espace propre associé est de dimen-

. ) . 1A .
sion 1 et engendré par la fonction f(x) = x™* On peut aussi
énoncer ce résultat sous la forme : les fonctions propres sont

1
les fonctions f, : x — x* ot > 0 et H(fy) = i -

\ Deuxiéme Partie \

1 n
0 On a pour (u,) dans Sy , [v,| < —— - ) || <
n+1 =

1
n+1

n

kZONoo((un)) = Neo((un)) . Bt : ¥f € C,¥x >0, |H(f)(x)] <

- x.||flloo = || flloo , majoration qui reste valable pour x =

OR | =

O Les majorations ci-dessus montrent que /o et He sont contin-
ues et vérifient |||h||| < 1et|||Hwo||| < 1L'image de la suite
constante et égale a 1 par h est elle-méme et par conséquent
|||heo||| = 1 et est atteinte pour cette suite . On obtient un ré-
sulat analogue pour He avec la fonction constante égale a 1
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00 Donnons une démonstration directe , sans reproduire la

démonstration classique du théoreme de Césaro . Obser-
vons que v, = hoo((uy)) est également croissante ( ce
qui est clair dans la mesure o, lorsque 1’on passe de v,
a vy41, on ajoute dans la moyenne un terme plus grand
que les précédents ...) :

1 L I

Up41 — O = n_’_z'[k_zoukJrunH]_n—_H'kga”k -

1 1 ¢
R

n
1 Z(un+1_uk)
k=0 > 0. Par ailleurs Vn € N,v, <

n-+2 n—+1

uy ( immédiat ) et donc v, est majoré par A . Par con-

séquent v, converge vers un réel / vérifiant I/ < A .On
1 n

a également : Vn € IN,vp, > o [klg)uk +nauy, | =

n—+1 , n

2n+1 " 2n+1

I A
[ > §+§’d’0ﬂ [ > A .Finalement | = A .
L'égalité est immédiate puisque I = Ny(vy) =
Noo(heo((uy))) et Noo((11)) = A, les deux suites étant
croissantes . Ceci montre que la norme de %, est atteinte
en de telles suites (u,) .

uy . Un passage a la limite donne

1
n+1
médiate Vi € IN, V;; < Neo((1n)) = Neo((|un|)) . D’olt

n
Notons Vn € N, V, = - Y |ug| . On a de fagon im-
k=0

Mo
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Vin € N,v, < Viu < Neo((|unl)) , puis Neo((11n)) =
Neo((Jtn])) = Neo(vn) < Neo(vn) < Neo((Jttn]))
. Finalement on obtient Noo((|its])) = Neo(vn) =

Neo (hoo (([1n]))) -

O Pour simplifier les notations , en utilisant le résultat de la
question précédente , on peut se ramener au cas ol (i)
est une suite positive . On notera aussi Neo((1y)) = A

1 1’10—1 n
.P tout > ng, = — <
our tout n > ngp, v, p—— [zgyuk+k_2nouk]_

1 no—1 n—mng+1
Z uk_i_io—’_

-¢cDou v, < c+

n—i—l‘k:O n+1 - n+1
1’10—1

2 uy . Le second terme du membre de droite de cette
k=0

inégalité est le terme général d'une suite qui converge

A—c

vers zéro : 3Ny > ng tel que Vn > Ny, v, < c+ ;=
c+A

< A Par ailleurs 'hypothése 0 < uy < A im-

plique que Vn < Np, v, < A .En conséquence , si

l'onnote V.= max v,, ilvient : Vn € N, v, <
HG[O,N()—H

Max{V,#} =d<A.

O L’hypothese faite a la question précédente contredit le
fait que ho atteint sa norme en la suite (Juy]) .

O Supposons l_1>r£ f(x) =1.Soite > 0, puis A > 0 tel que
X [e¢]
Vx > A, |f(x)—1] < e.Ona Vx > A H(f)(x) =1 =
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[ U= < 2 [0t 1 [0 -

I|.dx
A 1
< ([flleo + 1) 7 + 2 - (x = A)£ UWM+W) +¢.0n
en déduit alsement que l_1>r£ H(f)(x) =len utlhsant le fait
X [e¢]
que x1_1>1_7£100 <= 0.

Quatriéme partie

1
O De l'inégalité |f.g¢| < 5 (f* 4 ¢°) on déduit la sommabil-

ité de f.¢ sur R™s . On notera que si f et ¢ sont de carré
sommable , f + ¢ l'est aussi puisque (f +¢)* = f>+¢* +
2.fg et que fg est sommable ce qui permet d’obtenir la struc-
ture d’espace vectoriel de L2 ... Les diverses vérifications con-
cernant le produit scalaire sont sans difficultés .

0 O Lamajoration [f| < % - (14 f?) et la sommabilité de f>
sur R"'s donc sur ]0, x] montre que f est bien sommable
sur |0,x] . On a par Cauchy-Schwarz ( /} f)2
0,x

1). 2) = x. 2 d’otu le résultat demandé
(

O,x O,x
/ f,ona F(x) =

X
f(x) . 11 vient : /(pf: . _’_2/#

“f)
F(t).dt . Par ailleurs Cauchy—Schwarz donne /

a t

O Avec pour x > 0, F(x

1
t).dt < / ). / 7) 2D'ou /4>f<_ F2(a) +
1 1
/fzz(/gb]zf On a donc : /‘Pf /‘sz_
1
2|fll2] < = F
séquence lim 1 . F*(x) = 0 : I'hypothese { / gbjzf ; 0<
a—0 o
# < x} non borné contredirait ce résultat . En con-

séquence ¢y est de carré sommable sur R*s et un pas-
sage a la limite quand « — 0 et x — 400 donne

I95ll2 < 2[|f]l2

O Le résultat est une conséquence immédiate de IV — 1.

_

2(a) . Or la question 2 — a a pour con-

1
O Pour tout x > 0, t — n et f sont de carré sommable

sur [x,+oo] . Il en résulte , comme précédemment, que
leur produit est sommable sur [x, +oo] : l'application

+oo

G(x) = / @ - dt est donc bien définie sur R™s
X

Par ailleurs Cauchy-Schwarz donne : Vx > 0,G*(x) <

+°°dt +o0 2\ 1 +oo >
L& (L =/ 7
0 On a déja montré que G est bien définie sur R™s . Une

X
intégration par parties donne : / G? = [t GZ( )}x +
2/f t).dt On en déduit /G2 < sz()—i—
Z/f t).dt < x.G*(x +2 /fZ /G2> D'oit

/ G? < x.G*(x) + 2||f||2</ G2> . On conclut alors
14 14
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O On a d’aprés ce qui précede

par un raisonnement identique a celui fait dans la ques-
tionIV —2—b :G e L?et||G|2 < 2.||f]2 .

+o0 t
00 Notons désormais, pour f € L?etx >0 ,f(x) = / ¥ .

X
X
dt Une intégration par parties donne : / f.Ha(g) =
14

X
[—f*(t)/ gl +/ ¢.f* Les applications f,¢, Hy(g) et f*
10,¢] o

sont dans L? , donc f.Hy(g) et g.f* sont bien sommables

sur R"s 1l s’agit donc de montrer que t — f*(t). | ]g
0,t

tend vers zéro quand t — 0 ou t — +oco . Or de précé-
dentes majorations ont montré que , pour f et ¢ dans L?,

(/[O,x]g)z <wf @et (P = () IO ) <

1+ N
T f* . Ceci permet d’obtenir la majoration Vx >
X

0, f*(x)./m’x]g}2 < (/]O,x}g2>.</x+oof2> qui donne le ré-

sultat escompté . Reste l'unicité : soient f;" et f, deux élé-
ments de L? répondant a la question . On a alors Vg €

L(fi/8)=(f/g) dou Vg e L% (fi —fi /g) =0
et on conclut en prenant g = ;" — f5 .

La linéarité de L, est immédiate . La question IV —3 —c a
déja montré que Vf € L2, | f*[l2 < 2|fll2, ce qui donne la
continuité de L et |||Ly||| < 2.

V(f,8) € L2 (f/ Halg)) =
( Lo(f) / g ) - On en déduit : Vg < L%, |H2 ()3 =
(La2(H2(3)) / &) < MIL2|||[[H2l]|-Ig]l3 qui donne |||Ha||| <

U

[||IL2||]| - De méme en partant de : Vf € 1?, ||L2(f)\|% =
(f/ Ha(L2(f)) ) , on obtient |||Lo||| < [[|H2||| .

Cinquieme Partie

0 L'application x +— np(Ax) est continue sur la sphere-
unité de R qui est un compact de R? : dxg €
R0} / ma(Axg) = sup na(Ax) = [[[A]]] -

nz(x)=1
0 A* o A est un endomorphisme symétrique positif , donc
diagonalisable , de R” . Soient 0 < Ay < ... < Ay les
valeurs propres de A* o A rangées par ordre croissant
et (e1,...,ep) une base orthonormale de vecteurs pro-
p

pres adaptée . On a pour x = in.ei appartenant a
i=1

la sphere unité , A; < np(Ax)? = (A*0A(x) / x) =

P P P
( in)xi.ei / in.ei ) = Z/\ixl-z < )Lp . On en déduit
i=1 i=1 i=1

1
1
que [||A]|]] < /Ay, = ( max A)?.On en fait égal-
Aesp(A*oA)
ité car on atteint cette valeur en tout vecteur propre uni-

taire associé a A, . Réciproquement si /A, = [||A]|| =
n
ny(Ax),avec x = ) _ x;e; appartenant a la sphere-unité
i
p
( sans perte de généralité ), ona : nmy(Ax)> =Y Axf =
i=1

p
Ap qui donne Y x7(Ap — A;) = 0 et donc pour tout i tel
=1

1
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que x; # 0, A; = Ay ; x est bien un vecteur propre (
associé a Ay ).

O Supposons , sans perte de généralité , que ||f|, =1.0Ona :
1H||* = 1H2(FII7 = (L2o Ha(f) / f ) < l|L2 0 Ha(f)ll2 <
L2\ |[|H2||| = |||Hz|||* d’aprés V — 6 . Cela entraine en
particulier 'égalité ( Ly o Hyo(f) / f ) = ||[Lao Ha(f)2 :
nous sommes en présence d'un cas d’égalité dans une iné-
galité de Schwarz et ceci implique l'existence d"un réel A tel
que Lpo Hp(f) = A.f.

0 La recherche d’éléments f € L[> et de A € R tels que
Ly o Hy(f) = A.f nous ameéne ( dériver deux fois ) a chercher
les solutions non nulles dans L? d’équations différentielles de
la forme :

Ax? " (x) + 2Ax.f'(x) + f(x) , x €RTs g

t

Le changement de variable x = e’ transforme cette équation

A 1a prochaine

différentielle en :

Ay () + Ay () +yt)=0,teR
On observera que |Hx(f)II3 = ( LaoHa(f) / f ) =
(Af/ f)=AlflZetdonc A > 0.Parailleurs |A| <|||Ly0
Ha||| = |||Hz|||*> < 4. D’ott nécessairement A €]0,4] puisque
A = 0 conduit a f = 0. Les solutions de 1’'équation différen-

= % - [a.cos(B.Inx) +
VAE-A)

tielle initiale s’écrivent alors f(x)

b.sin(B.Inx)]otta, b e Retp =

qu’a constater que de telles fonctions , sauf dans le cas trivial
f =0, ne sont pas de carré sommable sur Rs .

. Il ne reste plus

La démarche est rigoureusement la méme que dans la ques-
tion précédente .
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