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Lundi 16 Novembre 2009

Durée : 4 heures

Blague du jour

e L’éléphant est énorme (n-norme), mais le mammouth est (n+ 1)-norme.
e Qu’est-ce qui est gris, énorme et a des coéfficients entiers ?

Réponse :Une équation éléphantienne.

e Qu’est-ce qu’un dilemme ?

Réponse : Un lemme qui prouve deux résultats.

Al
Mathématicen du jour Borel.
Félix Edouard Justin Emile Borel (1871-1956), mathématicien francais, spécialiste de la
théorie des fonctions et des probabilités, membre de I’Académie des sciences, a été aussi
un homme politique frangais, député, ministre de la marine. Il a été regu a la fois premier
a I’Ecole polytechnique, a I’Ecole Normale, et & P’agrégation de mathématiques. Refusant
les offres des industriels, il se consacra a la recherche.

Il était parmi les pionniers de la théorie de la mesure et de son application a la théorie des
probabilités. Il a également édité un certain nombre d’articles de recherche sur la théorie
des jeux ainsi qu’un véritable monument sur le jeu de bridge.

Engagé volontaire dans ’armée en 1914, il a commandé une batterie d’artillerie. Il était
décoré du Grand-croix de la Légion d’honneur, Croix de guerre et de la Médaille de la
Résistance

Partie I

X) — (F | X) est une forme linéaire sur M,,(R) et elle est non nulle car (F | F') # 0 donc son
noyau est un hyperplan de M, (R) et, ainsi, H est un hyperplan de M, (R) .

Ppsons Y = 'FX. On a Vi € [1,n]? yii = Y. friwri donc (F | X) = > Y fxi xx; donc , puisque
k=1 i=1k=1

n n—
fri=1lpouri=koui=1loui=net fr; =0sinon,on a (F| X) = Z:ckk—i—Za:kl—i— 3 Tgn -
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Phr définition de H, on a F' € H+ donc, puisque M, (R) est de dimension finie, on a M,,(R) =
H @ R.F. Soit M € M,(R), on peut donc écrire M = N + \F avec N € H et \F ¢ H* et, en

prenant le produit scalaire avec F, (F | M) = (F | N)+ M|F||?> = M|F||?> donc A\ = % On a

donc VU € HH M —U = (N —U) + AF avec N — U € H. Donc le théoréeme de Pythagore donne
2

127 = U[12 = [N = U+ X2F12 % 2 PP = b done aqar, 1) = KDL

Wi2=> S ffi=n+2(n—1)=3n-2donc ||[F||=+v3n—-2.

i=1k=1

0 0 0 1
1 0 0 1
Ba) | @ : | doncrg(B)=2.
1 0 0 1
1 0 0 0
1 0 0 0
1 0 0 1
Bf =|: : : | donc rg(B?) =rg(B)=2.
1 0 0 1
0 0 0 1

B)’aprés le théoréme du rang, dim(Ker(g)) 4+ dim(Im(g)) = n et si z € Ker(g) NIm(g), on a g(z) = 0g
et il existe y tel que » = g(y) donc ¢g?(y) = Op. Ainsi y € Ker(g?). Mais Ker(g) C Ker(g?) et
dim(Ker(g)) = n — 2 = dim(Ker(g%)) puisque, selon [b], rg(g) = rg(¢®) donc Ker(g9?) = Ker(g). On a
donc y € Ker(g) donc = = g(y) = 0g. Donc Ker(g) @ Im(g) =R"™ .

Byenons une base B = (el, ey €n_9,€n_1, en) adaptée a la somme directe ci-dessus. On a g(ex) =
Op pour k € [1,n—2] et g(ex) € Img = Vect(en—1,€e,) pour tout k et, notamment pour k € {n—1,n}.
@] O

Donc Mat(g, B) =
(9,B) ol &

avec B’ € M5(R). De plus,
0]
2 =rg(g) = rg (Mat(g, B)) = rg (B’) =1g (O tB’) =rg('B") = rg(B)

@) @)
donc B’ est inversible.Donc B est semblable & une matrice de la forme w avec B’ € GLy(R) .

¢)On a directement Tr(B) = 0, Tr(B?) = 2.0 Soient A et y, les valeurs propres dans C de B’ (pas

forcément distinctes). B’ est trigonalisable dans M5 (C) donc semblable a (A

0
N e(A+p)
0 w2

C) et donc B’?
U

est semblable a ( > Or, selon [d], Tr(B) = Tr(B’) donc A + = 0 et [d] donne aussi

(0]
que B? est semblable a o P donc Tr(B?) = Tr(B’?) soit A\* + 42 = 2. On a donc = —\

et 2)\? = 2 donc Sp(B’) = {-1,1} .

F)i = af < (I, + B).Z = of donc F.7 = aZ < B.¥ = (o — 1)Z donc Sp(F) = {1+ 3| 8 € Sp(B)} et
Ey(F) = Eo_1(B). Comme xp = X" ?xp = X" 2(X +1)(X — 1), Sp(B) = {-1,1,0} et, puisque
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m(1) = m(-1) = 1, dim(E_,(B)) = dim(E1(B)) = 1. D’autre part, on a dim(Ey(B)) = dim(Kerg) =
n — 2. Donc Sp(F) = {0, 1,2} avec dim(Ey(F)) = dim(Ey(F)) =1 et dim(E(F)) =n—2.

B)aprés la formule du [3], il suffit de calculer (F | P('F)) = Tr(‘FP('F)) = Tr(S('F)) en notant
S(X) = XP(X). Or dim(Ey(F)) + dim(E3(F)) + dim(E1(F)) = n donc Eo(F) ® Ex(F) & Ei(F) =
R" c’est a dire que F est diagonalisable donc ‘F également. Ainsi S(’F) est semblable a
Diag(S(1),...,5(1),5(0),5(2)) donc Tr(S('F)) = (n —2)S(1) + S(0) + S(2) = (n — 2)P(1) + 2P(2).

Donc d(P('F),H) = ’(n— 23/];511)_4'2213(2)’ .

Partie 11

Pya) caractérisation de la borne inférieure, Ve > 0, 3y € H, d(zo,H) 4 ||zo — yl|| < d(zo, H) + ¢.
On applique ceci a ¢ = %—i—l pour n € N et on note y,, un des y € H vérifiant ’inégalité. On a

donc 1
VneN, y,€H et d(xo,H)%lH:vO—ynH<d(xo,H)+n—+1

m |20 = ynll = d(zo, H)

donc il existe une suite (y,)nen telle que Vn € N| y, € H et 1i+
n—-—1+0oo

P avn e N, ly,ll = lyn—z0+z0|| 4 |yn—x0l|l+||z0] et la suite (||a:0—yn||)neN est bornée puisqu’elle
converge donc la suite (HynH)neN est aussi bornée. Le théoréme de Bolzano-Weierstrass donne
alors I’existence d’une suite (y,(,))yen extraite de (y,)n,en qui converge dans E. Mais, quand F
est de dimension finie, tous ses sous-espaces vectoriels sont fermés donc H est fermé. Comme
Vp €N, ypp) € H, on a zp = pli»rfoo Yo(p) € H. D’autre part, la suite ([lzg — y%’(P)”)peN est extraite

de la suite (||zo — ynH)neN qui converge vers d(zg, H) donc elle converge vers la méme limite.

Enfin, par continuité de la norme, [|zo — Y, || — |[zo — z0]] et donec, par unicité de la limite,
— T 00

lzo — 20| = d(zo, H).En conclusion, 3z € H, ||xg — 20| = d(zo, H) .

Pya) définition, Kerh = h™' ({Og}) et le singleton {Og} est un fermé de R. Or I’image réciproque
d’un fermé par une application continue est un fermé donc si h est continue alors Kerh est fermé dans F .

Bupposons que la forme linéaire / ne soit pas continue, on a non (3 K %0,Vz e E, |h(z)| 4 K ||£CH)

soit VK % 0, 3z € E, |h(z)] > K ||z||. Appliquons ceci & K = n + 1 pour n € N et notons z, un
x € FE vérifiant la propriété : on a donc |h(z,)| > (n+1) ||z, ||. Ceci montre que h(z,) # 0, on peut

donc poser t, = % On a alors h(t,) = Zg:) =1let|t,] = |f|L|EE;n|)| < #I donc t, f—— 0p.On

a donc Vn € N, h(t, —tg) = h(tn) —h(to)) =1—1=0donc Vn € N, t, —to € H et t, —tg —— —tp

n—-+4oo

donc, puisque H est fermé, —t, € H. Mais ceci est faux car h(—tg) = —h(tp) = —1. L’hypothése

de départ était donc fausse et on a bien si Kerh est fermé dans E alors h est continue .

& O H donc H # 0 et si (z,y) € H et A € R, la caractérisation séquentielle de I’adhérence
donne I’existence de deux suites (7,,)nen €t (yn)nen telles que Vn € N, (z,,y,) € H?, 1121 Ty = T,
n—-—1+0oo

lim y, =y et alors , par linéarité de la limite, x4+ \y = hIJIrl (xn+Ayn) avec Vn € N, z, + Ay, € H
n—-—+0oo

n—-+0o0o

et donc = + \y € H. Donc H est un sous-espace vectoriel de E .
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H’)Jisgue H C H, on a soit H = H et, dans ce cas, H est fermé, soit H w H. Si H w H, prenons
a € H\ H et soit © € F quelconque. On a h(a) # 0 puisque a ¢ H et on peut donc écrire x =

%a—i— (:v— %a) avec a € H et h (w— %a) = h(w)—%h(a) = 0 donc (»”C— %“) €HCH.

Puisque H est un sous-espace vectoriel de F, on a donc z € H ce qui donne £ C H .On peut

donc conclure : H est fermé ou dense .

Partie IT1

$pit + € H*. Par densité de H dans F, il existe une suite (7,),cy telle que Vn € N, z, € H

et HI_’I_I z, = z. On a donc Vn € N, (z | x,) = 0. Mais, par continuité du produit scalaire,
n—-1+00o

(x| zy) — (z | ) donc (x| ) =0 et donc = = 0p. Réciproquement 0x € H+ donc H* = {0} .

2)oH+ = H® {0} donc Ho H- = H .

Ppur tout z € F, il existe une suite (z,,)nen telle que Vn € N, 2, € H et lim 2, = z. On a, par

n—-+o0o

définition, 0 4 d(x, H) 4 ||z — x| car z,, € H et hm |z — z,]| =0 donc Vx € E, d(z,H) =0 .

8) d(xz, H) est atteinte, il existe zy € H tel que 0 = d(z, H) = ||z — 2o|| donc =z = zy et x € H. La
réciproque est claire donc d(x, H) n’est atteinte que si z € H .

Partie IV

Om)a Vo € E, |h(z)| 4 [[[1]|] [[«] donc, pOl}Jlll(P w)|= 2o =y [h(xo)| A I[P ][] [lzo — yl[. Or [|[ R[] # 0 car
Zo

h est non nulle donc Vy € H, ||zo — y| * AT

b) borne inférieure étant le plus grand des minorants, d(zo, H) % MA]

B} d(zo,H) = 0, I’inégalité ci-dessus donne h(zg) = 0 donc =y € H. La réciproque est évidente
donc d(zg, H) =0 29 € H .

«) Bar caractérisation de la borne supérieure, Ve > 0, Jw # 0g, ||| h]|] * |f|L|( H)| > |||h]|]| —&. On
applique ceci & ¢ = % pour n € N et on note w,, un de ces w # 0g. OnaVn e N, ||| h]] —%_’_1 <
|f|L|(120n||)| A ||| h]|]| donc il existe (wy,)nen telle que Vn € N, w, € E\ {0g} et |||h]]| = liril VﬁS;U"H” .

3) o Puisque z( ¢ H, on peut écrire tout « € E sous la forme = = &%)) o+ (w — ]il((;;)) x0> = Aro+vy

avec A € R et y € H (vérification immédiate). Ainsi Vn € N, 3(\,,,y,) € R x H, w, = A\pxo + Yn -
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¢ ERREUR D’ENONCE : la condition )\, # 0 n’est, en général, pas vérifiée pour tout n € N. Il suffit,
par exemple, de choisir wy € H pour avoir \g = 0 car I’écriture ci-dessus est unique puisque la

A (wn)|

somme R.xy) @& H est directe. On ne modifie pas la valeur de la limite de Ton] en modifiant
n

la valeur de wy (ou d’un nombre fini de termes) donc [a] est toujours vérifié.

o Par contre, on a dngy, Vn % ng, A\, # 0 car Vﬁg}}”"l'” — [l| ]| > 0 donc Ing, Vn % ng, W >
0 donc Vn % no, h(wn) 7& 0 et donc An = }}LL((?C)Z)) 7& 0
v) D’une part, |h(w,)| = |Anh(z0)+yn] = || |R(20)] et, d’autre part, Vn x ng, |w,| = _ )\yn x

[An|d(zo, H) car _/\y” € H. Donc, puisque |w,]| # 0, |\,| # 0 pour n % ng et d(xo, H) # 0 pour

x0 ¢ H,on a

Wi % no, [(wn)| _ Al [P(z0)| , An[lR(zo)| _ [h(zo)l
[[wn | [[wn | |Anld(zo, H)  d(zo, H)
En faisant abstraction de ’erreur d’énoncé signalée plus haut, on a bien Vn % ng, Vﬁ(;l)"”” A CJ&(:O;}) .

E)n passant a la limite dans I’inégalité précédente, on obtient ||| ||| 4 % donc d(zg, H) 4
0>
A (o)

il et on a obtenu ’inégalité inverse au [c] donc d(zg, H) = ||]r|(i(i|)|l .

[[]] oo - . , SRR
4 onr1 et cette série majorante converge car c’est une série géomeétrique

_Un_
2n+1

Dmja Vi €N, |5y
de raison % donc (Z

) est absolument convergente .
neN

B)apres [a], h est bien définie. Pour tout (u,v) € E? et A € R, on a

> Uy 4 Mg,
h(u—l-/\v):ZW:Z?lJrl—i—)\ZTHl = h(u) 4+ Mh(v)

n=0 n=0

car toutes les séries convergent. Donc h € E*. D’autre part, I’inégalité vue au [a] donne

1

|un| llull oo
Z on+1 A Z gn+1 = lulloo 2 1= llul oo
n—=0 1- )

Un

Yu e F,

[o(u)]

ce qui montre la continuité de h. De plus, Yu # 0, Tullo 4 1 donc, en prenant la borne
o0

supérieure, [||h]|| 4 1. Donc h est une forme linéaire continue et |||L]||| 41 .

¢)On a clairement v, € E et [|vp| = 1. Or

"1 o1& 11——2p1+1 1
M) =2 g =52 g a1 e >0
n=0 n=0 2
h(vy)| 1 [ (vp)|
donc| P2l =1— =1 et donc P — 1.
[[0ploo 2rF [0plloc_p—o0
o ona U a4 1 done il <1
8yupposons qu’il existe u # O0p tel que |Hf;(|1\l)| = [||h]]] =1 on a donc |h(u)| = ||ul|s et toutes les
inégalités du [b] sont des égalités. En particulier, > 2|1:1|1 = > | ” donc Z M =0
n=0 n=0 n=0
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avec Vn € N, HUHLIM % 0 donc on a Vn € N, |u,| = ||ul]|c. Mais alors |u,| —— [Jul]jeo # 0 en
n+ n—-+oo
contradiction avec le fait que u € E donc HI_’I_I |tn| = 0.
n—-1+0o0o
A (w)]

Donc il n’existe pas de v € E\ {Og} tel que =|llhll] -

[[ell

&) suffit d’utiliser le résultat du [II.a] : puisque h est continue, H = Ker h est fermé .

Bpit ©o ¢ H, si d(xo, H) était atteinte alors 3z € H, d(zo, H) = ||zo— 20||. Or, selon [1.€], d(zo, H) =

|7 (z0)] _ _ [h(mo)| _ |h(x0) — h(20)] . _ |h(xo — 20)| _
maqp done o=zl = iy = Ty ot done, puisque zo—20 # 0, T g = I

ce qui est impossible vu [d]. Donc pour = ¢ H, d(z, H) n’est jamais atteinte .

3k >k 3k 3k 3k >k 3k 3k sk ok ok sk sk ok ok sk >k 3k Sk sk ok ok sk sk ok sk skok sk skok ok

Fin

a la prochaine
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