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,{ Blague du jour }

Comparaison entre Internet Explorer et la drogue :

1- La premiere dose est gratuite, mais quand vous serez accrocs ils augmenteront les prix.
2- Microsoft, comme les dealers, savent que, faute d’autre came, vous reviendrez.

3- L’utilisation de drogue et d’Internet Explorer ont dramatiquement augment
dernierement.

4- Les deux vous explosent le systeme de temps en temps.

5- Bill, comme les dealers, voudrait bien que tu revendes ses produits aux autres.

—~ Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897)

Mathématicien allemand, lauréat de la médaille Copley en 1895. Il fut immobile les trois dernieres années
de sa vie et s’éteint a Berlin a la suite d’'une pneumonie. Il créa avec Alfred Enneper une classe complete
de paramétrisations. Karl Weierstrass est souvent cité comme le < pére de 'analyse moderne >. Il consolida
des travaux de Cauchy (1789-1857) sur les nombres irrationnels et leur amena une nouvelle compréhension,
Ses travaux les plus connus portent sur les fonctions elliptiques. C’est lui qui le premier rendit public un
exemple de fonction continue nulle part dérivable. Weierstrass étudia la fiabilité de ’analyse, dont il propose
une construction logique rigoureuse. A cette époque, les démonstrations de 'analyse s’appuyaient sur des
définitions ambigués
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Un vecteur propre strictement positif

T € Muyn(R) telle que T> 0 et (In +T)™ 50,
1> 1°] Soit x € B (x>0etx0) Montrons que I'y = {0 € R / 0x < Tx} est un enesemble non vide
fermé et borné .

0 € I'x car Tx > 0 = 0.x, donc Iy est non vide.

Pour i € {1,...,n}, lapplication @; : R — R, 0 — (Tx); — 0.x; est continue sur R , donc Iy =
ﬂ Q; 1[0, +o00[} N R est un fermé coimme intresection de fermés .

1<i<n
(Tx)q

1

Pour tout ® €Tk et touti=1..m,ona : 0 < pour x; #0 , donc 'y est borné .

On pose 0(x) = max(Ty)

(Tx)i

1

Pour tout © € Ty et pour tour i€ {1,.n} tel que x; 0, ona : 0 <

@ 2°] Soit x € B, montrons que 0(x) = min{ /i=1.m,x; #0}

(Tx)q

(Tx)i. Donc 0(x) < min{—_ /

X i
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i=1.n,x; #0}

D’autre part les réels

(Tx)i

Tx):
;)1 avec Xi 0 sont dans I’y . D’out ©(x) = min{
i i

/i=1.m,x #0}.

3°] Montrons que pour tous &> 0 et x € B, on a : 0(ax) = 0(x)

(T(axx))i
(ox)q

(T(x))i
(x)i

Comme T est linéaire, on a: { /i=Tmetx #0}={ /i=T1.netx #O0}

donc 0(ax) = 0(x)

4°] Montrons que P(B) C BT

Soit x € B | posons y =Px, P = (pij)ij et (Y)i =y

n
Comme x # 0 et x > 0, alors il existe jo tel que x;; > 0, Dond, pour tout i, on a: y; = Zpijxj =
j=1

n
PijoXjo + Z Pijxj >0 car P> 0 et x > 0. D’ot le résultat demandé .
i=1370

5°] Montrons que : Vx € B, 0(Px) > 0(x) et 6(Px) >0
Pour ® € Ty , on a : Ox < Tx, donc OPx =P(0x) < P(Tx) car P>0 (P(Ix —6x) > 0)
>0
D’ou OPx < T(Px) car TP = PT ( P polynome en T) et par suite I'y C Tpy
En conclusion :
0(x) = maxT'y < maxTpy = 0(Px).

Reste & verifier que 8(Px) >0 .
D’apres la question 4° P(B) C B™, donc TPx = P(Tx) > 0 et Px > O car Tx € B et puis 0(Px) =

min{% ,i=1.n}>0.

6°] Supposons que X € B est un vecteur porpre de T associé a la valeur propre A, montrons que ©(Px) =

0(x) .

x étént positif, donc Tx > 0 et pour tout i=1.1m, 0

(Tx)4
Xio

Comme P = (I+T)™ 1, il en résulte que (1+A)™"" est une valeur paropre de P et Px = (1 +A)™ 'x.

D'ott O(Px) = 0((1+A)"""x) =0(x) car (1+A)""50.

En conclusion : 0(Px) = 0(x)

< (M) <A .
°>0.

Pour ip € {1,...,n} tel que x;, #0,ona A >

7°] Soit x € B tel que 8(Px) = 0(x). Montrons que X est un vecteur propre associé a la valeur propre

0(x) .

Posons y =Tx — 0(x)x, onay > 0

Siy 0, comme P>0,0ona:0<Py=P(Tx—0(x)x) =P(Tx) —0(x)Px =T(Px) — 0(x)P(x) car P et

T commutent.

Donc, pour tout i € {1,...n}, (T(Px));i —0(x)(Px); > 0 et puisque 0(x) = 0(Px), on a : 0(x) <

min{% ,i=1.n}=0(Px) ce qui est absurde .Donc : y =0 et par suite Tx = 0(x)x .
i

8°] Soit C=BN Z ={x € R" /x > 0 et ||x]|; = 1}. Montrons que 0 : P(C) = R, y + 0(y) est

continue sur P(C).

(Ty)s

Pour i = 1..n, soit 'application @i :y +— est bien définie et continue sur P(C) car tout élément y

1
de P(C) est strictement positif . Donc © = min(@;)1<i<n est continue sur P(C) .
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9>

§ ®

9°] Comme C=BnN Z ={x € R"™ /x> 0et ||x]|; =1} est un compact ( fermé +bornée en dimension
finie ) , et I'application P est coninue sur R™ car linéaire sur un espace de dimension finie, donc P(C) est
compact dans R™ .

L’application © étant continue sur le compact P(C) & valeur dans R , il existe donc xg € P(C) tel que

O(x0) = sup 0O(x)
x€P(C)

10°] Pour x € C C B, on a Px € P(C) C BT et par la question 5) : 8(x) < 6(Px) . Donc :

Pour tout x € C=B N Z, 0(x) < O(Px) < sup 0O(y).et par suite :
y€eP(C)

sup O(x) < sup O(y)

xeC yeP(C)

1
11°] Lorsque x décrit B | alors y = Wx décrit C, donc sup ©(x) = sup 0(||x||; y) = sup 6(y) car

1 x€B yeC yeC
|Ix]l; > O (voir question 3° )
12°] D’apres ce qui precede, on a :
sup O(x) = sup 0(x) < sup O(x) =B(x0) "= O
xEB xeC xEP(C)
C-BN) —P(C)

est bijective, on a :
X — Px

Comme 'application {

sup O(x) = sup 0O(x)
xeC x€P(C)

13°]

xo € P(C), donc xg > 0. On rappelle que C=B N Z ={x € R"/x > 0et ||x|]|; = 1} est compact .
On a aussi y = Txg — 0oxp = 0 .

Siy >0, alors pour tout i=1.m; (Txg); — 09(x0)i > 0, donc O < { ((T:()))i7 i=1.m} et apr suite :
0Ji
Txn )i
00 < min{ ((;O))l, i=1.1n}=0(xg) = 0g ce qui absurde. D’ou Txg = 0¢oxp .
0Ji

Par ©(Px) > 0 pour tout x € BN Z = C et que O est continue sur le compact P(C), on déduit que

Og= sup O(x)>0.
xeP(C)

Une méthode d’approximation

T est une matrice stochastique positive telle que P = (In +T)™' > 0, x = (x1,....xn) € C" et xT =

(Ix1l,..; xnl)
1 k=1

Pour k € IN*, Rk:E%T)
j=

14°] Soit ©® € C et x € C™ un vecteur propre de T associé & 0, on a x /0 et Tx = 0x
Pour i=1..m; (Tx); = 0x4, donc 0] [xi| = |(Tx)il .
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Tx)i tii |x (1 =0
Si T = (ty), alors (Tx); ZtUXJ et apr suite : I Z U} J| vz Dol 0] [x4] <
= = (TX+)

(Tx™"); et par suite :
0| xT < Tx T

15°] Comme x 0, on ax™ > 0et x™ #0 et [8]x™ < TxT (question 14 ). Donc [8] < 8(x™) < 0,.

16°] Ona|9|||x||1—IGIZlel—ZIGIle Or Tx = 6x, donc :

i=1 i=1

ol [x"l, =1ellixll, =lexlly =IITxl|; ZlTx

En conclusion :
101 lx {3 < [x™|;

Comme x 0, on a ||X+H1 >0 et puis 0] < 1

17°] Comme T est stochastique (Vj, Ztﬁ =1 ), alors ® = 1 est une valeur propre de T associée au
i=1

vecteur propre x = (1,1,.....;1) € R" donc 0 =1 < 0y ( question 15). or Og est valeur propre de T

(question 13) et puis apr la question 16, on a :

0o =1

18°] Montrons que pour tout k > 1, T* et Ry sont stochastiques.

Premiere méthode : On ulilise les résultats suivants

(1) Une matrice A € Mnn(R) et stochastique si et seulement si u = (1,....,;1) est vecteur propre associé
a la valeur propre 1.

(2) Si Q € R[X] et A € Mpn(R) admet une valeur propre A associé a un vecteur propre x, alors Q(A)
est une veleur propre de Q(A) associé au vecteur propre X.

Et on remarque que T* et Ry sont des polyndmes en la matrice stochastique T .

Dexieme méthode : Utiliser une récurrence

TO =1, et T' sont stochastiques

Si, pour k > 1 la matrice T¥ est stochastique, alors
n n n n

> (T )y = MMy =) > (MalT¥y

i=1 i=1 1=1 =1 i

-3 My

I
—_

n
= Z(Tkhj =1 (par hypothése de récurrence )

Tk+1

Donc est aussi stochastique.
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1 k—1 ] n n 1 k—1 k—1 1 n k—1 1
=EZijd0nC Z(Rk)U:ZEZ(T )1'= : EZ(TJ)l = : =
j=0 i=1 i=1 j=0 j=0  i=0 j=0
-1
19°] Montrons les inégalités : Vk € IN* | H1 <1 et ||Rifl; <1

Soit x € R™ tel que x #0, et k >

7™,

On en déduit que HTkH

De méme ||Rk||; <

Soit k € IN*, Si k =1, alors Ry =1, , donc TR;

2
Tl + Ml =14+T1=7
Sik>1,ona:

1¢ o 1
mk—Rk=—ZTJ —
1 0 2 :
e (e, + i) <

1,0n a:

n n
gl 6] =) > (T94]x] CarT>0
j=1 i=1 H},O-/
n n
= Z Z )ij |xj| car T est stochastique

= sup
x70
1 car Ry est aussi stochastique.

20°] Montrons que : Vk € N*

i=1
S

=;\ o1
[Tl

l1x1l4

j=1

o

=

= lIxll,

~X

2
i ITRk — Rk < =

— Ry =T —1I; et par suite ||TR; — Rq||; = ||T —In||; <

Ezr-x

K‘ |

]
T* —1I,,), donc || TRk — Ri||; = HE(Tk —1In)

1°] Soit x € C™ , montrons que la suite vectorielle (Rgx)k a au moins une valeur d’adhérence

Comme Ry est stochastique pour tout k > 0, on a d’apres la question 19) : ||Ryx||; <

IRl Xy < [l

. La suite (Ryx)x est bornée dans 'espace de dimension finie C™, donc par le théoréme de Bolzano-

Weiestrass, la suite (Rgx)x admet au moins une valeur d’adhérence dans c".

telle que Jim R
elle que ]igol @
done lim (TR )X — Ry (x)X)

sur C™ ( application liéaire sur un espace de dimension finie ) et que lilzn Ry

KX =Y. Or [[TRy(

2°] Soit y une valeur d’adhérence de la suite (RxXx)k>1 et @ : N* — IN*, k — (k) une extraction

2
10X — Reox|[; < [TRe) — oK) xilly = 0.

wolly ally <

= 0 ( toutes les normes sur C" sont équivalentes ) et comme T est continue

KX =Y, il en résulte que

lilzn TRox=Ty et puis Ty=y .

k] k—1

PourtoutjEN,ij=y (y point fixe de T ), donc Ryy = kZTJy lzy Y.
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(23

g 8

23°] Soient y et z deux valeurs d’adhérence de la suite (Ryx)y et m, 1 deux entiers naturels, on a :

Ri(Rmx —2z) —Rm(Rix —y) = —Riz+Rny =y —z ( resulte de la question 20) et du fait que Ry et
Rm commutent car des polynomes en T ) .

24°] Montrons que la suite (Rgx)x admet une seule valeur d’adhérence.

Siy et z sont des vaelurs d’adhérence de la suite (Ryx)k , alors d’apres la question 23)
ly—z|l; =I[Ri(Rmx—2z) — Rm(Rix —y)||;
IR (Rmx —z)[|; + [|[Rm(Rix —y) ||
[IRully [IRmx — 2|5 + ||Rmll4 [[Rix — yl|;
< IRmx —z[|; + [|[Rix —yI car [[R|l; <1
On prend alors 1 = @ (k) et m =1 (k) ou @ et P sont deux extractions telles que Em HRw(k)x — ZH1 =0
o0

<
<

et lim [|Rg (10X —yH1 =0, pour déduire que lim ||y —z||; =0 et puisy =z .
koo koo

25°] Soit x € C™, la suite (Rgx) est bornée et admet une unique valeur d’adhérence dans C™, donc

converge dans C™. Sa limite dépond a priori de x, notons la Rx : Rx = l]im Ryx.
o0

Par linérité de Ry et de la limite, on déduit que R est linéaire ( R est donc une matice, d’apres d’identifi-
cation faite au début du probleme ) .

Si I'on prend x = Ej ot (Ej)1<j<n est la base canonique de C" on a: lilzn RkE = RE; , donc les suites

composantes de (Rg)x convergent vers les composantes de R et par suite (Ry )y converge vers R ..

26°] Montrons que T et R commutent .

T et Rx commutent car Ry est un polyndme en T. Comme TRy = Ry pour tout k > 1 et que les

applications Mpn(C) — Mpn(C) et Mpn(C) — Mnpn(C) sont continues (car linéaires sur un
M — MT M — ™M

espace de dimensions finie ) , on a donc : TR = li]r<n TRy = lilzn RxT =RT .

27°] Montrons que RT =R et RZ =R .

D’apres al question 20) la suite (TRx — Ry )y converge vers O et par la question 25) la suite (Ry )y converge
vers R, donc (TRy)y converge vers R. Mais (TRy )y converge aussi vers TR, donc TR = R..

k—1 k—1
Pour k € N* RxR = 1 Z TR = 1 Z RT et puisque RT = R, on a aussi RT =R pour tout j = 0,
K j=0 K j=0
1 k—1
done RkR=E;R=R.
j=

On fait tendre alors k vers +o0o ('application M +— MR est continue ), il en resulte que R?=R.

o _ ) _ B f Im(T—1,) C Ker(R)
28°]Par TR =R,ona : (T—I4)R=R(T—1I,) =0 (T et R commutent ). Donc : { Im(R) C Ker(T — L)

De plus R = R, donc R est un projecteur tel que Im(R) C Ker(T —1Iy) .

29°] On suppose que Ker(T —I) =1, alors par la question 28) , rg(R) < 1.
Notons u = (1,...,1), on a : Ryu =u pour tout k > 1 car Ry est stochastique. Donc Ru = gm Ryu=u
o0

et par suite R 0 ( R est méme stochastique).

Dourg(R)>1.

On conclut que Im(R) = Ker(T — I,) et Ker(R) =Im(T —1I) .

On sait que Xg est un vecteur propre de T associé a la valeur propre 1 ( voir questions 13 et 17), donc
Ker(T —1I,) =vect(xg) .

Soit x € B, on a Rx € Im(R) = Ker(T — 1) =vect(xp), donc il existe A € R tel que Rx = Axg (**).
De (**) on déduit que A > 0 car R > 0 et xo >0
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De plus [Al[|xo]l; =IRx]|; =) (Rx); carR>0etx >0

-

-
I
-

|\”4=

Z )%
1

n

n

-
I
-
N

M-

Z )%

1

—.
Il
—_
-

n
Z )ijXj R est stochastique
i=1

CEe

x5 = Ixll,

.

-
Il
—_

Donc A =|A| = Il et par suite Rx = Il
%ol %ol

Remarque : Siy € BN Z =C, alors y € B et ||y]|; =1, et par suite

X0

X0

limRyy =Ry = ——.
koo lIxoll4

( Ala prochaine )
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