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Devoir libre

lgebre Linéaire

MP-CPGE Rabat

% Blague du jour }

e Pourquoi les vaches ne parlent pas ? - C’est marqué la ferme.
e Deux vaches discutent dans un pré :

moment ?
La deuxieme : Non, moi, je m’en fou, je suis un lapin.

La premiere : Dis, ¢a t’inquiete pas, ces histoires de vaches folles dont on parle en ce

~ Jacques Salomon Hadamard (1865-1963)

Centrale de Paris.

algorithmes quantiques, traitement du signal, compression de donnes, ...

Mathématicien frangais, connu pour ses travaux en théorie des nombres et en cryptologie. En 1884, il entra,
premier 1’école normale supérieure. Il enseigna au lycée Saint-Louis, puis I’Ecole Polytechnique, puis I’Ecole

X
Son résultat le plus célebre est le fameux théoreme des nombres premiers, qui dit que 7t(x) +00 — ou 7t(x)

~ In
désigne le nombre de nombres premiers inférieurs x. Il a laissé son nom aux matrices de Hadamard utilisés en

{mo[ np uayam@mgqmw}
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% Blague du jour }

Un polytechnicien tombe sur un troupeau de moutons menés par un berger et son chien. Il
attend un long temps mais le troupeau est interminable. Et finalement, fier de lui, propose
un pari au berger pour passer le temps : ”Si je vous dis combien vous avez de moutons,
m’en donnez-vous un ?” Le berger : ”Ben, si vous I'voulez!” L’X prend sa calculatrice...
compute et donne le bon nombre de moutons . Le berger étonné lui accorde d’en prendre
un, lui propose un pari : ”Si j’vous dis votre formation, vous m’rendez mon mouton ?7”.
L’X est surpris, mais accepte. ”Ben j’crois qu’vous tes polytechnicien!” L’X époustouflé
lui demande comment il a fait. ”Ben, c¢’est simple, seul un polytechnicien pouvait prendre
mon chien pour un mouton”.

% La Famille Bernoulli }

Les Bernoulli qui se sont illustrés dans les mathématiques et la physique, sont issus de Nicolas Bernoulli (1623
1708), descendant d’une famille ayant migré de Belgique en Suisse la fin du XVle sicle. Les plus connus de
cette famille sont : Jacques (1654-1705) et Jean (1667-1748), tous deux fils de Nicolas, et Daniel (1700-1782),
son petit-fils.

e Jacques posa les principes du calcul des probabilités et introduit les nombres de Bernoulli.

e Jean bien que formé par son frere Jacques, en devient un rival acharné, il était professeur d’Euler et ami de
L’Hopital.

o Daniel était un médecin, physicien et mathématicien, ami d’Euler et de D’Alembert.

h[mo_f np uayom@m@quj—‘
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% Blague du jour }

Un homme qui regarde un match de foot dans un café, son chien est assis a ses cotés.
Lorsque 1’équipe nationale marque un but, le chien se met a courir dans tout les sens en
sautant sur les tables !

Le voisin demande a ’homme : Qu’est ce qui lui arrive votre chien ?

- Il est supporter de I’équipe nationale, il est content.

- Ben dites donc, juste pour un but ! Et qu’est-ce-qu’il fait quand elle gagne un match
2101

- Je ne sais pas, je ne l'ai que depuis 5 ans...

— Pafnouti Lvovitch Tchebychev (1821-1894)

Mathématicien russe, connu pour ses travaux dans le domaine des probabilités et des statistiques. Tcheby-
chev appartient a I’école mathématique russe fondée par Daniel Bernoulli et Euler. Il démontra en 1850 une
conjecture énoncée par Bertrand : Pour tout entier m au moins égal a 2, il existe un nombre premier entre n
et 2n.

[mo[’ np uapmmugqm]ﬂ

Source : e3a-PSI. Epreuve A, 2007
durée : 2 heures

calculatrices interdites

Dans tout le probleme, n est un entier naturel non nul et My (C) désigne 'espace vectoriel des matrices carrées
d’ordre m a coefficients complexes.

GL,,(C) est le groupe des matrices inversibles de M, (C).

La matrice unité de cet espace sera noéte I,, et la matrice nulle Oy,.

L’espace E = C" est rapporté a une base (€;)1<j<n et on rappelle que toute matrice carrée d’ordre n représente
dans cette base un endomorphisme de E appelé endomorphisme associé.

Si v est un endomorphisme de E, on rappelle que :

— v° est endomorphisme unité,

—vVmeN, vt —yov™

L’endomorphisme v sera dit nilpotent s'il existe un entier r € N tel que v = 0 (endomorphisme nul de E).
Pour A € C*, on note J(A) la matrice carrée d’ordre n définie par

V1€{1,,T1—1}, ui+1,i=1
J(A) = (uy;) avec vie{l,...,n}, uj;=A
u;j = 0 sinon

Pour tout nombre complexe z = x + iy, (x,y) € R?, on rappelle que

e = e*e'y = e¥(cos(y) + isin(y))

myismail.chez.com 17 mamouni.myismail@gmail.com
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Pour M € M, (C), soit &«(M) la matrice :

= Mk
a(M)= lim S, avec S, = —_—
m—+oo k!
k=0
On rappelle que pour calculer cette limite, il suffit de calculer la limite de chacun des termes de la matrice Sy,.
On admettra et on utilisera sans le démontrer que cette matrice existe toujours et que si A et B sont deux

matrices de My, (C) qui commutent, alors «(A + B) = a(A)x(B).

Quelques calculs préliminaire.

2 -3 3
1. Soit A= —3 3 —4 | € M3(C). Montrer que A + I3 et A — 2I3 sont non inversibles.
-3 4 -5

2. Vérifier que ker(A + I3)? @ ker(A — 2I3) = C3.

-1 1 0
3. En déduire que la matrice A est semblable a la matrice ( 0O —1 0 ) .
o 0 2

Quelques propriétés de la matrice J(0).

1. Déterminer le rang de J(0).

2.
2.1. Déterminer J(0)* pour k € N, k < n—1, puis pour k € N, k > n.
2.2. Vérifier que toutes les puissances de J(0) sont des matrices nilpotentes.

3. Déterminer (J(0)) puis U = x(J(0)) — IL,,.

4. Montrer que toute combinaison linéaire de deux matrices nilpotentes qui commutent est encore une matrice
nilpotente.

5. Montrer que U est une matrice nilpotente de rang n — 1.

Quelques résultats sur les noyaux itérés d’'un endomorphisme.

Soit u un endomorphisme de E. ‘ .
1. Prouver que V(i,j) € N?, ker(u') C ker(u").
2. Pour tout m € N, on note t;; = dim(ker(u™)). Prouver I'existence de

r=inf{m €N, tm = tms1}

3. Montrer que :
(i) Ym <1, ker(u™) est strictement inclus dans ker(u™"")
(ii) ker(u") = ker(u™"),
(iii) vm > 1, ker(u™) = ker(u™").

m) )

Recherche des endomorphismes nilpotents de rang n — 1.

Soit V une matrice de My (C), de rang n — 1 et vérifiant V* = O,. On note v 'endomorphisme de E associé
avV.

myismail.chez.com 18 mamouni.myismail@gmail.com
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1. Soient p et q deux entiers naturels et w la restriction de v & Tm(vP).
1.1. Déterminer Im(w).
1.2. Prouver que ker(w) C ker(v9).
1.3. Vérifier alors que l'on a

dim(ker(vP*9)) < dim(ker(vP)) + dim(ker(v9))
1.4. En déduire ‘
vie{l,...,n}, dim(ker(v')) <i
1.5. Démontrer qu’en fait Vi € {1,...,n}, dim(ker(v')) = i.
2. Prouver alors que v~ = 0.
3. En déduire qu’il existe un vecteur e de E tel que

B] = (e>v(e))v2(e)) s ,vn—1(e))

soit une base de E.

4. Ecrire la matrice de v dans cette base. Interpréter le résultat obtenu a ’aide des matrices J(A).

5. Déterminer alors tous les endomorphismes nilpotents de rang m — 1 et montrer que les matrices de deux tels
endomorphismes sont semblables.

Résolution de I'équation J(u) = «(X), d'inconnue X € M, (C).

1. Montrer que : VM € M, (C), VP € GL,(C),
P'a(M)P = «(P"'MP)

2. Résoudre dans C les équations :
e“=1i e*=—1, e =—-3—4i
3. Plus généralement, soit p € C. Déterminer, lorsque cela est possible, tous les nombres complexes z = x+iy €
C tels que e* = p.
4. On prend alors p = 0 et on note s un des nombres complexes tel que e® = p.
4.1. Déterminer x(sl;,).
4.2. On écrit alors J(s) sous la forme : J(s) = sI,, + J(0). Exprimer «(J(s)) a 'aide de x(J(0)) et de u.
4.3. Vérifier que la matrice u(a(J(0)) — I,,) est nilpotente de rang n — 1.
4.4. En déduire qu’il existe une matrice inversible Q € GL,(C) telle que :

Q 'x(J(s))Q =T (1)
5. Donner alors dans M, (C) une solution & 1’équation proposée xx(X) = J(u).
6. En déduire dans M, (C) une solution & I’équation o(X) = *J(u).
7. Applications.
i1

7.1. On considere la matrice T = < 0 i > € M,(C), i* = —1. déterminer une matrice X; telle que

a(X;)=T.
7.2. On va chercher une matrice X € M3(C) telle que x(X32) = A ou A désigne la matrice de M3(C)
définie a la partie 1.

7.2.1 Déterminer une matrice By € M32(C) telle que (B7) = < —1 1 )

0o 1
B, 0
7.2.2 Soit H = 0 € M;3(C). Calculer a(H).
0 0 In(2)

7.2.3 Déterminer alors une matrice X; € M3(C) telle que a(X3) = A

myismail.chez.com 19 mamouni.myismail@gmail.com
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,{ Blague du jour }

Un homme se rend aux urgences et dit au chirurgien :

- Il y a 2 ans j’ai avalé une piece de 10 dhs pouvez vous m’opérer docteur ?

- Il y a 2 ans, vous dites ? Mais pourquoi n’étes vous pas venu plutot 7

- Parce qu’ a I’époque mes affaires marchaient bien, je n’avais pas besoin d’argent !

—~ Joseph Louis, Giuseppe Lodovico Lagrange en italien (1736-1813)

Mathématicien et astronome d’origine italien, francais de propre volonté. Fondateur du calcul des variations
avec Euler et de la théorie des formes quadratiques, il démontre le théoreme de Wilson sur les nombres
premiers et le théoreme de Bachet sur la décomposition d’un entier en quatre carrés. Son nom figure partout
en mathématiques. On lui doit le théoreme de Lagrange sur la théorie des groupes, un autre sur les fractions
continues, ’équation différentielle de Lagrange, la fonction de Lagrange ainsi que les équations de Lagrange
en mécanique analytique. Il souffre parfois a la fin de sa vie de dépression.

Quelques calculs préliminaires.

1. Remarque : au vu des questions 2 et 3, on sait que les valeurs propres vont étre —1 et 2. C’est en le sachant
que l'on agit comme suit. On aurait aussi pu calculer le polynoéme caractéristique et faire des résolutions de
systemes.

On remarque que

3 -3 3 0 -3 3
A+L= -3 4 —4| et A-21;=| -3 1 —4
3 4 4 3 4 -7

Il est alors visible que (0,1,1) € ker(A + 13) et (—1,1,1) € ker(A — 2I3). —1 et 2 sont valeurs propres
et comme la trace de A est nulle, la “troisieme” valeur propre de A vaut —1. 2 est valeur propre simple et
donc

ker(A — 2I3) = Vect((—1,1,1))
A + I3 est de rang au moins 2 (colonnes 1 et 2 indépendantes). Le noyau étant de dimsnion au moins 1, ce
rang vaut 2 et

ker(A + I3) = Vect((0,1,1))
2. Le calcul donne
T -1 1
A+I3)2=9 =1 1 —1
-1 1 =1

C’est une matrice de rang 1 (colonnes toutes proportionnelles & la premiere) et (1,1,0), (0,1,1) sont des
éléments indépendants du noyau. Par théoreme du rang, ce noyau est de dimension 2 et donc

ker((A_'_ 13)2) = veCt((1>1)0)> (0)1»1))

myismail.chez.com 20 mamouni.myismail@gmail.com
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Pour montrer que ker((A 4+ I3)?) et ker(A — 2I3) sont supplémentaires dans C3, il suffit de montrer que la
concaténées de bases de ces sous-espace donne une base de C3. On forme donc

01 —1
P=[11 1
10 1

Comme det(P) =1, P est inversible et on a bien
ker((A + I3)?) @ ker(A — 2I3) = C3

3. ker((A + I3)?) étant de dimension 2, il possede un élément e, qui n’est pas dans le noyau de A + I3. Si on
pose e1 = (A + I3)e; on obtient un élement non nul du noyau de A + I3. Cet élément n’est pas colinéaire
A e, (qui n’est pas dans ce noyau) et (e7, ez) est libre dans ker((A + I3)%) (e; est aussi dans cet ensemble
puisqu’il est dans ker(A 4+ I3)). On note enfin ez un élément non nul de ker(A — 2I3). Avec la question
précédente, (eq, €2, e3) est une base de C> et, par construction

Ae1 = —e€q, Aez = €1 — ey, Ae3 = 263
-1 1 0
L’endomorphisme canoniquement associé a A est, dans cette base représenté par 0 —1 0 ]. Aest
o o0 2

donc semblable & cette matrice.
Remarque : avec la matrice P de la question précédente, on a aussi P~'AP qui a la forme voulue.

Quelques propriétés de la matrice J(0).

1. Les n—1 premieres colonnes de J(0) sont clairement indépendantes. La derniere est nulle et donc combinaison
des n — 1 premieres. Le rang de J(0) vaut doncn — 1.
2.1. Soit j 'endomorphisme canoniquement associé a J et (uy,...,Uy,) la base canonique de C". On a alors

Vie[l.n—1] j(e) =e1 et jlen) =0
On en déduit alors, en itérant, que pour k € [1.n — 1],

VIE[l,n—k], j*(e)) = e x et VIEM —Kk+1,n], j*(e;) =0

0

On en déduit que J(O)* = | 1 .. : ou la diagonale de 1 commence sur la ligne
0
o.... o1 0 ...0

k 4+ 1. On peut aussi écrire que
Vi,j € [1.nl, (J(0) )i = 8j1x;

On remarque que cei est encore valable si k = 0 (on obtient alors la matrice Iy).
On en déduit aussi que j"(e;) = 0 pour tout 1 et que donc J(0)™ = O, et donc (on continue & multiplier par
J(0) et on obtient toujours la matrice nulle) :

Vk >n, J(0)* = Oy

2.2. Soit k > 1 (I’énoncé oublie de préciser que 'exposant n’est pas nul). (J(0)*)™ = J(0)™ = O, car nk > n.
J(0)¥ est donc nilpotente.
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3. Dans la somme définissant «(J(0)), il n’y a qu'un nombre fini de matrices non nulles et on vient de les
calculer :

o ... 0

1
1
- 0sii<j—1
1!

. = (vi,j) avec vi,j = 1

: o0 0 —— st i2>]
1 1 (i—j)!
m—1! " 1

U= «(J(0)) — I, est la méme matrice ou 'on a remplacé les 1 diagonaux par des zéros.

4. Soient A et B deux matrices nilpotentes qui commutent. On peut trouver des entiers p et ¢ tels que
AP = B9 = O,. Soient «,  deux scalaires. Comme A et B commutent, on peut utiliser la formule du
binéme pour obtenir

pP+q +q

(A + BB)PTY = Z <p )ak5p+q—kA“Bp+q—k
k

k=0
Sik > p, A = APA* P est nulle et si k < p alors p+ g —k > ( et c’est alors BPT97% qui est nulle. Ainsi,
tous les termes de la somme sont nuls et (A + B)PT9 = O,,. xA + BB est nilpotente.
On en déduit par récurrence que pour tout p, une combinaison linéaire de p matrices nilpotentes qui com-
mutent deux a deux est encore une matrice nilpotente.

5. On a
U=;EI

qui est une combinaison linéaire de matrices nilpotentes qui commutent deux a deux. Avec la question
précédente, U est nilpotente.

Les n — 1 premieres colonnes de U sont indépendantes (famille “échelonnée” dans la base canonique de C")
et la derniere est nulle (et donc combinaison des précédentes). U est donc de rang n — 1.

Quelques résultats sur les noyaux itérés d’un endomorphisme.

1. Soient i,j € N, on a o o
¥x € E, u'(x) = v (ul(x))

Si ul(x) = 0 alors u'(x) = W (0) = 0 et on a donc I'inclusion
ker(u') C ker(ut™)

2. En particulier, la suite (ker(u™))men est croissante au sens de l'inclusion et, en passant aux dimension, la
suite (tm)men est croissante. Comme elle est majorée par la dimension de E, elle converge. Et comme elle
est constituée d’entiers, elle est stationnaire a partir d'un certaine rang. Il existe donc un entier my tel que
tm, = tmy+1 et l'ensemble {m € N/ t;, = tm41} est donc non vide. Comme il est inclus dans N, il possede
un minimum (ce qui est mieux qu’'une borne inférieure). On peut poser

r=min{m € N/ t;;, = ti 1}

3. Par définition de 1, si m < r alors ty, & tmi1. On a donc ker(u™) C ker(um1) et les sous-espaces n’ayant
pas méme dimension, l'inclusion est stricte.
r étant un minimum, on a t; = t.;7. Comme ker(u") C ker(u,,1) et comme on a égalité des dimensions, on
a donc ker(u") = ker(u;41).
Enfin, on montre par récurrence sur I'entier m que 'affirmation

ker(u™) = ker(u™")

est vraie pour tout m > r.

- Initialisation : on a vu que le résultat était vrai pour m =r.

- Etape de récurrence : soit m > 7 tel que le résultat est vrai jusqu’au rang m. Soit x € ker(u™"?) : on a
u™ 1 (u(x)) = 0 et donc u(x) € ker(u™*"). Par hypothése de récurrence, ker(u™) = ker(tm41) et donc
u™(u(x)) = 0 c’est a dire x € ker(u™"). On a prouvé que ker(u™?) C ker(Umy1) et comme l'inclusion
réciproque a déja été prouvée, on a 1’égalité et le résultat au rang m + 1.
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Recherche des endomorphismes nilpotents de rang m — 1.
1.1. On a
Im(w) = v3(Im(vP)) = Im(vP™9)
1.2. w(x) = 0 équivaut x € Im(vP) et w(x) = 0 c’est & dire & x € Im(vP) et v9(x) = 0. On a donc
ker(w) = Im(vP) N ker(v?) C ker(v9)
1.3. D’apres le théoreme du rang,
dim(Im(w)) + dim(ker(w)) = dim(Im(vP))
En utilisant les deux questions précédentes, on a donc
dim(Im(vP)) < dim(ker(v9)) + dim(Im(vP*9))
Le théoreme du rang donne aussi
dim(Im(vP)) = dim(E) — dim(ker(vP))
dim(Im(vP*9)) = dim(E) — dim (ker(vP*4))
En injectant ces relations dans l'inégalité, on obtient
dim (ker(vP*4)) < dim(ker(vP)) + dim(ker(v9))

1.4. On prouve le résultat demandé par récurrence sur i.
- Initialisation : le résultat est vrai pour i = 1 car v est de rang n — 1 et donc dim(ker(v)) =1 (I'inégalité
est une égalité).
- Etape de récurrence : soit i € [1..n—1] tel que le résultat soit vrai jusqu’au rang i. La question précédente
indique que

dim (ker(vi*1)) < dim(ker(v')) + dim(ker(v))
Comme ker(v) est de dimension 1 et comme le résultat est vrai au rang i, on a donc
dim(ker(vit)) <i+1

ce qui prouve le résultat au rang i + 1.
1.5. v étant nilpotente, on a v* = 0 et dim(ker(v")) = n. D’apres la partie 3 la suite (dim(ker(v')))ien
commence par croitre strictement puis stationne a la valeur m. D’apres la question précédente, elle ne peut
donc pas stationner avant le rang n et on a

1 = dim(ker(v)) < dim(ker(v?)) < -+« < dim(ker(v")) < n
Pour que ces inégalité puissent avoir lieu, on doit nécessairement avoir
Vi € [1.m], dim(ker(v)) =1

2. Comme ker(v*™") est de dimension n — 1, il n’est pas égal & E et v +# 0.
3. 11 existe donc e € E tel que v~ '(e) # 0. Montrons que (e,v(e),...,v* '(e)) est libre. Pour cela, on
suppose que
xpe + av(e) + -+ 1v* '(e) =0

On a bien sur v* = @ pour tout k > N.

En composant par v, on a alors agv™ ' (e) = 0 et donc oo = 0.

Si on compose par V"2, on obtient de méme o; = 0. C’est donc un processus récurrent qui nous permet de
montrer la nullité de tous les «;.

La famille est libre et possede n = dim(E) éléments : c¢’est une base de E.

4. La matrice de v dans cette base est tout simplement J(0).

5. Si v et w sont deux endomorphismes nilpotents de rang n — 1 alors il existe des bases dans lesquelles ces
deux endomorphismes sont représentés par J(0). Les matrices de ces endomorphismes sont donc semblables
(transitivité de la relation de similitude).

Il est difficile de savoir ce qu’attend 1’énoncé a la question “déterminer tous les endomorphismes nilpotents
d’ordre n — 1”7. On peut, per exemple, dire que ce sont ceux dont la matrice dans la base canonique est
semblable a J(0).
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Résolution de I'équation J(u) = a(X).

1. L’application M +— P~'MP est continue (par exemple, elle est linéaire et on est en dimension finie. On en
déduit que
» o . =M = PT'MMP
P 'a(M)P=P lim — | P= lim _
k—+o0 m! k——+o0 m!
m=0 m=0

Or, P"M™P = (P""MP)™ (résultat connu que I'on retrouve sans peine par récurrence sur m) et donc
P'a(M)P = « (P""MP)

2. Soit z € C et z = x + iy son écriture algébrique. e* = z*e®¥ admet €* comme module et y est un de ses
arguments.

. e 14
- Onae®=1i=e™?sietseulementsie®=Tety = 5[27'(]. La premiere équation admet { <E + an) i/k €

7} comme ensemble de solutions.
- Onae®=—1 = e sietseulement si € = 1 et y = m[27]. La premiere équation admet {(7t + 2km) i/ k €
7Z} comme ensemble de solutions.

3 4
-Ona—-3—41=5 <_§ — gl> Soit 8y = arccos(3/5) ; 89 € [0, 7] et cos(0g) = 3/5, sin(Oy) = 5/5).

On a ainsi e* = —3 — 4i = 5e'(®+7) ¢ et seulement si €* = 5 et Yy = 09 + m27]. La premiere équation
admet {In(5) + (09 + 7 + 2km) i/ k € Z} comme ensemble de solutions.
3. De maniere plus générale, e* est non nul (module e* non nul).
- e® = 0 n’admet pas de solution dans C.
- e* = u = |ule®®™ a Jieu si et seulement si e = |u| et y = arg(u)[27m]. Les solutions sont donc les
z =1In(|u|) + i(arg(u) 4+ 2k7) ou k varie dans Z.

4.1. On a 5 N
= (sIn) = S
> (25

k=0

En passant a la limite, on en déduit que
“(SIn) = esIn = uIn
4.2. sI,, et J(0) commutent et donc

a(J(s)) = a(slh)x(J(0)) = ne(J(0))

4.3. Avec les notations de la partie 2, u(x(J(0)) — I,) = ulUl et on a vu que cette matrice est nilpotente. Elle
est aussi de rang n — 1 car U l'est et u 0.

44, u(a(J(0)) —I,) = x(J(s)) — ul, est nilpotente de rang n — 1 et donc semblable a J(0). Il existe donc
une matrice inversible Q telle que

Q" (a(J(s)) — uln) Q = J(0)
On en déduit alors que
Q '(J(s))Q =7J(0) + puly = J(u)
5. Avec la question 1, on a donc
«(Q7"(s)Q) =TJ(1)

et donec X = Q7'J(s)Q est une solution de équation a(X) = J(u).

6. Comme la transposition est continue, x(*M) = *&(M) et donc X = t(Q_1](S)Q) est une solution de
Iéquation a(X) =*J(u).

7.1. On est dans le cas n = 2. Dans ce cas, pll = uJ(0) et Q = diag (1, u) convient. On a aussi Ty = *J(1) et
on est dans le cas u =1 et on peut prendre s = i7r/2. D’apreés la question 6, la matrice

Xi ="'(diag(1, p)(J(im/2))diag(1,1/pn))

est solution de &(X) = T;. Le calcul donne
_(im/2 1
Xi = < 0 im/2 >
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7.2.1 On est dans le casm = 2 et u = —1. Q = diag(1,—1) convient et le méme calcul qu’a la question

précédente donne
-1 1 it —1
(x(B1)=< 0 _1> avec B1=( 0 in)

7.2.2 Un calcul par bloc permet de montrer (par récurrence que)

BX 0
Vk € N, H* = 0

0 0 (In(2)*

En divisant par k!, en sommant et en passant a la limite, on a donc

(X(B]) 0
a(H) = 0
0 0 2

7.2.3 On a trouvé en question 1.3 une matrice P telle que P'AP = a(H). On a donc A = Pa(H)P~! =
«(PHP~"). On peut donc choisir

In(2) imr — In(2) —imt + In(2)
X, =PHP ' = | im—In(2) —1—1n(2) im+1—1n(2)
it—In(2) —im—1+1In(2) 2imr+1—1In(2)
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Devoir libre

Arithmétique
(fonctions multiplicatives)

MP-CPGE Rabat

,{ Blague du jour }

L’informaticien :” 0...1...0...1...0... 7 : Le jury : Eliminé.

2

Le jury :” continuez, continuez...”

Quatre ingénieurs passent un entretien d’embauche, pour réussir il suffit de savoir compter.
Le X-man :7” une... deux... une... deux...” : Le jury : Eliminé.
Le HEC :” Un KiloEuro; deux KE, trois KE... : Le jury : Eliminé.

Le dernier candidat sortant de la fac commence : 7 1... 2... 3...4... 5... 6... 7... 7

Le jeune tres épaté : 7 8... 9... 10... valet... dame... roi...

7 ‘

— August Ferdinand Mébius (1790-1868)

plongée dans un espace euclidien & trois dimensions.

Mathmaticien et astronome théoricien a I'université de Leipzig. Il est principalement connu pour sa découverte
du ruban de Mobius, une surface non orientable a deux dimensions avec seulement un bord quand elle est

Mbius fut le premier & introduire les coordonnées homogenes en géométrie projective. L'importante fonction
u(n) et la formule d’inversion de Mobius font partie de ses apports en thorie des nombres. Mobius a eu Gauss
comme professeur et tait un descendant de Martin Luther par sa mere.

Notations :

— Une fonction f : N* — N est dite arithmétique multiplicative si et seulement si elle vérifie la relation
suivante : f(nm) = f(n)f(m), pour tousn,m tel que n Am=1.
— On notera par M, 'ensemble de telles fonctions, sur lequel on définit 'opération suivante (f % g)(n) =

n

Z f(d)g (E) appelée produit de Dirichlet.
dn

— Pour tout n € N* on note par D, 'ensemble de ses diviseurs dans N
— La fonction de Mdébius est définit pour tout n € N* par la relation suivante :

u(n) =0 si Ip premier tel que p? divise n
= (—1)"sinon, ou r dsigne le nombre
des diviseurs premiers de n

— Soit n € N*, on note par ¢p(n) la somme des diviseurs de n dans N

dm)=) d

dn
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1)

2)
3)
4)

5)
6)

7)

8)
9)

Montrer que * définit sur M une LCI, puis une structure de groupe abélien d’élément

neutre ’application e(n) =0sin#1 et e(1) =1.
Montrer que * est distributive par rapport a +.

Montrer que ;1 =€ ou 1 est la fonction constante sur N* égale a 1.

Soient f,g € M tel que g(n) = Z f(d) pour tout n € N*, montrer alors que :
d

d
fln) = Zu(d)g (—> Formule d’inversion de Mobius
n
d|n

Montrer que n est premier si et seulement si ¢(n) =n + 1.

Soit a,b,c € N* tel que a Ab=1.
Montrer que : aA (bc) =aAc .
(ab) ANe=(aNne)(bAc)

Soit (m,n) € N* x N* tel que n Am = 1.
a) Montrer que les applications

1/}1 : Dn X Dm I Dnm et 1/12 : Dnm — Dn X Dm
(p.q) — pg d +—— (dAn,dAm)

sont isomorphes I’une de ’autre.
b) En déduire que card(D(nm)) = card(D(n))card(D(m)).

c) Montrer que tout diviseur d de nm s’écrit sous la forme d;d; o1 d; divise n et dy divise

m.

d) En deduire que P’application : f: D(n) x D(m) — D(nm) est bijective.

(dy,d2) +—— dids
e) En deduire enfin que : ¢(nm) = ¢(n)p(m)

Soit p premier et « € N, Donner tous les diviseurs de p®, puis en déduire ¢(p®).

Soient pi,...,p, des nombres premiers et ay,...,a, des entiers naturels, en déduire ¢(n)

-
oun= Hp?’
i=1
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Devair libre o
Polynome minimal et
caracteristique

MP-CPGE Rabat

% Blague du jour }

Un vieux milliardaire téléphone a une conseillere : J’ai 60 ans et je veux me marier avec
une jeune fille de 20 ans. Pensez-vous que j’aie plus de chance de 'amener a m’épouser
si je lui dis il y a quelques année, j'avais juste 50 ans ? La conseillere lui répond : A mon
avis, vous feriez mieux de lui dire que quelques année, vous approchez des 80 ans!

~ Arthur Cayley (1821-1895)

Mathématicien et avocat britannique, I'un des fondateurs de 1’école britannique moderne de mathématiques
pures. Il est le premier a introduire la multiplication des matrices. Il a donné le premier, une définition qui
s’approche de la notion moderne de groupe. Il a requ la Médaille Copley en 1882. On lui doit aussi la découverte
des nombres de Cayley, les octonions.

(amol np wopyewyeyy |
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Devoir libre 3

Déterminants par blocs
MP-CPGE Rabat

4 Octobre 2010
Source : e3a,PSI-2010, Epreuve B

- Trois statisticiens vont la chasse au canard. Un canard décolle. Le premier tire et passe
dix centimetres au-dessus. Le second tire et passe dix centimetres en-dessous. Le troisieme,
tout sourire : ”c’est bon les gars, on ’a eu !”

- La vie est complexe, elle a une partie réelle et une autre imaginaire.

- Qu’est-ce qu'un ours polaire ? C’est un ours cartésien qui a changé ses coordonnés.

,{ Blague du jour

~ Sir William Rowan Hamilton (1805-1865)

Mathématicien, physicien et astronome irlandais. Il est connu pour sa découverte des quaternions, mais il
contribua aussi au développement de l'optique, de la dynamique et de I’algebre. Ses recherches se révélerent
importantes pour le développement de la mécanique quantique.

Enfant prodige; et doué pour les langues a I’age de 7 ans, il parlait déja en hébreu et, a I’age de 13 ans, sous
la direction de son oncle qui est linguiste, il parlait déja 13 langues : le persan, 'arabe, I’hindousthani, le
sanskrit, le malais,....

Dans cet exercice, les deux parties sont indépendantes. Le candidat pourra aborder le partie B en admettant le
résultat de la question A.3.b.

Soit m un entier naturel non nul. On notera M (C) l'ensemble des matrices carrées de taille n a coefficients
complexes. On note respectivement I,, et Oy, la matrice identité et la matrice nulle de M (C). Le déterminant
d’une matrice A est noté det(A), sa trace Tr(A) et son polynoéme caractéristique est désigné par Pa(X).

Partie A.
1. Soient A, B, C, D des éléments de M,,(C).

a. Justifier brievement les relations suivantes entre les déterminants de matrices de My, (C) définies par
blocs et les déterminants de leurs blocs :

det(( (I,“ %‘ >) = det(D), det(< (I)“ IB >) =1 et det(< g CI’“ >) — det(A)

L A B B
b. En déduire det(( 0. D )) = det(A) det(D).
. . s A O,
c. De la question précédente, déduire det( C D ) =det(A) det(D).

2. Dans toute la suite de cette partie, A, B, C, D sont des éléments de M, (C) tels que DC = CD. Soit la
matrice définie par blocs

A B
M=(C D)emm(m

A Taide du produit A B D On , montrer que si la matrice D est inversible alors on a
C D —C I,

det(M) = det(AD — BC)
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A B

¢ b, ) € MalC)

a. Montrer que det(My) = det(ADy — BC) pour tout nombre complexe x € S ol S est un sous-ensemble
fini de C.

b. En déduire que 'on a det( <

3. Pour tout x € C, on pose Dy = D — xI,, et My =

A B

C D )) = det(AD — BC) en toute généralité.

Partie B.

Dans cette partie, g désigne un nombre complexe différent de O et de 1. On considere 'espace vectoriel M;(C)
dont on note B = (Eq,1,E12,E21,Ez) la base canonique (tous les coefficients de Eij sont nuls sauf celui a
'intersection des ligne i et colonne j qui vaut 1).
Soit la matrice non nulle A = ( ab ) On note A = < d —b )

c d —Cc a
On définit les deux endomorphismes de M, (C) suivants :

Ra : X—= AX et La: X— XA

1. Déterminer les matrices de Ra et Ly dans la base B.
2. Montrer que la matrice de 'endomorphisme Ra — LA dans la base B est la matrice définie par blocs par

_ al, — th bl,
Ma = < cl, dl; — q'A >

3. Montrer que l'on a successivement les égalités suivantes
a. det(Ma) = det(A) det(A + q*A — q(a + d)1,),
b. det(Ma) = (1 — q)?det(A) det(< _‘(1] +q§)c S_Jrqqd)b )),
c. det(Ma) = (1 — q)*det(A) ((1 + q)*det(A) — q(Tr(A))?).
4. On suppose a présent que le polynome caractéristique de A se décompose en le produit Pao(X) = (X —
x)(X—p)oua,p eC.
a. Montrer que l'on a det(Ma) = Pa(qax)Pa(qB).
b. A l'aide des questions précédentes, montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :
- il existe une matrice non nulle B de M;(C) telle que AB = qBA
- onadet(A)=00oua=dqpouP =qa.
5. Soit A € M;(C) telle qu’il existe B € M;(C) non nulle avec AB = qBA ou q € C\ {0, 1}. Montrer que
A est semblable a une matrice de I'un des trois types suivants :

a 0 x 0 01
MG ) (5 0) M (00)

oun x € C*.
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Corrigé Devoir libre 3 (Pr. Devulder)
Déterminants par blocs

MP-CPGE Rabat

% Blague du jour }

e Deux puces se retrouvent avec un labrador et elles commencent discuter :
- Qu’est-ce que tu a regardé hier soir a la télé ? La deuxieme chienne ?

- Non, canal puce ...

® Qu’est-ce qu’un dromadaire ?

Réponse : c’est un chameau qui bosse double!

— Francois Viete (1540-1603)

Mathématicien francais, le premier & avoir représenté les parametres d’une équation par des lettres. Il était
aussi chargé du déchiffrage des codes secrets ennemis. Il se lance dans des travaux d’astronomie et de
trigonométrie. Parmi ses belles formules, notons celle-ci qui donne une valeur approchée de

2 2 2
T~ 2 X —

X X X ...
VZoV24V2 by vav v

{mo[’ np uapmmugqqem}-‘

Partie A.

l.a. Au vu de la question suivante, on ne doit pas mentionner un calcul de déterminant triangulaire par blocs.
Pour la premiere relation ainsi que la seconde, on peut faire des développements successifs selon la premiere
colonne (n fois). Pour la troisieme, on développe cette fois successivement (n fois) par rapport a la derniere
colonne.

1.b. Il suffit de remarquer que

I, On I. B A O0,\ (A B
0. D O, I, O, I, ) \O, D
puis d’utiliser la propriété de morphisme multiplicatif du déterminant pour obtenir, avec la question précédente,

det(( g g >) _ det(A) det(D)

1.c. En utilisant I'invariance du déterminant par transposition, on obtient alors

C D

A B D O,\ (AD-BC B

C D -C I, ) O. D
et donc (avec la propriété de morphisme multiplicatif du déterminantet la question 1) det(M) det(D) =
det(AD — BC) det(D). Si D est inversible, on peut simplifier par det(D) = 0 et obtenir

det(< A On )) _ det(A) det(D)

2. On a

det(M) = det(AD — BC)

myismail.chez.com 37 mamouni.myismail@gmail.com



PrOblemeS Corrlges MP Mamouni My Ismail
2010-2011 MP-CPGE Rabat
3.a. Soit S le spectre complexe de D (c’est un ensemble de cardinal fini < m). Six ¢ S alors Dy est inversible
et donc (question précédente) det(My) = det(ADy — BC).
3.b. Comme $ est fini, il existe r > O tel que ]0, r[MNS = @. On a ainsi

Vx €10, [, det(My) = det(AD, — BC)
Le passage au déterminant étant continu, on peut faire tendre r vers O pour obtenir
det(M) = det(AD — BC)

On a bien str utilisé D, — D quand r — 0 qui donne M, - M et AD, — BC —- AD — BC.

Partie B.

1. Il est important de prendre garde a I'ordre des vecteurs choisi pour la base canonique. A part cela, on doit
juste exprimer Ra(E;ij) ou La(Ei;) et mettre les coordonnées en colonnes. Le calcul donne

a O0b 0 ac 00
0 a0b bdo o
Mat(Ra, B) = | 8 4o | et MatmaB = | S o oo
0 co0d 000b A

2. On écrit les matrices précédentes par blocs

I, bl A0
Mat(Ra, B) = < gli d1§> ot Mat(LA,B)=< 5 tA)

I1 suffit alors de combiner ces matrices pour obtenir

_ al, — th bIz
Ma = < cl, dl; — q'A )

3.a. Comme ¢l et dI; — q*A commutent, on peut utiliser la formule de la partie A :

det(Ma) = det((al — q*A)(dI, — q'A) — bel,)
det((ab —be)I; — q(a + d)*A + g?(*A)?)

Par ailleurs, A étant la transposée de la comatrice de A on a (formule de cours que 'on peut vérifier a la
main pour cette matrice de taille 2) .
AA =det(A)],

On en déduit que

det(AA + q*A? — q(a + d)A)
det((ad —be)I; — q(a + d)A + g?A?)

det(A) det(A + q’A — q(a + d)I,)

Le déterminant étant invariant par transposition, on conclut que
det(Ma) = det(A) det(A + q*A — q(a + d)1,)

3.b. On a

det(A + q’A — q(a+ d)L) =det(< (@—T(ga—d) blg—1)(q+1) >)

c(q—1(q+1) (q—1)(qd—a)

Par multilinéarité du déterminant on a ainsi

det(A+q2A—q(a+d)Iz)=(1—q)zdet(< —qa+d —blq+1) >)

—c(q+1) —qd+a

et avec la question précédente,

det(Ma) = (1 — q) det(A) det(< d—qa —(+qp >)

(T+q)c a—qd
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3.c. On a maintenant

(g9 S T ) - 0+ @)(ad — be) — ala @)= (14 @A) — q(TH(A)?

et la question précédente donne
det(Ma) = (1 — q)2det(A) (1 + )2 det(A) — q(Tr(A))?)

da. PA(X) = X2 — (a+ B)X + aff et donc Tr(A) = a + B et det(A) = aB. La question précédente donne
alors

det(Ma) = (1 — q)?aB((1 + q)?ap — q(ax+ B)*) = (1 — q)?*axB((1 + g*) P — q&x* — qB?)

Il reste & remarquer que Pa(qo)Pa(qB) = (q—1)*aB(qB — ) (qax—B) et & développer le dernier produit
pour conclure que

det(Ma) = Pa(qa)PA(qB)

4.b. On travaille en deux temps.

- S’il existe B # 0 telle que AB = qBA alors (Ra — qLA)(B) = 0 et donc Ra — qLa est non inversible.
Son déterminant est nul et donc Pa(qa) = 0 ou PA(qp) = 0 c’est a dire qx € {«, B} ou qp € {x, B}
Si det(A) # 0 alors & et B sont non nuls (0 non valeur propre de A) et qax # &, qB # B (q # 1). La
condition devient alors &« = qf3 ou 3 = qox.

Finalement, on a det(A) =0 ou & = qf3 ou B = qa.

- Réciproquement, si cette condition a lieu alors det(Ma) = 0 et Ry — qLa n’est pas inversible. Il existe

B 0 dans son noyau et ceci s’écrit AB = qBA.
5. Distinguons trois cas.

- 0 est valeur propre simple de A. Dans ce cas, il existe une autre valeur propre complexe & ¥ 0 et A est
diagonalisable, semblable a diag(«, 0) (deux sous-espaces propres qui sont des droites).

- 0 est valeur propre double. Dans ce cas, Pa = X? et A% = 0 (Cayley-Hamilton). Comme A # 0, il existe
un vecteur colonne Eq tel que E; = AEy 0. Si ¢1Eq + ¢c2E; = 0 alors (on compose par A) ¢iEz = 0 et
donc ¢ = 0 (car E; #0) puis c2E; = 0 et donc ¢, = 0. La famille (Eq, E;) est libre et est une base de R?
(identifié a I’espaces des matrices unicolonnes). Dans cete base, 'endomorphisme canoniquement associé a

. . 0 1 . .
A est représenté par ( ) et A est donc semblable a cette matrice.

00
- Si 0 n’est pas valeur propre de A alors det(A) 0 et ¢ = qf ou B = q&x. Comme q # 1, ona & # 3 et
on a deux valeur propres. A est diagonalisable et semblable a diag(ex, B).
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Devoir libre 4

Crochet de Lie

MP-CPGE Rabat

8 octobre 2010

% Blague du jour }

Etes-vous accro 'Internet ? La réponse serait oui si :

e A trois heures du matin, vous vous levez pour un besoin pressant et regardez en revenant
si vous avez recu des mails.

e Vous inclinez la téte gauche quand vous souriez

e Sur la porte de la cuisine est écrit : ”upload”

e Sur la porte des toilettes est écrit : ”download”

~ Sophus Lie (1842-1899)

Mathématicien norvégien. Il a participé activement a la création de la théorie des symétries continues, et I’a
appliquée a la géométrie et aux équations différentielles. On lui doit la création de I'algebre de Lie, ainsi que
des groupes de Lie. Arrété et incarcéré en France lors de la guerre, soupgonné d’étre un espion allemand, il en
profite pour avancer sa these sur < une classe de transformation géométrique. Il était marié a la petite fille
de Niels Henrik Abel.

[mo[‘ np uagom%m@qmm}

Dans un K-espace vectoriel non nul, I/, on pose pour tous endomorphismes u et v :
[u,v] =uov—vou Crochet de Lie.

1) Montrer que (L(E),+,.,[,]) est une K-algébre.
2) Montrer que lapplication : ®: L(E)> — L(E) est bilinéaire symétrique.
(u,v)  — [u,v]

3) Montrer que Yu,v,w € L(E), on a :
[u, [v, w]] + [v, [w, u]] + [w, [u,v]] = 0. identité de Jacobi.

4) Soient u,v deux endomorphisme de E tels que [u,v] = idg. Montrer que :
a) [u¥,v] = ku*~! pour k € N.
b) [P(u),v] = P'(u) pour P € K[X].
c) wu et v n’ont pas de polynémes minimaux.

5) Oral CCP 99.
On suppose dans cette question que F un espace vectoriel réel de dimension
finie et que f,g € L(E), o € R* tels que [f, g] = af.

a) Montrer pour tout entier naturel n : [f", g] = anf".

b) Montrer qu’il existe n € N tel que f® = 0 (raisonner par 1’absurde et
considérer ’application ®: L(E) — L(E) .
h +—[h,g]
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7) Oral X 2001

On suppose dans cette question que E est de dimension finie sur K et que f un
endomorphisme de E tel que x; soit irréductible. On se propose de montrer que
pour tout endomorphisme g, le crochet de Lie rg[f, g] # 1. Supposons qu’il existe
g € L(E) tel que rg[f,g] = 1.

a) Montrer qu’il existe p € E* et a € F tous deux non nuls tels que :
VzekE, ona:f(g(z))—-g(f(z)) = e(r)a.
b) En déduire par récurrence sur k que :
Ve B, ffg(2) - g(ffz)) = p(@) @) +o(f(@) 2 (@) + -+ o(f 7 (2))a.
c) En déduire que : (a, f(a),..., " (a)) est une base de F avec n = dim E et
que 3P € K,,_1[X] tel que f"(a) = P(f).
d) En déduire que pf(X) = X" — P(X).
e) En déduire que /(z) =0 pour tout z € E.

f) En déduire une contradiction.

8) Oral Ens Cachan 2003.
Soit ¢ : M,,(C) — M,,(C) un automorphisme d’espace vectoriel tel que :

V A, B € M,(C), ®([A, B]) = [®(A), P(B)]

On se propose de montrer : V D € M,(C), D est diagonalisable ssi ®(D) est
diagonalisable. Pour cela considérons 1’application : ¢p : X — [D, X| et montrons
que (D est diagonalisable) <= (¢p est diagonalisable).

a) On suppose que D est diagonalisable. Montrer alors que les applications
X — DX et X — XD le sont aussi (annulateur scindé a racines simples)
et elles commutent, donc elles sont simmultanément diagonalisables et leur
différence, ¢p, est aussi diagonalisable.

b) Réciproquement, on suppose que ¢p est diagonalisable.

i. Montrer que si P est un polynéome quelconque de degré m, alors :

m (k) m (k)
¥ X € Mu(C), P(gp)(X) = kZ@(H’“D’“XPTfD) - ];(1)’“}3%—!@)@’“.

ii. Prenons P annulateur scindé & racines simples de ¢p, X = U'V o1 U est
un vecteur propre de D associé a une certaine valeur propre \ et V un
vecteur arbitraire. Montrer que U'V P(D — A\, puis que 'V P(D — \I) = 0.

iii. En déduire que P(D — \I) = 0, puis conclure.
8) Soient A et B deux matrices de M,(()R) telles que [A,B] = A,

montrer que A est nilpotente. Pour cela on considére D’application
(N Mn(()R) — Mn(()R)
M +~— MB-—-BM

a) Montrer que v est linéaire de E dans E.

b) Montrer par récurrence que : Yk € N ¢(A%) = kA,

c) On suppose que Vk € N, A* # 0. Montrer que ¢ a une infinité de valeurs
propres.

d) Conclure.
10) CNC 2000, Math Il, MP
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Devoir libre 5

Diagonalisation de matrices

: MP-CPGE Rabat
Duree 4 h

11 Octobre 2010
Si, au cours de I’épreuve, un candidat repéreceiquiduiisemble étre une erreur d’énoncé, d’une part il
le signale au chef de salle, d’autré&part iBle.gigizle 2008 sa copie et poursuit sa composition en
indiquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

% Blague du jour }

o Un gendarme fait stopper une automobile :

- Vous n’aviez pas vu le feu rouge 7

- Si si. C’est vous que je n’avais pas vu !

o Quelle différence y a-t-il entre Windows et un clou ?

- Aucune : tous deux sont destins se planter.

o Quelle est la différence entre Windows XP et un virus 7
- Le virus il fonctionne!

A[f".I

—~ Otto Toeplitz (1881-1940)

Mathématicien allemand. Il était issu d’une famille de mathématiciens. Excellent pédagogue, Toeplitz
s’'intéressait aussi a l’histoire des mathématiques. On lui doit les matrices dites de Toeplitz, dont toutes
les diagonales sont constantes, ces matrices sont tres utilises dans les théorie de complexité et d’analyse de
Fourrier.

[mo[’ np uapmmu/aqmp\[}

La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la
précision des raisonnements entreront pour une part importante dans I’appréciation des
copies. En particulier, les résultat non justifiés ne seront pas pris en compte. Les candidats
sont invités 4 encadrer les résultats de leurs calculs.

Soit E un espace vectoriel et ¢ un endomorphisme de E. Un sous-espace vectoriel F
de E est dit stable par ¢ si et seulement si

Yu€eF, ¢(u)€F

ce qui s’écrit également
¢(F) C F.

Préliminaire

Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’une matrice carrée d’ordre n a
coefficients réels soit diagonalisable.
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Partie I

Dans ’espace vectoriel R3, on consideére ’endomorphisme ¢ dont la matrice dans la
base canonique est donnée par

11 -1
A= 1 1 1
11 1
1. Montrer que la matrice A, est diagonalisable.

2. Calculer le polynoéme caractéristique de la matrice A,.
Déterminer les valeurs propres de cette matrice.
Quelle est la dimension des sous-espaces propres ?

3. Déterminer une base (cj, ¢z, cg) de vecteurs propres de (.
4. On pose D; = Vect(c1). Montrer que D; est stable par ¢.
5. On pose P; = Vect(cg, c3). Montrer que P; est stable par .

Partie II

Dans ’espace vectoriel R3, on considére les endomorphismes f et g dont les matrices dans
la base canonique sont respectivement

01 0 3 1o
As=|10 0 et A= -3 3 0
00 -1 0 0 1

1. Montrer que les matrices Ay et Ay sont diagonalisables.
2. Vérifier que les endomorphismes f et g commutent.

3. Déterminer tous les vecteurs propres de f associés & la valeur propre 1.
Vérifier que ces vecteurs sont aussi vecteurs propres de g.

4. Déterminer le sous-espace propre de f associé a la valeur propre —1.
Vérifier que ce sous-espace propre est stable par g.

Partie III

Dans ’espace vectoriel R3, on considére ’endomorphisme ¢ dont la matrice dans la
base canonique est donnée par

1 10
Ag=1| -1 2 1
1 01

1. Déterminer le polynéme caractéristique de Ag.
2. La matrice Ay est-elle diagonalisable ?

3. Montrer qu’une droite vectorielle Vect(u) (u # 0) est stable par ¢ si et seulement si
u est un vecteur propre de ¢.
En déduire toutes les droites vectorielles stables par ¢.
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4. Montrer que ¢ est bijectif.
5. Montrer que, si F est un sous-espace vectoriel de R3, dim ¢(F) = dim F.

6. Montrer qu’un sous-espace vectoriel F de R3 est stable par ¢ si et seulement si
6(F) = F.

7. Soient «, 3,7 des réels non tous nuls et
H = {(z,y,2) € R3, ax+ By + vz =0}.
Soit 1 1a forme linéaire sur R® définie par

¥(z,9,2) = az + By + 2.

(a) Donner la matrice de v dans la base canonique de R3.
(b) Vérifier que ¢~1(H) = Ker o ¢.
(c) Montrer que H est stable par ¢ si et seulement si Ker o ¢ = Ker.

(d) Montrer qu’il existe un sous-espace vectoriel F' de dimension 1 tel que
R®= Kery o F.

(e) Montrer que, si 1; et 12 sont deux applications linéaires non identiquement
nulles de F dans R, alors il existe un réel A # 0 tel que

Vz € F, Y1(z) = Mo (x).

(f) En déduire que H est stable par ¢ si et seulement si il existe un réel A # 0 tel
que
vz € R3, Yo ¢(z) = M(z).

(g) En écrivant la relation précédente sous forme matricielle, montrer que H est
(8%

stable par ¢ si et seulement si le vecteur | 3 | est un vecteur propre de tAy.
Y

(h) En déduire tous les plans vectoriels stables par ¢.

Partie IV

Soit E un espace euclidien de dimension finie. On suppose dim E > 2. On note (u|v) le
produit scalaire des vecteurs u et v et ||u|| la norme du vecteur u. On se donne un vecteur
a de E de norme 1 et, pour tout réel a # 0, on pose, pour tout = € E,

fa(z) =z + a(z|a) a.

1. Vérifier que f, est un endomorphisme de E.
2. Montrer que pour tous réels non nuls o, 8, fo © f3 = fg o fa-
3. Montrer que pour tous vecteurs z et y, on a (z|fa(y)) = {fa(z)|y)-

4. Vérifier que a est un vecteur propre de f,.
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Montrer que 1 est valeur propre de f,.
Quel est le sous-espace propre associé a la valeur propre 1 7
L’endomorphisme f, est-il diagonalisable ?

Pour quelles valeurs de o ’endomorphisme f, est-il inversible ? Calculer dans ce cas
son inverse.

Pour quelles valeurs de a ’endomorphisme f, est-il une isométrie (i.e., pour tout x
de E, ||fo(z)|| = ||z||) 7 Caractériser dans ce cas cet endomorphisme.

En utilisant la question 3, montrer que si F’ est un sous-espace vectoriel stable par
fa, alors FL est également stable par f,.
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Exponentielle de matrices
MP-CPGE Rabat

16 octobre 2010
Source : CCP, 2010, MP, Math 2

% Blague du jour }

o Quel est le genre d’humour que les dindes n’aiment pas ?

Réponse : les farces.

e Pourquoi les lapins jouent-ils avec 46 cartes au lieu de 52 cartes?

Réponse : parce qu’ils ont mangent les trefles !

e (C’est une bande de poissons en train de faire des bétises, quand 'un voit une étoile de
mer et dit : Attention voila le shérif qui arrive!

— Sir Andrew John Wiles (1953- )

Mathématicien britannique, professeur a 'université de Princeton, aux Etats-Unis. Il est surtout connu pour
sa démonstration du dernier théoreme de Fermat en 1994, résolvant ainsi I'un des problemes les plus connus
de I’histoire des mathématiques. Travaillant dans le plus grand secret pendant huit ans, et faisant part de
ses idées et progres a Nicholas Katz, un collegue de Princeton, Wiles démontre la conjecture de Shimura-
Taniyama-Weil et, par conséquent, le théoreme de Fermat. Pour dévoiler sa démonstration, Wiles s’y prend
de maniere quasi théatrale. Il annonce trois conférences (les 21, 22 et 23 juin 1993) sans en donner l'objet,
ce qu’il ne fait que lors de la derniere en précisant que le grand théoreme de Fermat est un corollaire de ses
principaux résultats. Son travail met ainsi fin a une recherche qui a duré plus de 300 ans.

—[mo[' np uagogmm@qmm}—‘

QUELQUES UTILISATIONS DES PROJECTEURS

Notations et objectifs :

Dans tout le texte E désigne un R-espace vectoriel de dimension finie n > 1. On note id
I'endomorphisme identité de E, M,(R) le R-espace vectoriel des matrices réelles carrées de
taille n.

Si Fq et Fy sont des sous-espaces vectoriels de E supplémentaires, c’est-a-dire £ = E; @ Ej,
on appelle projecteur sur £y parallelement a Fy ’endomorphisme p de E qui, a un vecteur z
de E se décomposant comme = = 1 + xq, avec (x1,22) € Fy X Es, associe le vecteur x.

On rappelle que si A est une matrice de M,,(R), la matrice exponentielle de A est la matrice :
400 Ak:

exp(A) = R
k=0 "

De méme si u est un endomorphisme de E, ’exponentielle de u est ’endomorphisme :

+o0 uk

exp(u) =» —.
= k!
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Dans les parties II. et II1., on propose une méthode de calcul d’exponentielle de matrice a ’aide
de projecteurs spectraux dans les cas diagonalisable et non diagonalisable. Dans la derniere
partie IV., on utilise les projections orthogonales pour calculer des distances a des parties.

Les quatre parties sont indépendantes.

I. Questions préliminaires

01 00

0 0 et B = 10/

Calculer exp(A), exp(B), exp(A)exp(B) et exp(A + B) (pour exp(A + B), on donnera la
réponse en utilisant les fonctions ch et sh).

1. Soit les matrices A =

2. Rappeler sans démontration, une condition suffisante pour que deux matrices A et B de
M., (R) vérifient I'égalité exp(A) exp(B) = exp(A + B).

II. Un calcul d’exponentielle de matrice a ’aide des projecteurs spectraux, cas
diagonalisable

Soit A € M,,(R) une matrice diagonalisable dont les valeurs propres sont :
A< A< -ee <)\7-,
ou r désigne un entier vérifiant 1 < r < n.

3. Polynome interpolateur de Lagrange : on note R,_1[X] le R-espace vectoriel des polynémes
a coefficients réels de degré inférieur ou égal a r — 1.

On considere I'application linéaire ¢ de R,_;[X] dans R" définie par :
P s (POW), PO), ., POV).

Déterminer le noyau de ¢, puis en déduire qu’il existe un unique polynéme L de R,_;[X] tel
que pour tout i € {1,...,7}, L(\;) = et

4. Pour i € {1,...,r}, on définit le polynéme I; de R, _1[X] par :

LX)
lz(X) - H No— N\
k=1 % k
ki
(a) Calculer [;(\;) selon les valeurs de ¢ et j dans {1,...,7}.

(b) En déduire une expression du polynéme L comme une combinaison linéaire des polynémes
li aveci € {1,...,r}.

5. Une propriété de ’exponentielle : soit P une matrice inversible de M,,(R) et D une matrice

de M, (R).

(a) Justifier que I'endomorphisme de M,,(R) défini par M — PMP~! est une application
continue.

(b) En déduire que :
exp(PDP™') = Pexp(D)P .
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6. Déduire des questions 3. et 5. que exp(A) = L(A).

7. On suppose que E est munie d'une base B et on désigne par v I’endomorphisme de E dont la
matrice par rapport a B est A. Soit A une valeur propre de v, et x un vecteur propre associé.
Démontrer que pour tout polynéme P € R[X], on a :

P(v)(z) = P(\)z.

8. Soit ¢ € {1,...,r}, on note E; = Ker(v — \;id) le sous-espace propre de v associé a \;.
(a) Démontrer que 'endomorphisme de E, p; = [;(v) est le projecteur sur E;, parallelement

a @ E) (on dit que les p; sont les projecteurs spectraux de v).
k=1
ki
(b) En déduire une expression de exp(A) comme une combinaison linéaire de matrices de
projecteurs.

III. Un calcul d’exponentielle de matrice a ’aide des projecteurs spectraux, cas
non diagonalisable

Soit u un endomorphisme de E dont le polyndme minimal est (X — 1)%(X — 2).

9. L’endomorphisme u est-il diagonalisable ? Justifier la réponse.
10. Ecrire, sans justifier, un exemple de matrice triangulaire de M;3(R) dont I'endomorphisme
canoniquement associé a pour polyndéme minimal (X — 1)%(X — 2).
11. Démontrer, sans aucun calcul, que E = Ker(u — id)? & Ker(u — 2id).
12. On consideére les endomorphismes de E : p = (u —id)? et ¢ = u o (2id —u). Calculer p + q.
13. Démontrer que l'endomorphisme p est le projecteur sur Ker(u — 2id), parallelement a
Ker(u — id)%. Que dire de ’endomorphisme ¢ ?
14. Soit x un élément de F.
(a) Préciser (u —2id) (p(x)).
(b) Déterminer un nombre réel a tel que pour tout entier naturel k, u* o p = o*p.
(¢) En déduire que exp(u) o p = Sp ou [ est un réel a déterminer.
15. Que vaut pour tout entier k > 2, (u —id)* o q?
Démontrer que exp(u)oq = yuogq ou 7y est un réel a déterminer (on pourra écrire en justifiant
que exp(u) = exp(id) o exp(u — id) ).

16. Ecrire enfin 'endomorphisme exp(u) comme un polyndme en .

IV. Calcul de distances a I’aide de projecteurs orthogonaux

Dans cette partie, on suppose en plus que l'espace E est muni d’'un produit scalaire < -,- >, ce
qui lui confere une structure d’espace euclidien. On rappelle que la norme euclidienne associée,

notée || - ||, est définie par :
Vee E, |z|=+<uz,z>.

Si F est un sous-espace vectoriel de E, on note F* son orthogonal, et on appelle projecteur
orthogonal sur F', noté pp le projecteur sur F, parallelement a F'*.

Enfin, si z est un vecteur de E, la distance euclidienne de = & F', notée d(z, F') est le réel :

d(z, F) =inf{llz —y|| | yeF}
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17.

18.

19.

20.

Théoreme de la projection orthogonale : soit F' un sous-espace vectoriel de F et x un vecteur
de E. Rappeler sans démonstration, la formule permettant de calculer d(x, F') a l'aide du
vecteur pp(z).

Cas des hyperplans : soit n un vecteur non nul de F et H I'hyperplan de E orthogonal a
n, cest a dire H = (Vect {n})". Exprimer pour z € E, la distance d(z, H) en fonction de
< x,n > et de ||n].

Une application : dans cette question uniquement, £ = M, (R) muni de son produit scalaire
canonique : si A et B sont dans M,,(R), en notant Tr la trace,

< A,B>=Tr("AB).

Enfin on note H l'ensemble des matrices de M,,(R) dont la trace est nulle.

(a) Justifier que H est un hyperplan de M,,(R) et déterminer H-'.
(b) Si M est une matrice de M,,(R), déterminer la distance d(M, H).

Et pour une norme non euclidienne ? Dans cette question £ = R? est muni de la norme infinie
notée Ny, : si x = (z1,72) € R?,  Ny(x) = max{|zy],|z2|}. On pose F' = Vect {(1,0)} et
x = (1,1). Déterminer la distance «infinie» du vecteur x a F', c’est-a-dire le réel :

deo(z, F') = inf{Nw(z —y) | ye€F},

et préciser I’ensemble des vecteurs m pour lesquels cette distance est atteinte, c¢’est-a-dire
doo(z, F') = Ny(x — m). Commenter.
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Corrigé Devoir libre 6 (Pr Dufait)
Exponentielle de matrices

MP-CPGE Rabat

,{ Blague du jour }

- Un fils de banquier a son pere : Papa, préte-moi 20 dhs, mais ne m’en donnes que 10.
Le pére demande : Pourquoi, mon gargon 7

Le fils répond : Comme ¢a tu me devras 10 dhs, je te devrai 10 dhs et nous serons quittes !
- Une mere au service de scolarité : Je refuse de vous payer ’assurance scolaire pour les
petits car moi j’éleve mes enfants a la dure et si ils leurs arrivent quelque chose c’est
comme ¢a qu’ils apprendront que la vie c¢’est pas une partie de plaisir.

~ Charles mile Picard, (1856-1941)

Mathématicien francais, deuxieme au concours d’entrée de 1’école polytechnique, premier a celui de 1’école
normale supérieure, et premier au concours d’agrégation de mathématiques. Les travaux tres innovants de
Picard ouvrirent la voie a de nouvelles recherches. Il fut le premier a utiliser le théoreme du point fixe de
Banach dans une méthode d’approximations successives de solutions d’équations différentielles ou d’équations
aux dérivées partielles. On lui doit également des travaux en géométrie algébrique et des recherches appliquées
sur I’élasticité et sur la chaleur. Son Traité d’analyse constitua longtemps une référence, mais Picard fut aussi
philosophe et historien des sciences. Il épouse la fille de son professeur Charles Hermite. Sa fille Louise Picard
épousa le physicien Louis Dunoyer.

h[mo[’ np uapumugqmm}—‘

Partie I

1. o On a A% =0 donc Yk > 2, A¥ =0 donc exp(A) = I + A soit exp(A) = (é i) .

o B = A et I'application M — ‘M est un endomorphisme d’un epace vectoriel de dimension fine donc

continue. Ainsi exp(?A) = {exp(A4)) donc exp(B) = (} (1)> .

© On a donc directement exp(A) exp(B) = (2 1) .

1 1
o S8oit C =A+B = ((1) (1)> On a C? = I, donc Vk € N, C% = [ et C?*! = C donc exp(C) =
1 = 1 . __(chl shl
(p;o (2p)!> I + <p2_:0 @ 1)!> C =chlly+sh1C doncexp(A+ B) = (shl hl )
2. ¢ Si on veut rester dans le cadre du programme, on peut utiliser le fait que

VM € M, (R), ¥(s,t) € R?, exp((s +t)M) = exp(sM) exp(tM).

Ainsi une condition suffisante est IM € M, (R), 3 (s,t) € R%, A=tM, B=sM .

© Une condition suffisante usuelle (mais qui n’est pas explicitement au programme) est AB = BA.

0 O 0 0 0 1
Remarquons que cette condition n’est pas nécessaire: A= |0 0 —-2n]etB=|0 0 —-2nm
0 27 O 0 27 O

vérifient exp(A + B) = exp(A) exp(B) bien que AB # BA.
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Partie 11

3. o Si P € Ker¢ alors P(A\1) = --- = P(\,) = 0 donc P admet r racines distinctes. Or deg(P) < r —1
donc ceci implique que P = 0. Comme 0 € Ker ¢, on a unKer ¢ = {0} .
o Ainsi ¢ est une application linéaire injective de R,_1[X] dans R". Mais dim (Rr—l [X]) = dim (]RT) donc
¢ est une bijection. Tout élément de R” admet donc un unique antécédent par ¢ et c’est notamment le

cas pour (e/\l, . 7e>‘r).
Ainsi il existe un unique polynéome L € R,._1[X] tel que Vi € [1,7], L(\;) = e .
4. (a) On a facilement [;(\;) = {(1) Zg 7_é z .

: L =Y aqgl; alors Vj € [1,7], eN =
i=1

(b) Si L s’écrit comme combinaison linéaire de la famille (I;), el

L)) = Z a;li(\;) = a; selon [a]. Réciproquement, le polynome P = Y~ e*il; vérifie Vj € [1,r], P(\;) =
i=1
e et PE€R,_1[X] donc P=L. Ainsi L = ) edil; .
i=1

(a) Toute application linéaire de source un espace vectoriel de dimension finie et de but un espace vectoriel
normé quelconque est continue. Donc, ici, M — PMP~! est continue .

(b) Par récurrence immédiate, Vk € N, (PDP*I) = PD*P~! donc, pour tout N € N, Z % =
kp-1 N
Z PDkP -p (Z % ) P~!. Par définition, le premier membre tend quand N tend vers +oo vers

eXp (PDP ) tandis que le second tend quand N tend vers +oo vers Pexp(D)P~! grace & la continuité

N pk
de M — PMP~* car ;;o % e exp(D). Donc exp(PDP™') = Pexp(D)P~' .

6. Puisque A est diagonalisable, il existe P € GL,(R) et D = Diag(u1,. .., pin) telles que A = PDP~!. On
a alors,par récurrence immédiate, Vk € N, D* = Diag(uf, ..., u¥) donc, pour tout polynome P € R[X],

: R N DF . N #f n ﬂk
P(D) = Dlag(P(,ul), . .,P(,un)). Ainsi, d’'une part, VN € N, ’;—:0 T = Diag kX_:O T .,kz_:ok—T et

donc exp(D) = Diag (et?, . e"“) et, d’autre part, L(D) = Diag(L(u1), ..., L(u,)) = Diag (e, ... etn)
car chaque p; appartient a Sp {)\1, ceey )\T}.

Donc exp(A) = exp(PDP™!) = Pexp(D)P‘1 = PL(D)P~'. Or, comme au [5.b], on a L(PDP~') =
PL(D)P~! donc exp(A) = L(A) .

7. Par récurrence immédiate, on a Vk € N, v*(z) = Az donc, si P = 3 apX*, P(v)(2) = 3 apv*(z) =
keN keN

S oapNfx = (Z ak/\k> x soit P(v)(z) = P(A\)z .

keN keN

T
8. (a) Tout z de E sécrit x = ) x; avec x; € E; donc
j=1

Do) 5 e 2

Jj=1

T
donc p; = l;(v)est le projecteur sur E;, parallelement & €@ Ej .
k=1
ki

[6] i=1

(b) On a donc exp(4) = L(A4 ) : Z; l;(A) = ée“li (Mat(v, B)) = ZT: e*Mat(l;(v), B) ce qui donne
B) .

avec [a], exp(A) = Z e ’Mat( is
=1
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Partie I11

Si u était diagonalisable, son polynéme minimal aurait des racines simples. Donc u n’est pas diagonalisable .

1 1 0
Prenons A= {0 1 0 ]: ona ya(X) = (X — 1)*(X —2) donc m4(X) = (X — 1)™(X — 2) avec
0 0 2
1
1 <m < 2 Mais F1(A) = R. [ 0| donc A n’est pas diagonalisable donc m # 1 et A répond & la
0
question.

Puisque m = (X — 1)?(X — 2) est annulateur pour u, on a E = Ker|[r(u)] = Ker[(u — id)? o (u — 2id)].
Or (X —1)? et X — 2 sont premiers entre eux donc le théoreme de décomposition des noyaux donne
E = Ker|[(u —id)?] & Ker[u — 2id] .

(u—id)? + wo (2id — u) = (u? + 2u +id) + (2u — u?) soit p+ ¢ =1id .

o Selon [11], tout = € E s’écrit @ = @1 + a2 avec x1 € Ker[(u —id)?] et 5 € Ker[u — 2id]. On a alors

p(@) = p(@1) + pla2) = p(r1) + (id — g)(z2) = (u —id)*(z1) + 22 +uo (u — 2id)(22) = 0p + 22 + O

donc p(x) = z9. Donc p est le projecteur sur Ker [u - 2id}, parallelement Ker[(u - id)2] .

o q(x) =x — p(x) = x1 donc q est le projecteur sur Ker[(u - id)2]7 parallelement & Ker [u - Qid] .

(a) Va € E, p(z) € Ker[u — 2id] donc Vz € E, (u— 2id)(p(z)) = 0 .

(b) La démonstration vue & la question [7] donne Yz € E, u*(p(z)) = 2*p(z) donc uop = 2¥p .

N k N uk o N 2k N 2k:
(¢) Donc, pour tout N € N, (;EO %,) op = kX_:O Al P kX_:O —,p = <Z T ) p. Or 'endomorphisme de
L(E): v+ vop est continue car L(E) est de dimension finie. De méme, 'application linéaire ¢ — tp est

continue de R dans £(E). En passant & la limite dans 1’égalité ci-dessus, on obtient exp(u)op =e?p .

o Vz € E, q(z) € Ker[(u —id)?] donc Vk > 2, (u —id)*(q(z)) = (u —id)*2[(u — id)*(¢(z))] =
(u—id)F~2(0g) = 0p donc Vk > 2, (u—id)" o q = 0z(p) -

o Méthode 1: en utilisant le résultat hors-programme : (vow = wov) = (exp(v+w) = exp(v)oexp(w)).

N i \k
Ainsi VN > 2, (kzo (uk'1d)> oq=q+(u—id)og = uoq donec, comme au [14.c|, en passant & la limite
exp(u—id)oq = uog. D’autre part, le résultat du [8] s’applique & I'identité et donc exp(id) = e!id. Comme
id et ©—id commutent, on a exp(u)oq = exp(id+u —id) o g = exp(id) cexp(u—id)og = uog = eidouogq
donc exp(u)og=euoq.

Méthode 2: en restant dans le cadre du programme .

Effectuons la division euclidienne de X* par (X —1)? : X* = Qn(X)(X — 1)2Qx(X) + ax X + by. En
appliquant en 1, on a 1 = ay, + by, et en prenant la dérivée en 1, on trouve k = ay. Ainsi Vk € N, uFoq =
[Qr(u)o(u—id)?+ku+ (1—k)id] og = Qr(u) o (u—id)*oq+kuog+(1—k)qg=kuogq+(1—k)q donc

exp(u)oq=<§::!>uoq+<i ) (ZM)uoq—&—(i; 2 )q:euoq.

k=0 k=0

myismail.chez.com 52 mamouni.myismail@gmail.com



PrOblemGS Corrlges MP Mamouni My Ismail
2010-2011 MP-CPGE Rabat

16. Ainsi exp(u) = exp(u) oid = exp(u) o (p + q) = exp(u) o p + exp(u) o ¢ = > p + eu o q et les résultats
précédents donnent exp(u) = e? (u —id)? — eu? o (u — 2id) .

Partie IV

17. d(z, F) = H;E —pp(x)H .

18. (ﬁ) est une base orthonormée de H+ donc py . (z) = <|Z”, x> ﬁ = % netx—pg(x) =pyi(x)

n.a)|

donc d(z, H) = |<||”||

19. (a) o Tr est une forme linéaire non nulle et H = Ker(Tr) donc Hest un hyperplan de M,,(R) .

oM € H < Tr(M) = Tr(I,M) = (I,, M) = 0 donc H = {I,}* et donc H+ = ({IH}J-)J‘ soit
Ht =R., .

(b) La formule du [18] donne donc d(z, H) = % )

20. oy € Fsietseulementsi 3t € R, y = (¢,0) donc Noo(x—y) = Max (|1 — t|,1). Donc Vy € F, Noo(x—y) >
1 et Noo(z — (1,0)) =1 donc deo (2, F) = 1.
o (m € F et Nog(z —m) = doo(ac,F)) = (Elt €R, m = (,0) et Max (|1 —¢[,1) = 1)
= (Elte]R, m = (t,0) et |1 —t| <1)
— (3t € 0,2, m= (t,O))
donc {m € F | Noo(z —m) = doo(, F)} = [0,2] x {0} .

¢ On peut remarquer que, contrairement au cas euclidien, la distance est atteinte en plusieurs vecteurs
m € F. Sion veut en dire un peu plus, on peut remarquer que pour une norme N quelconque dans un
espace de dimension finie

{m € F| No(z —m) = ds(z, F)} est une partie non vide, convexe et compacte de F.

En effet, posons d = doo (2, F) et C = {m € F | Noo(z — m) = deo(z, F) }, on a:

e d < N(z—0g) car Og € F donc d = Inf{N(z —y) | y € FN B(z,N(z))} et, comme y — N(z —y)
est continue sur E et que F' N B(z, N(z)) est un compact en tant qu’intersection de F fermé et de
B(x, N(x)) compact, cette borne inférieure et atteinte ce qui montre C # 0.

e C = FNS(x,d) est un compact, comme ci-dessus en tant qu'intersection de F' fermé et de S(z,d)
compact.

e Si (my,mg) € (C)2 et a€0,1],onamg=am;+ (1 —a)me € F et
d< N[z —m3] = N[a(z —mq) + (1 — a)(z —m2)] <aN[z—mi] + (1 —a)N[z—mo] =d

donc amy + (1 — a)mg € C donc C est convexe.

Dans le cas ou F est une droite, C est donc un segment.
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Contrdle 2

Racine d'un endomorphisme
MP-CPGE Rabat

16 Octobre 2010
Durée : 2 heures
Source : CCP 2010, PC, Math 1

% Blague du jour }

e A combien rouliez-vous ? demande le gendarme.

- A deux seulement, mais si vous voulez monter, il reste de la place.

o Quelle est la différence entre un agent de police et une cocotte-minute ?
Il n’y en a pas car pour tous les deux, ds qu’ils sifflent c¢’est cuit !

e Un gendarme fait stopper une automobile :

- Vous n’aviez pas vu le feu rouge ?

- Si si. C’est vous que je n’avais pas vu !

— Pierre de Fermat (160 7-1665)

Juriste et mathématicien francais, surnommé le prince des amateurs. Il cachait ses méthodes, dont quelques-
unes ont été perdues avec lui. Il s’est aussi aux sciences physiques ; on lui doit notamment le Principe
de Fermat en optique. Il est le premier inventeur du calcul différentiel dont il est un précurseur : il est
le premier utiliser la formule (sinon le concept) du nombre dérivé (découvert par un grand mathématicien
indien, Aryabhata). Il pose avec Blaise Pascal les bases du calcul des probabilités. Fermat est I'inventeur d’une
méthode de démonstration : la descente infinie

Notations et objectifs

Dans tout ce probleme n est un entier naturel supérieur ou égal a 2 et E est un espace
vectoriel de dimension finie n sur le corps R des nombres réels.

L(E) désigne 'algebre des endomorphismes de F et GL(FE) l’ensemble des endomor-
phismes de E qui sont bijectifs.

On note 0 'endomorphisme nul et id 'application identité.

Pour tout endomorphisme f, Ker (f) et Im (f) désigneront respectivement le noyau et
I'image de f.

L’ensemble des valeurs propres de f sera noté Sp(f) et on notera :

R(f)={h € L(E) | h* = f}

R[X] désigne 'espace des polynomes a coefficients réels.
¢

Etant donné f € L(E) et P € R[X] donné par P(X) = Y aX*, on définit

¢ . k=0 =
P(f) € L(E) par : P(f) = Zakfk ot f®=1idetpour k € N*, f¥=fo...0f.
k foi
Si fi,..., f, désignent ¢ endomorphismes de E (¢ € N*) alors H fi désignera I’endo-
1<igq

morphisme f;o0...0 f,.
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Pour tout entier p non nul, M,(R) désigne l'espace des matrices carrées a p lignes et p
colonnes a coefficients dans R.
I, est la matrice identité de M, (R).
L’objectif du probleme est d’étudier des conditions nécessaires ou suffisantes a I’existence
de racines carrées d’'un endomorphisme f et de décrire dans certains cas I'ensemble R(f).
PARTIE I

A) On désigne par f I'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est
donnée par :

8 4 7
A=1[-8 -4 8
0 0 1

1) Montrer que f est diagonalisable.

2) Déterminer une base (vy, v, v3) de R? formée de vecteurs propres de f et donner la
matrice D de f dans cette nouvelle base.

3) Soit P la matrice de passage de la base canonique a la base (v, ve, v3). Soit un entier
m > 1. Sans calculer l'inverse de P, exprimer A™ en fonction de D, P et P~

4) Calculer P~!, puis déterminer la matrice de f™ dans la base canonique.

5) Déterminer toutes les matrices de M3(R) qui commutent avec la matrice D trouvée
a la question 2).

6) Montrer que si H € M3(R) vérifie H?> = D, alors H et D commutent.

7) Déduire de ce qui précede toutes les matrices H de M3(R) vérifiant H? = D, puis
déterminer tous les endomorphismes h de R? vérifiant h2 = f en donnant leur matrice dans
la base canonique.

B) Soient f et j les endomorphismes de R? dont les matrices respectives A et J dans la
base canonique sont données par :

1 11
et J=1[1 11
1 11

— = DO
L
DO = =

1) Calculer J™ pour tout entier m > 1.

1
2) En déduire que pour tout m € N* " = id + 5(47" —1)j. Cette relation est-elle

encore valable pour m =0 7
3) Montrer que f admet deux valeurs propres distinctes A et p telles que A < p.

4) Montrer qu’il existe un unique couple (p, q) d’endomorphismes de R? tel que pour
tout entier m > 0, f™ = A"p 4+ u™q et montrer que ces endomorphismes p et ¢ sont
linéairement indépendants.

5) Apres avoir calculé p?, ¢, po q et g o p, trouver tous les endomorphismes h, combi-
naisons linéaires de p et ¢ qui vérifient h? = f.

6) Montrer que f est diagonalisable et trouver une base de vecteurs propres de f. Ecrire
la matrice D de f, puis la matrice de p et de ¢ dans cette nouvelle base.

7) Déterminer une matrice K de My(R) non diagonale telle que K? = I, puis une
matrice Y de M3(R) non diagonale telle que Y? = D.

8) En déduire qu’il existe un endomorphisme h de R? vérifiant h? = f qui n’est pas
combinaison linéaire de p et q.

9) Montrer que tous les endomorphismes h de R? vérifiant h? = f sont diagonalisables.
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PARTIE II

Soit f un endomorphisme de E. On suppose qu’il existe (\, 1) € R? et deux endomor-
phismes non nuls p et ¢ de E tels que :

id = P+q
AFpoet ¢ f = Ap+pg
2= Np+uiq
1) Calculer (f — Aid) o (f — pid). En déduire que f est diagonalisable.
2) Montrer que A et u sont valeurs propres de f et qu’il n’y en a pas d’autres.
3) Déduire de la relation trouvée dans la question 1) que poq = gop = 0 puis montrer
que p* =p et ¢* = q.
4) On suppose jusqu’a la fin de cette partie que Ay # 0.
Montrer que f est un isomorphisme et écrire f~! comme combinaison linéaire de p et q.
5) Montrer que pour tout m € 7Z :

" =N+ "

6) Soit F' le sous-espace de L(E) engendré par p et g. Déterminer la dimension de F'.

7) On suppose dans la suite de cette partie que A et p sont strictement positifs.
Déterminer R(f) N F.

8) Soit k un entier supérieur ou égal a 2. Déterminer une matrice K de My (R) non
diagonale et vérifiant K? = I,.

9) Montrer que si 'ordre de multiplicité de la valeur propre A est supérieur ou égal a
2, alors il existe un endomorphisme p' € L(E) \ F tel que p? =pet pog=qop =0.

10) En déduire que si dim(E) > 3, alors R(f)  F.
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Corrigé Controle 2

Racine d'un endomorphisme
MP-CPGE Rabat

,{ Blague du jour }

Une administration envahi de souris, fait appel & un dératiseur qui, sans succes, décide
de laisser un chat sur place pour quelque temps. Et tres vite, on ne voit plus aucune
souris. Le responsable de I’administration, tres content des services du chat demande au
dératiseur de laisser le chat rester dans les locaux. Quelques mois plus tard, les souris font
leur réapparition dans le batiment... Le gars refait passer le dératiseur et lui demande ce
qui a pu se passer. Le dératiseur répond :

- C’est le chat... Maintenant qu’il est titularisé...

— Adrien-Marie Legendre (1752-1833)

Mathématicien francais. Il fit d’importantes contributions a la statistique, a la théorie des nombres, aux
algebres abstraites et a 'analyse. Une grande partie de son travail fut perfectionné par d’autres : son travail
sur les racines des polynomes inspira la théorie de Galois ; le travail de Abel sur les fonctions elliptiques
fut construit sur celui de Legendre ; certains travaux de Gauss en statistique et en théorie des nombres
compléterent ceux de Legendre.

Dans ses travaux de géométrie, Legendre reste connu pour avoir tenté de démontrer en vain le cinquieme
postulat d’Euclide. En arithmétique d’avoir finalisé la preuve du dernier théoréme de Fermat pour m =
5, d’avoir apport des éléments de preuve la loi de réciprocité quadratique, conjecture par Euler et prouve

ultérieurement par Gauss. Et enfin son théoreme : le nombre d’entiers premiers supérieur a x est équivalent
X

Inx’

—[mof np uapmmugqmm}—‘

PARTIE 1

XA (X) =X(X—1)(X —4) est scindé a racines simples, donc A est diagonalisable.
vi=(—1,1,0),v2 = (0,—2,1) et v3=(1,0,1). D =diag(0,1,4).
A™ —PD™P.

HZ=D = HD =H3=DH.

9 8888

abc
Posons H = | d e f |, en résolvant le systeme de 9 équations issues de la relation HD = DH, on
X Yy z
—a 0 z
. ;s ) _q a e z
obtient b=c=d=f=x=y =0, dou H=diag(a,e,z) et enfin A =P~ HP = 3 T3 3
0 0 z
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B
@ J2=3J et par récurrence J™ = 3m-1y pour m > 1, mais 10 =15.

m m
k
@ On remarque que A = I3 +J avec 13.J = J.I3, donc A™ = Z <m> =3+ (Z < ) )

k=0 k=

—_

I3 +

@ 2 = id +5j = id +5(f —id) = 5f —4id, donc X* —5X +4 = (X —1)(X —4) est un polynome
annulateur de f, d’ou 7r¢ divise (X —1)(X —4), mais f id et f /4id, d’on 7ty = (X —1)(X —4) donc
sp(f) ={A=1,p=4}

@ A est diagonalisable car symétrique, donc f est diagonalisable, d’otu E = E; @ Ey, soit p et q les projections
adaptés a cette écriture, d’apres le principe de décomposition spectrale, on a Vx € E, x = x7 +Xx3 ouxq =
P(x) € Ex et x2 = q(x) € Ey, ainsi f™(x) = ™ (x1) + ™ (x2) = A% + p™x2 = A™p(x) + u™q(x),
donc f™ =A"p + uMq.
Montrons que p et ¢ sont linéairement indépendants. En effet ap +pq = 0 = ap(x) + Bq(x) =
0, Vx € E, en particulier pour x € Ej et x # 0 on obtient p(x) =x, q(x) =0, donc x =0 et pour x € E,,
on trouve 3 = 0.

9

P>=p.q*=q,poq(x) =0 car q(x) EE etaussiqop=0.
Soit h = ap + Bq tel que h? = £, donc a®p + B>q = Ap + uq, or {p, q} est libre, dolt & = A =1 et
Br=u=4.

9

f diagonalisable, déja fait.

Les calculs des éléments propres de f effectués sur sa matrice donnent dimEq = 2 dont une base est
=(—1,0,1),v2 =(—1,1,0) et dimE4 =1 dont une base est v3=(1,1,1).

D =diag(1,1,4), la matrice de p est diag(1,1,0) celle de q est diag(0,0,1).

1 1 K 0
k(5 1) av-(£9)

Prendre h 'endomorphisme associé & la matrice Y dans la base propre (v1,v2,v3), on a h?=fcar Y2 =
mais h & ap + B q car sinon sa matrice dans la base (vq,v2,v3) serait sous la forme Y = diag(«, «,43)
diagonale.

v 9

PARTIE II

(f —Aid) o (f — pid) = > — (A+ p)f + Auid = Ap + p?q — (A + 1) (Ap + 1q) +Au(p+q) =
Ainsi (X —A)(X — ) est un polynéme annulateur de f & racines simples, donc f est diagonalisable.

¢ 8

D’apres @ sp(f) C {A, u}, supposons que sp(f) = {A} (par exemple), comme f est diagonalisable,
alors ¢ = (X —A) donc f = Aid, d'ot Ap +puq = Ap+Aq, or q # 0, donc A = u (absurde). Donc

sp(()f) ={A, u}

@ f=Ap+uqetid=p—+(q, donc f—Aid = (u—A)q et f— pid = (A — pn)q, d’apres la question IE]
on conclut que —(A — p)zp oq=0,doupoq=0.Deméme qop =0 car (f—pid) o (f—Aid) =
(f —pid) o (f—Aid) = 0.
D’autre part id = p + ¢, en composant par p, on obtient p2 = p et si on compose par (, on obtient

q’=q.

@ Si Ap 0, alors 0 & sp(f), donc f est un isomorphisme avec 2 — (A + p)f = —Apid, i.e : fo (F— (A +
P B

e I 1 - P
w)id) = —Apid, donc £~ = Ml(f (A+p)id) = Ml(7\p+uc| (7\+u)(p+q))—7\+q-
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5>

¢ 8 8 8

Par récurrence pour m € N avec ™+ = fMo f.
Pour les puissance négatives, vérifier que (A™p + p™q) o (A"™p + p~™q) =id, donc ™ = (M)~ T =
A™p+u™q) ' =A "p+puMq.

dim F = 2 car {p, q} est libre, en effet, si ap + bq = 0, on compose par p donc ap2 =ap=0,doua=0
et de méme b = 0.

g€ RNF= g=ap+bqget g?>=1~ don g*> = a’p +b?q = f = Ap + uq, or {p, q} est libre, donc
a?=Aet b?=p, doi a=£vAet b==2Vb.

1 -1 0
K=[0 1 o0
0 0 Iy

On a E = E) @ Ey car f est diagonalisable et p, q sont ses projecteurs spectraux, donc les matrices

respectives de p et q dans une base adaptée seront de la forme P = <I(;< 8) et P= <8 IO > avec K et
T

1 les multiplicités respectives de A et u dans x¢. Soit p’ 'endomorphisme associé dans cette méme base

a la matrice P/ = (K 0) vérifiant K? = I. K n’est pas diagonale donc p’ ¢ F, d’autre part P’2=P et

00
P'Q-QP’'-0.

Si dimE > 3, alors une des valeurs propres (A, par exemple) admet une multiplicité supérieure a 2, soit
g=VAp' + Viq, on a g2 =Ap’? 4+ uq = f, donc g € R(f), mais g & F, car sinon VAp' + Vuq =

ap+bq=p’ = %(ap + (b—+4/1)q) € F (contradiction).

( Ala prochaine )
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Devoir libre 7
Dualite
MP-CPGE Rabat

22 Octobre 2010

e C’est I'histoire de deux complexes z1 et zp qui se promenent dans le demi-plan inférieur
des complexes. Vexés d’étre délaissés dans cette zone inférieure a cause leurs parties
imaginaires négatives, il se disent : Barrons-nous !

,{ Blague du jour

e Pourquoi, aprés un diner dans un restaurant chinois, les mathématiciens préferent-ils
emporter les restes a la maison 7
Réponse : Parce qu’ils connaissent le théoreme des restes chinois !

~ Léopold Kronecker (1823-1891)

Mathématicien et logicien allemand. Persuadé que l'arithmétique et I’analyse doivent étre fondés sur les
nombres entiers , il fut en opposition avec George Cantor au sujet de quelques-unes de ses extensions
mathématiques. Le finitisme de Kronecker fait de lui un précurseur de 'intuitionnisme dans les fondements des
mathématiques. Kronecker contribue également au concept de la continuité, reconstruisant la forme des nom-
bres irrationnels dans les nombres réels. En analyse, Kronecker rejette la formulation d’une fonction continue
partout mais nulle part dérivable de son collegue, Karl Weierstrass.

Remerciements pour Mr Taibi Mimoun, MP* CPGE My Youssef, pour la source latex du probleme

Soit E un R-espace vectoriel de dimension supérieure strictement & 1 . A un vecteur non nul de E et u une
forme linéaire non nulle sur E .
Pour n un entier, n > 2; on note t M}, = L(Mn,R) le R-espace vectoriel des formes linéaires sur My, .

La matrice Eij est la matrice de My dont les coefficients sont tous nuls a 'exception de celui qui se trouve a

la 1°™¢€ ligne et la ™€ colonne, qui vaut 1.

n
Si M = (my;) € My, on note T(M) ou T(M) le réel Zmﬁ appelé trace de M.

i=1
Partie I
1> Soit f endomorphisme de E défini par : Vx € E,  f(x) = u(x)A
a  Quel est le rang de f 7
b Pour p entier naturel, déterminer fP en fonction de p, f, w et A .

¢ Déterminer les éléments propres de f.
Dans toute la suite de la partie I, on suppose que E est de dimension finie, avec dimE =n> 1.

@ Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur A pour que f soit diagonalisable .
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@ Soit g un endomorphisme de E de rang 1 .

a Monter que, pour que g soit diagonalisable il faut et il suffit que I’endomorphisme g2 soit non nul .

b On suppose que g2 = 0. Montrer qu'il existe une base de E dans laquelle g a pour matrice :
0O +vv oo 0 1
S 0 .
Mg=1|"~ _ o notée encore Eq ;.
0 +vv +vo 0 0O
@ Trace d’une matrice carrée- Trace d’'un endomorphisme :

a  Montrer que application T : Myuy — R, M +— T(M) est une forme linéaire.

b Montrer que : T(AB) = T(BA) pour tout (A,B) € ./\/1,21 En déduire que deux matrices semblables
ont méme trace .

La trace d'un endomorphisme g d’'un espace vectoriel E de dimension finie , notée T(g), est la trace de
sa matrice relativement a une base quelconque de E.

¢ Soit p un projecteur de E. Montrer que T(p) =rg(p).

Soit G un sous-ensemble fini non vide de GL(E) stable par produit, de cardinal q (( GL(E), o) groupe
linédaire de E ) et F={x € E/ Vg € G, g(x) =x}

a  Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E

1
b On pose h=— Z g . Exprimer h? en fonction de h

geG
¢ En déduire que : q.dim(F) = Z T(g).
geaG
d  Que dire de 'endomorphisme Z g lorsque Z T(g)=07
geaG geaG

@ a Montrer que deux matrices carrées de rang 1, sont semblables si, et seulement si elles ont méme trace

o

Soit g € L(E) tel que rg(g) =T(g) =1. Montrer que g est un projecteur de E.

|j> Trouver une matrice carrée inversible P telle que :

12 -3 6 —3 —12
P12 3|=(4 -2 -8 |P
12 -3 2 -1 —4

Soit M € My, de rang 1.

Trouver une relation entre M? et M.
Déterminer les matrices M de M3 telle que M% =0 .

Partie II

On suppose que A n’appartient pas a ker(u). Soit alors 'endomorphisme h de E défini par :

Vx €E, h(x)=u(A)x —u(x)A

@ Quelle est la restriction de h a ker(u) 7

Soit p un entier naturel. Déterminer hP en fonction de p, h, u et A
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12>

13>

9 9

a Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de h .

Lorsque E est de dimension finie, h est-il diagonalisable ?

Pour &« € R et B € E donnés, on considere 1’équation d’inconnue x € E :

ax —u(x)A =B

Résoudre et discuter cette équation en fonction de &, u, A et B.

Appliquer a la résolution des deux équations suivantes :

a T(A)X—T(X)A='A—-A

(A matrice carrée donnée de My, de trace non nulle, X inconnue de My )
T

b Vx €[0,m], f(x) —sin(x) Jf(t)dt = sin(
0

) (d’inconnue f, fonction continue sur [0, 7] )

e
2

Partie 111

A chaque U dans My, on associe 'application Ty de My dans R: M — Ty(M) =T(U.M)

Montrer que, pour U dans My, Ty est une forme linéaire sur My, .
Pour U € My, on note ker(Ty) par Hy.

Soit U dans M.
a Si U est la matrice nulle, déterminer ker(Ty) .

b Si U n’est pas la matrice nulle, montrer que 1’'on peut trouver un couple d’entiers (ig,jo) tel que
Tu(Eiyj,) #0

Décrire alors Im(Ty ), puis déterminer la dimension de Hy.
Pour (i,j) € {1,2,..n, )2, on note Tiy= TEii
a  Les indices Kk et 1 étant fixés, calculer Ty j(Ey ).
b En déduire que les n? élements Ty j de M, permettent de définir une base de M, .
¢ Montrer que lapplication @ de My vers M, : U — @(U) = Ty est un isomorphisme d’espaces
vectoriels .
On considere H un hyperplan vectoriel de M.
a  Soit A une matrice de My qui n’appartient pas & H, montrer que : My = H @ vect(A).
b Construire alors un élément 1 de M}, tel que H = ker(1) .

¢ Prouver 'existence d'un élément U de My, non nul, tel que H= Hy, .
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g88 ¥ S

98 ¥

&

T
Pour 1 < r < n, on note J; = Z Eii et A la matrice définie par :

i=1
00 01
10 0
A=1o0 0 : € M,
: 0 :
0o - 0 10

a  Prouver que A est inversible .

b Prouver que A appartient a 'hyperplan Hj,_ .

Conclure que chaque hyperplan H de My, posséde au moins une matrice inversible .

Partie IV

Soient p et n deux entiers non nuls et ¥ : My — My un morphisme d’algebres ie :

W e L(Mp, My) et vérifie: VA, B € My, W(AB) = W(A)¥(B)

Montrer que si A € GL,(R), alors W(A) € GLn(IR) et calculer I'inverse de W(A).
Monter que si A et B sont équivalentes dans M, alors W(A) et W(B) sont équivalentes dans M.
Soit A € My, , montrer que lapplication @ : Mpy — R, M — T,,(MA) est une forme linéaire.

Soit Papplication @ : Mp — M} A @a
a  Montrer que @ est linéaire et déterminer ker (@)

b Quedire de @ ?

Soit f € M, telle que : V M,N € My, f(MN)=f(NM) (1)

Montrer que f est proportionnelle a la trace.

Montrer que T, oW € M; et que T,oW¥ = ng

Soit P € My, telle que P? = P.
Montrer que rg(¥(P)) = g.rg(P), en déduire que p divise n.

Montrer que, pour toute matrice M € My , ona:rg(¥(M)) = grg(M)

En déduire que si p =n , Papplication ¥ est un automorphisme.

C Ala prochaine )

myismail.chez.com 62 mamouni.myismail@gmail.com



PrOblemeS Corrlges MP Mamouni My Ismail
2010-2011 MP-CPGE Rabat

Mamouni My Ismail

Devoir Surveillé N°1
Dualité-Réduction
MP-CPGE Rabat

Lundi ler Novembre
Durée : 4 heures

% Blague du jour }

e Que dit 8 en rencontrant 0 ?

Réponse : Il ne fait pas de régime lui!

e Et que dit 0 en rencontrant 8 ?

Réponse : Belle ceinture !

e Et puisqu’il est toujours question de 8, que vaut 8 divisé par 2 ?
Réponse : Verticalement, ca donne 3, horizontalement, ¢ca donne 0.

— Issai Schur (1875-1941)

Mathématicien russe, étudiant de Frobenius en Allemagne. Il travaillait surtout sur la théorie de représentation
des groupes, mais aussi sur la théorie des nombres et combinatoire.

Parmi ses étudiants, Richard Brauer, B. H. Neumann et Richard Rado. Il était aussi membre de I’Académie
Russe des Sciences.

(mof up wonyemaIRy |

Les calculatrices sont autorisées.

NB : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la rédaction.
Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

Exercice : Dualité (Transposée et lemme de Shur)

Soit f € L(E) ou E un R-espace vectoriel de dimension finie. On appelle transposée de f, 'application définie
par

f: E* — E*
@ — @of
|j> Montrer que application ': L£(E) —— L(E*) est un isomorphisme d’espace vectoriel.
f — 'f
@ a  Soit f,g € L(E), exprimer *(g o f) en fonction de g et 'f.
b Calculer tidg.
¢ En déduire que f est un automorphisme de E si et seulement si *f est un automorphisme de E*,

exprimer dans ce cas tf=1 en fonction de *f.
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Soit B une base de E, et M la matrice de f relativement & B. Exprimer la matrice de *f relativement la
base duale B* en fonction de M.

Dire comment répondre aux questions précédentes avec un argument matriciel.

Montrer que Im *f = (ker f)= et que ker 'f = (Im ).

988 §

En déduire que :

a  f est injective si et seulement si f est surjective.

b 'f est surjective si et seulement si f est injective.

g

Lemme de Schur : Tout endomorphisme en dimension finie qui laisse stable tout hyperplan est une ho-
mothétie.

a  Montrer que si f laisse stable un hyperplan H, alors 'f laisse stable laisse stable tous ses supplémentaires
Kxg ot xg € E tel que E = H & Kxp.

b Montrer que si {x, f(x)} est liée pour tout x € E, alors f est une homothétie
¢ Montrer qu'un endomorphisme qui laisse stable toutes les droites est forcément une homothétie.

d En déduire le lemme de Schur.

Probleme : Réduction, source : CCP, MP, 2008.

MATRICES DONT LES VALEURS PROPRES SONT SUR LA DIAGONALE

Les matrices diagonales et les matrices triangulaires sont des exemples triviaux de matrices ayant leurs valeurs
propres sur la diagonale. Ce probleme s’intéresse aux matrices vérifiant cette particularité.

Dans ce probleme, toutes les matrices sont & coefficients réels et n est un entier, n > 2. On dira qu’une matrice
A = (aij) de Mu(IR) est une matrice a diagonale propre si son polynéme caractéristique est scindé sur R et
si ses termes diagonaux sont ses valeurs propres avec le méme ordre de multiplicité, c’est-a-dire si le polynome

caractéristique de A est
n

xa(X) =[] (ai—X)
i=1
On pourra noter en abrégé : A est une MDP pour A est une matrice a diagonale propre. On notera £, ’ensemble
des matrices de My (IR) & diagonale propre.

2.1 EXEMPLES

Question préliminaire : Soit M € M3(R), montrer que xm(X) = —X3 + tr(M)X? — tr( Com (M))X +

det(M).
1 —1 x
[1)> Soit xunréelet M(a)= |0 2 —«
1 1 2—«

a Calculer, en donnant le détail des calculs, le polyndme caractéristique de la matrice M (). Démontrer
que, pour tout «, la matrice M (&) est une matrice a diagonale propre.

b Quelles sont les valeurs de & pour lesquelles la matrice M () est diagonalisable ?

00 —1
|j> On considere la matrice A= [ 0 0 0 |. Cette matrice antisymétrique A est-elle une matrice a diago-
10 O

nale propre ?
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3>

4>

5>

¢ 8 8

Cas n = 2. Déterminer &.

2.2 TEST DANS LE CASn=3

Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu'une matrice a diagonale propre soit inversible. Donner

un exemple de matrice a diagonale propre (non diagonale) de M3(IR), inversible et telle que AT est
également une matrice a diagonale propre. On donnera A~

Soit A = (aij) une matrice de M3(IR), démontrer que A est une matrice a diagonale propre si et
n

seulement si, elle vérifie les deux propriétés suivantes : det A = H aii et aj2az1 + ajzaz; +azzaz =0

i-1
. A
SiM = <0 C

démontrer que

> est une matrice de Mu(IR) par blocs (les matrices A et C étant des matrices carrées),
det M = (det A)(det C)

. . I B . .
(on pourra utiliser les matrices par blocs ( 5 g) et (lg I ) en donnant des précisions sur les tailles
S

des matrices qui interviennent).

Donner un exemple d’une matrice M a diagonale propre de My4(IR) (matrice 4 X 4) dans chacun des cas
suivants :

a La matrice M contient treize réels non nuls (on expliquera brievement la démarche).

A
D m- (5 ¢

terme nul (on expliquera brievement la démarche).

> ol les matrices A, B et C sont toutes des matrices de M3 (IR) ne contenant aucun

2.3 QUELQUES PROPRIETES

Si A est une matrice de My (IR) a diagonale propre, démontrer que, pour tout couple (a,b) de réels, les
matrices aA 4 bl et les matrices a'A + bl sont encore des matrices & diagonale propre.

Montrer que pour toute matrice a diagonale propre, M, il existe € > O tel que M — xI;, soit inversible et
a diagonale propre pour tout 0 < x < €.

Matrices trigonalisables
a Une matrice trigonalisable est-elle nécessairement une matrice a diagonale propre 7
b Justifier qu'une matrice a diagonale propre est trigonalisable.

¢ Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour qu'une matrice de Mn(IR) soit semblable &
une matrice a diagonale propre.

Démontrer que toute matrice de My (IR) est somme de deux matrices a diagonale propre. &n est-il un
sous-espace vectoriel de My (R) 7

myismail.chez.com 65 mamouni.myismail@gmail.com



PrOblemeS Corrlges MP Mamouni My Ismail
2010-2011 MP-CPGE Rabat

2.4 MATRICES SYMETRIQUES ET MATRICES ANTISYMETRIQUES

On notera Sy, le sous-espace vectoriel de My (R) formé des matrices symétriques et Ay le sous-espace
vectoriel de My (IR) formé des matrices antisymétriques.

Question préliminaire
Soit A = (@ajj) une matrice de My (R), déterminer tr(*AA).

g @

Matrices symétriques a diagonale propre

a  Soit A = (ajj) une matrice de Mn(IR), symétrique dont les valeurs propres sont notées Ay, ..,An.
Démontrer que

n
> -3 N

j=1 i

n
i=1

n
=1
b Déterminer ’ensemble des matrices symétriques réelles a diagonale propre.

Matrices antisymétriques a diagonale propre

Soit A une matrice antisymétrique de My (IR) & diagonale propre.
a  Démontrer que A™ = 0 et calculer (*AA)™.

b Justifier que la matrice *AA est diagonalisable puis que *AA = 0.

¢ Conclure que A est la matrice nulle.

2.5 SOUS-ESPACE VECTORIEL MAXIMAL DANS &,

Question préliminaire

Indiquer la dimension de Ay (on ne demande aucune démonstration, la réponse suffit).

¥ §

Soit F un sous-espace vectoriel de Mu(IR) tel que 'on ait F C &,. Démontrer que

nn—+1)
2

pour cela on pourra utiliser dim(F 4 Ay ). Quelle est la dimension maximale d’un sous-espace vectoriel F

de My (R) vérifiant F C &, 7

dimF <

@ Déterminer un sous-espace vectoriel F de My (IR) vérifiant F C £,, de dimension maximale, mais tel que
F ne soit pas constitué uniquement de matrices triangulaires.

C Bonne Chance )
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Corrigé Devoir Surveillé N°1

Dualité-Réduction

MP-CPGE Rabat

Lundi 1er Novembre
Durée : 4 heures

,{ Blague du jour |

® Savez-vous pourquoi, a CUBA, il n’y a pas d’églises 7

C’est parce que les ”fideles cassent trop”.

e Docteur, j’ai des trous de mémoire, que dois-je faire 7

- Me payer d’avance, madame !

e Un professeur de médecine a ses étudiants : Qui provoque le stress et la colere ?
- Votre cours, monsieur ; lui répondent.

— Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917)

Mathématicien allemand, On lui doit I'introduction des caracteres d’'un groupe non commutatif. Il travaille
aussi en algebre linéaire et donne la premieére démonstration générale du théoreme de Cayley-Hamilton. Il émet
I’hypothese, démontrée plus tard, que les polynomes minimaux et caractéristiques d’'un endomorphisme ont
les mémes racines. Il démontre le théoreme qui porte son nom : les seules algebres associatives de dimension
finie et sans diviseur de zéro sur le corps des nombres réels, sont le corps des nombres réels, le corps des
nombres complexes et le corps des quaternions.

mol np uadIRWOYIRIN

Corrigé Exercice : Pr Mamouni My Ismail

>

3>

Linéarité (évidente).

Injection : Soit f € L(E) tel que *f = 0, donc Vx € E, on a @(f(x)) = 0, Ve € E*, dou f(x) €
(E)L =o0.

Bijection : *: L(E) — L(E*) est linéaire injectif en dimension finie, avec dim £(E) = dim £(E*) = n?,
donc isomorphisme.

4 Soit @ €E*, (gof)(@)=pogof="'f(pog)="('g(e)), donc'(gof)='fo'g.

b tidF_ = id]:_* .

¢ Sif est un automorphisme de E, donc idg« = tidg = *fo 1 =tfo tf_1, d’ott tf est un automorphisme
de E*, (*p) 1 =t

. . —1 .
Inversement, supposons que 'f est automorphisme. Soit g € L(E) tel que ' ='g, on idg+ = "fo'tg =
tgof, d'ott g of=idg, de méme fo g = idg, ainsi f est isomorphisme.

Soit B = (eq,...,en) une base de E, et M = (ay;) la matrice de f relatlvement a B et soit N = (bu)

matrice de 'f relativement la base duale B* = (ef,...,e}). On a f(ej) Z aje; et ‘(e Z bijef,
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§ 8

9

T T
donc tf(e;")(ek) . Zbij e{*(ek) . bkj; or tf(e]f*)(ek) = e)f“ o f(ek) = Z aike;*(ei) . ajk. Conclusion :
i=1 i=1

N =M.

Les questions précédentes découlent des relations matricielles suivantes : *(AB) = 'B*A ', = I, et A

inversible si et seulement si A inversible et dans ce cas (tA)™1 =tA™",

Soit P € Im 'f, donc I € E* tel quep = @ of, Vx € kerf, on a P(x) = @ o f(x) = 0, donc
VP € (ker f)J‘7 d’ott Im *f C (ker f)J‘7 or les deux sous-espaces sont de méme dimension, d’ou 1’égalité.
Par un raisonnement similaire (& rédiger correctement), on montre que ker 'f = (Im L.

En déduire que :

a  f est injective si et seulement si ker f = (Im f)J‘ = 0 si et seulement si Im f = E si et seulement sif
est surjective.

b 'f est surjective si et seulement si f est injective (raisonnement pareil).

a  Sif laisse stable un hyperplan H, alors pour tout xg € E tel que E = H @ Kxp, soit x =x1 +Axg € E,
on aon a fF(x3)(x) =x§ of(x) =x5(f(x1)) + A=A =x5(x), car f(x1) € H (f laisse stable H). Ainsi
Y (x§) = x§, d’ott 'f laisse stable Kx3.

b Résultat classique : On a pour tout x € E, IA, € K tel que f(x) = Axx, on se propose de montrer
que Ax =AYy = A, Vx,y € E\{0}, ainsi f(x) = Ax.

-ler cas, {x,y} liée : y = ax, donc f(y) = af(x), cad Ayy = aAxx = Ay, d’olt Ax = Ay.
-2eme cas, {x, Yy} libre : dans ce cas f(x +y) = f(x) +f(y) = My (x +Y) = Ax +Ayy, donc (Axyy —
Ax)X + (Axty —Ay)y =0, or la famille {x, y} est libre d’ott Ax = Ay = Axpy.

¢ Soit f un endomorphisme qui laisse stable toutes les droites, donc pour tout x € E, on aura f(x) € Kx

(car x € Kx), d’ou {x, f(x)} liée, donc f est une homothétie.

d  Soit f endomorphisme en dimension finie qui laisse stable tout hyperplan de E. Soit IR une droite

de E*, soit x € E tel que @ =x*, donc E = ker @ @ Rx. Ainsi f laisse stable H et 'f laisse stable la droite
Rx* = R, d’ott *f = Aidg« = *(Aidg, d’ou f = Aidg.

Corrigé Probleme : Pr Bruno Baudin

2.1 EXEMPLES

Question préliminaire : Les coefficients respectifs de X3, X2 et constant dans Xm sont des résultats du cours,

ann—X  an as
pour le coefficient de X? dans xm(X) = az ayp —X azs . On trouve que le coefficient de X?
asi azx azx—X
a a a a a a
est - 22 23 11 13 11 12 = tr( Com (A))
az2 ass asz; ass az; azz

1>

a Le polynéme caractéristique de M () est
P (X) = =X + tr(M(a))X? — tr( Com (M(a)))X + det(M())
= X34+ 5—a)X>*—(8—3x)X+ (4—2«x)
=(1-X)2-=X)((2—a) = X).
Les racines de Ppy(«) sont bien les éléments diagonaux de M(a).

‘ Pour tout , la matrice M (&) est une matrice a diagonale propre. |
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b Sia=0e o1 alors les valeurs propres de M(«) sont deux a deux distinctes, M () est
diagonalisable.
Si & =0 les valeurs propres sont 1 de multiplicité 1 et 2 de multiplicité 2.
-1 —1 0
rg(M(0) —2I3) =g 0 0 O | =1,ladimension de E; est donc 2 et M(0) est diagonalisable.
1 1 0
Si =1 les valeurs propres sont 1 de multiplicité 2 et 2 de multiplicité 1.
0 —1 1
rg(M(1)—I3)=rg[ O 1 —1 | =2, ladimensionde Ej est donc 1 et M(0) n’est pas diagonalisable.
0 1 1

| M (&) est diagonalisable si et seulement si & 1. |

[2) PA(X)=—X3+tr(A)X2 —tr( Com (A))X + det(A) = —X3 — X.
Pa n’est pas scindé sur R donc

‘ la matrice A n’est pas a diagonale propre. ‘

. ab
@ 801tA=< c d )
PA(X)=X*—(a+d)X+ (ad —bec).
Soit Q(X) = (X—a)(X—d)=X*>—(a+d)X + ad.
la matrice A est a diagonale propre si et seulement si Pa = Q, c’est a dire si et seulement si be = 0.

‘ &) est donc 'ensemble des matrices triangulaires. |

2.2 TEST DANS LE CASn =3

@ Pour une matrice a diagonale propre, le déterminant est égal au produit des éléments diagonaux.

Une matrice a diagonale propre est inversible si et seulement si ses éléments diagonaux
sont tous non nuls

Il suffit de prendre une matrice triangulaire, non diagonale et inversible :

110 1 -1 0
A=l010],A =0 1 0
001 0 0 1

@ Soit A = (ajj) une matrice de M3(IR). A est une matrice a diagonale propre si et seulement si son
polynone caractéristique est égal a (a7 — X) (azz — X) (azz — X)
En développant ces deux polynomes et en identifiant leurs coefficients on trouve que

A est une matrice a diagonale propre si et seulement si
3

det A = H aii et ajpaz; + ajzaz; + azzaz; =0
i=1

@ a  Si(det A =ajrazazz) et (ajzaz + aj3az; + azzazz =0)
alors la matrice est MDP
sinon la matrice n’est pas MDP.

b

Les matrices a diagonale propre sont Ay, A3, Agq, As, Ag et Ag

| a12021 = a13a31 = 4303, =0 |

myismail.chez.com 69 mamouni.myismail@gmail.com



7>

PrOblemGS Corrlges MP Mamouni My Ismail
2010-2011 MP-CPGE Rabat

2.3 EXEMPLES DE MATRICES PAR BLOCS

) A B
801tM=<0 C

Al AB) (I 0 A B
Sloc/)loc/) VLo 1)

En développant r fois par rapport a la premiere colonne, on montre que

det< I 0 > =det C

). On note r et s les dimensions des matrices A et C.

0 C

En développant s fois par rapport a la derniere ligne, on montre que

A B
det< 0 IS>=detA.

‘ On a donc bien det M = det A det C. |

a SiM-= g ]é ) est une matrice par blocs de M (IR), et si les matrices A et C sont des matrices
carrées d’ordre 1T et s a diagonale propre, alors M est une matrice a diagonale propre.
En effet, d’apres la question précédente,
A —XI; B
Pm(X) =det 0 C_XI =det(A — XI;) det(C — XIs) = PA(X)Pc(X)
- S

Les matrices A et C étant a diagonale propre, les valeurs propres de M sont ses éléments diagonaux.
On prend alors A = (1) (matrice a diagonale propre car triangulaire), B = (111) et C = A5 (définie a la
question 6, matrice a diagonale propre dont tous les termes sont non nuls)

1T 1 11

) O 1 11

On obtient M = 0 -1 1 1
0 —2 3 6

‘ M est a diagonale propre et contient bien treize réels non nuls ‘

b Soit M = < }0\ 1(3: > une matrice par blocs de My4(IR) ou les matrices A, B et C sont des matrices

de M3 (IR) qui ne contiennent aucun terme nul.
De méme qu’en a), Ppm(X) = Pa(X)Pc(X).

ab e f
Posons/\=<C d)etC=<g h)'

Si a ou d est valeur propre de A, alors P est scindé et trA = a + d, les valeurs propres de A sont alors
a et d, la matrice A est alors a diagonale propre et d’apres la question 3. c’est une matrice triangulaire
ce qui est impossible car la matrice A ne contient aucun terme nul.

Donc, les valeurs propres de A sont e et h et les valeurs propres de C sont a et d.

On en déduit PA(X) = (X —e)(X —h) et Pe(X) = (X —a)(X—d).

a+d=e+h
En développant ces polynomes et en identifiant leurs coefficients, on obtient les relations : ¢ ad —bc = eh
eh—gf=ad

11 suffit de trouver des réels a, b, ¢, d, e, f, g et h tous non nuls vérifiant ces équations et de prendre
une matrice B quelconque ne contenant aucun terme nul.

1 2 11 3 2
Par exemple .A=<2 ]),B=<1 1)etC=<_z _]>

1T 2 1 1

) 21 1 1

On obtient : M = 00 3 P
00 —2 —1
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2.4 QUELQUES PROPRIETES

On note A = (ayj) € Mn(R).

Les valeurs propres de A sont aiq, a2 ... Qnn.

Les valeurs propres de aA + bl sont a.a;; +b, a.a+b ... a.ann +b.
Ce sont les termes diagonaux de aA + bly,

| aA + bl est donc une matrice a diagonale propre. |

Les termes diagonaux et les valeurs propres d'une matrice et de sa transposée sont les mémes, et *(aA +

‘ a'A + bl est donc une matrice & diagonale propre.

Soit A € &n.

]
Pour p € N*, on pose Up = A — Bln.

D’apres la question précédente, Up est une matrice a diagonale propre.

1 1
D’autre part, det U = Po (=) est nul si et seulement si — est valeur propre de A. Uy est donc inversible

sauf pour un nombre fini de valeurs de p.

a est une matrice réelle symétrique donc elle est diagonalisable et aussi trigonalisable, mais

10
d’apres la question 3., elle n’est pas a diagonale propre.

| Une matrice trigonalisable n’est pas nécessairement a diagonale propre. |

b Par définition, le polynéme caractéristique d’une matrice a diagonale propre est scindé, une telle

matrice est donc trigonalisable.

| Une matrice a diagonale propre est trigonalisable |

¢ Soit A € Myu(R)
Si A est semblable & une matrice B a diagonale propre, alors P4 = Pg et Pg est scindé, donc Pa est
scindé.
Si Pa est scindé, alors A est semblable a une matrice triangulaire supérieure, or toute matrice triangulaire
est a diagonale propre donc A est semblable a une matrice a diagonale propre.

‘ A est semblable a une matrice a diagonale propre si et seulement si Pa est scindé. |

Soit A = (aij) € Mu(R).
Comme toute matrice triangulaire est a diagonale propre, il suffit d’écrire A comme une somme de deux
matrices triangulaires :

a1 -+ -+ Qn 0 e e 0
S R )
O -+ 0 amm Ant1 *** Ann—1 0

Pour tout n > 2 il existe une matrice de My (IR) qui n’est pas & diagonale propre, par exemple la matrice

parblocsM=<g 8>avecA=<$ 2))

Cette matrice s’écrit comme somme de deux matrices a diagonale propre, donc

| &n n'est pas un sous-espace vectoriel de My (IR). ‘
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2.5 MATRICES SYMETRIQUES ET MATRICES ANTISYMETRIQUES

\SN

13> u(‘AA) Yy @

i=1 j=1

a A est une matrice réelle et symétrique donc il existe une matrice orthogonale P et une matrice

diagonale D telles que A = PD'P.
tr(*AA) = tr(PD'PPD'P)
=tr(PDD'P) (car 'PP =1,,.)

= tr(D?) (car PDZ'P semblable i D? et deux matrices semblables ont la méme trace.)
n n

Or tr(*AA) = Z Z aj et tr (D?) = Z AZ donc

i=1 j=1

n

iZaJ iklz

i=1 j=1 i1

b Side plus A est une matrice a diagonale propre, alors les valeurs propres de A sont aq1, 22 ... Qnn-

n n n n n
Donc Z Z aizj = Z aZ et Z Z aizj =0, la matrice A est une matrice diagonale.
i=1 j=1 i=1 i=1 j=1

A
Réciproquement, toute matrice diagonale est a diagonale propre.

| Les matrices symétriques réelles a diagonale propre sont donc les matrices diagonales. |

@ a A est antisymétrique, donc tous ses éléments diagonaux sont nuls et comme elle est a diagonale

propre, son polynome caractéristique est scindé et toutes ses valeurs propres sont nulles. On a donc
PA(X) = (—1)"X™ et par le théoréme de Cayley-Hamilton

AT = 0.
(*AA)Y = (—AA)" = (—1)"A?" = 0.
(FAA)™ = 0.

b YAA est une matrice réelle symétrique donc elle est diagonalisable.

(*AA)™ = 0 donc toutes les valeurs propres de *AA sont nulles.
On en déduit

AA =0.

n n
¢ De ce qui précede, on déduit que tr(*tAA) = 0 donc Z Z aizj =0.
io1 j=1

‘ A est donc la matrice nulle. |
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2.6 DIMENSION MAXIMALE D’UN ESPACE VECTORIEL INCLUS DANS

dlm .A.n = @

Soit F un sous-espace vectoriel de Mn(R) tel que l'on ait F C &y.

De la question 15., on déduit FN Ay ={0}.
Donc dim F 4 dim Ay = dim(F 4+ Ap) < dim My (R) =n?

On en déduit dimF gnl_dimAnznz_“(n—H _n(n+1)

2 2
nmn+1
dimF < M)
- 2
: : : - : . nn+1) .
Le sous-espace des matrices triangulaires supérieures est de dimension — et il est inclus dans &y.

nn—+1)

La dimension maximale d’un sous-espace vectoriel F de My (IR) vérifiant F C &, est donc

On prend pour F 'ensemble des matrices M de la forme M = < A B ) avec

0 C
A€ Mi(R),Be Mjn1(R)et CE M;_1(R) triangulaire inférieure.
My My2 +++ +-+ Miyn
0 mpo 0 s 0
M = ©omgy mgzz '
: : 0
0 My +++ -+ Tmn

. . . . + .
L’ensemble de ces matrices est un sous-espace vectoriel de Mpu(IR) de dimension % qui n’est pas
constitué uniquement de matrices triangulaires.

Les matrices A et C sont a diagonale propre et d’apres ce que 1'on a vu dans la question 8., on en déduit

que M est a diagonale propre et que donc F C &, .

On a déterminé un sous-espace vectoriel F de My (IR) vérifiant F C &, de dimension maximale
mais tel que F ne soit pas constitué uniquement de matrices triangulaires.

( Ala prochaine )
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ESp&CeS VeCtOrlels normes

MP-CPGE Rabat

Extrait du CNC 2001, MP.

% Blague du jour }

e Un petit garcon rentre de I’école avec son bulletin de notes et va voir son pere :

- Papa c’est vrai que tes lunettes grossisse tout 7 lui demande-t-il.

- Bien-sur pourquoi ?

- Alors mets les avant de regarder mon bulletin de notes!

e C’est I'histoire de deux fous qui marchent dans la rue, un des deux prend une saleté
dans sa main et dit a son ami : En plus que fou tu es aveugle, regarde sur quoi on allait
marcher !

— Ernesto Cesaro (1859-1906)

Mathématicien italien, connu pour ses contributions a la géométrie différentielle et a la théorie des séries
infinies. Il propose une définition possible d’une suite divergente, connue aujourd’hui comme ”Somme de
Cesaro”, donne par la limite de la moyenne des sommes des termes partiels de la succession. En théorie
des nombres, il est I'origine du résultat suivant : Soit p et ¢ deux nombres entiers choisis aléatoirement. La
probabilité pour qu’ils soient premiers entre eux est gale 0,6.

Il fut professeur universitaire jusqu’a sa mort survenue alors qu’il tenta de sauver son plus jeune fils Manlio
qui était en train de se noyer.

< amol np wopnrmyIepy P

Dans toute la suite Mp(K) est muni de la norme ||.|| : A = (ai;) — ||A]| = Z IaLjIZ : G(K)
1<,jsn
désigne GLn(C) si K =C et GL{ (R) si K =R. On se propose de montrer la connexité par arcs de 'ensemble

C(IK) ={A € Mn(]K), deg(TCA) =Nn— 1}

On admet le résultat suivant : Soit A € My (K), 7tA son polynéme minimal. degta = n—1 si et seulement si existe
n—2

une matrice P dans GL, (K) et ag,..., an_2, &, éléments de K, avec o1 = Z akock tels que P~ TAP soit
k=0

de la forme

0 0 0 a O
1 0 0 a O
M= |© (1)
: . 1 0 an—3 0
O+« 0 1T ap 2 O

o 0 -0 0 «

Lorsque KK = R on peut choisir P dans GL;7 (R) ={M € GLn(RR),det M > 0}.
|j> Montrer que l'application det : Mnu(K) — K, A — det(A) est continue et que G(K) est un ouvert.
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3

e8 8 88
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11>

Montrer que si A et B sont des éléments de My (K), alors ||AB]|| < ||A]|||B]|.

Soit (A, H) € GLn(K) X Mn(K) avec ||H|| < |A7"||~". Montrer que A + H est une matrice inversible

et exprimer (A + H)_1 — A~ comme limite d’une suite convergente.
(On pourra écrire A+H=A(I, +A"H )

En déduire que application Z : G(K) — Mn(K), A — A" est continue.

Soient A et B deux éléments de GLn(C). Montrer que T(x) = det(xB + (1 —x)A), x € C, est un
polynome en X, coefficients complexes, et que T n’est pas le polynéme nul.

Soient z1,...,zp les racines de T et soit > 0,
t(1 4+ 2ir) si

0
soit ¢ :[0,1] = M (C), d(t) =v(t)B+ (1 —v(t))A avec y(t) = 1

Montrer que ¢ est continue et calculer ¢ (0) et ¢ (1).

Montrer que I'on peut choisir r tel que ¢ soit valeurs dans GLn(C) et conclure.
(SiI={ie{1,...,p}Im z; > 0} n’est pas vide, choisir r < min{Im z;,i € I} .)

On admet que GLTf (R) est connexe par arcs. J étant la matrice de la forme (1), montrer que I'ensemble

{PJP~1,P € G(K)} est connexe par arcs.

Soit M une matrice de la forme (1) ou ag,...,an—2 et « sont des éléments de K tels que ol =
n—2
Z akock. En remplacant dans M les éléments ag,..., ay_» respectivement par tay,...,tan_2, & par
k=0
n—2
ta et ag par €(t) + ag, ou £(t) = (to)™ 1 — Z tay (ta)* — ag, montrer que I'on obtient une matrice
k=1

M(t) € C(K) et que lapplication P : [0,1] — Mu(K),t — M(t) est continue ; calculer P (0) et
P(1).

Déduire de ce qui précede que C(K) est connexe par arcs.

( Ala prochaine )
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,{ Blague du jour }

e Quel sont les deux animaux les plus intelligents ? - Le Cerf et le Veau (cerveau)
e C’est un chien qui rencontre un crocodile :

- Le crocodile dit au chien : Salut, sac a puces !

- Et le chien lui répond : Salut, sac & main !

John Wallis (1616-1703)

Mathématicien anglais. Ses travaux sont précurseurs de ceux de Newton. Il est également précurseur de la
phonétique, de 1’éducation des sourds et de 'orthophonie. Il a été I'un des fondateurs de la Royal Society. Ses
travaux concernent principalement le calcul différentiel et intégral. On lui doit le symbole de I'infini co.

[mo[’ np uapu@mgqm]@

|j> On sait que le déterminant est une forme n-linéaire donc continue.

—1 —1
D’autre part G(C) = det(C*) et G(R) = det(]0, +o0[) sont ouverts car C* et ]0, +oo[ sont ouverts et
det continue.

@ Posons A = (aij)1<ij<n, B = (bijli<ij<n et AB = (¢ij)1<ij<n, avec ¢ij = Zai,kbk,j7 d’aprés

k=1
I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a : c (Z aj k) (Z bi,)’) , donc
n n n n n n n n
B T <33 (3 e (Sug) - (2T ab) (X2 vk | - aee
1<i,j<n i=1 j=1 \k=1 k=1 i j

@ Montrons d’abord ce résultat, si E est muni d’une norme d’algebre |||| et si x € E tel que ||x]|| < T,

“+o00 n

alors (1 —x) inversible d’inverse Zx En effet, on sait que (1 —x Zxk =1 —x"T et ||x"] <
k=0 k=0
+o00 n
[|Ix|[™+! Rl 0 car ||x|| < 1, donc (1 —x) %xk =1, ou %xk = nEIEOO koxk. Revenons & notre

probléme maintenant, donc

—+o00
IH|| < JAT™" = JATH| < JAT[LH]| <1 = In 4+ A" H inversible, d’inverse » (—A~TH)¥

k=0
“+o00o
Donc A+H = A(Iy +A""H) est aussi inversible, d’inverse (In+ A" TH) TA™! = Z(—A_1 H)*A~T =
k=0
“+o00o
A4+ Z ATTH*ATT dot (A+H) ' —ATT =} (—ATTH)*AT!
k=1
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@

Il suffit de montrer que ]}limO(A +H)~' = A~ En effet, dans ce cas on peut supposer ||H|| < [[A7T||~!
—

et donc 3r< 0 tel que [|[A"TH|| <r< 1, donc

—+o00
IA+H)T=A7"| = Z ATTHRAT < JATTH)FATT Y JJATTH|
k=0
H||.||A7]?
< 1 k ||
IHILIAT)? Z - 0

n
Posons A = (aLj)]Si,an,B = (bi,jhﬁi,jfnﬂ donc T(X) = det(xB + (1 —X)A) = Z H(xbi70‘(i) +
0ES, i=1
(1 —x)a; g(i)) est un polynome en x de degré inférieur a n non nul, car T(1) =det B /0.

2i
lim y(t) = lim y(t) = 1+ 2ir =Yy 1 , donc 7y est continue et par suite ¢ aussi, or y(0) = 0 et
to1" t—3 2 2
2 2
vY(1) =1, donc ¢(0) =A et p(71) =B.
P
On a det p(t) = T(y(t)) et T(x Hx—zh done det ¢ (t) = [ [v(t) — z,
i=1 i=1
or Im(y(t) —zi) =2tr—Imz; sio<t< % Supposons Im(y(t) —zi) =0.

=2r(1—t)—Imz; si0<t<1
1
—lércas: 0<t< = 3 dans ce cas Imz; = 2tr < r, absurde.
1
— 2eme cas : 5 <t <1, dans ce cas Imz; =2(1 — t)r < r, absurde.
Ainsi t — @ (t) est un chemin inclu dans GLy, (C), joignant A et B, donc GLy (C) est connexe par arcs.

Découle du fait que les applications P — PJ, P +— P~ sont continues donc leur produit aussi, et du fait
que 'image d’un connexe par arcs par une application continue est connexe par arcs.

0O 0 ... 0 tay O
1 0 ... 0 tag O
On a: M(t) = 0 ’ S ’ " |, avec ta = ta, tax = ta, Vk > 1, tag = ta™ ! —
.1 0 tap3 O
0O ... 01 tap 2 O
0O 0 ... 0 0 ta
n—2 n—2

Z tapta, ta™ ! = Z tapta® Ainsi M(t) remplit les conditions des matrices de la forme (1), donc

k=1 k=0
M(t) € C(K). D’autre part les coéfficients de M (t) sont des fonctions polynomiales en t, donc P : t —

M(t) est continue, c’est donc un chemin inclus dans C(IK), joignant J =19 (0) et M =1 (1).

D’aprés la question précedente toute matrice peut étre jointe a J par un chemin continue inclus dans C (K),

si on prend deux matrices quelconques M et N dans C(IK), on joigne M & J, puis J & N, donc M a N,
d’out C(K) est connexe par arcs.

Ala prochaine
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Mamouni My Ismail

Devoir Surveillé N°2

Espaces vectoriels normés
MP-CPGE Rabat

Samedi 13 Novembre 2010
Durée : 4 heures
Extrait du CCP 2007, MP.

,{ Blague du jour }

C’est deux chiens qui discutent :

- C’est quoi ton nom... 7

- C’est ché

- Ché? C’est plutot bizarre comme nom !!

- Ben pourtant, mon maitre qui m’adore beaucoup me dit tout le temps ” Va, cher Ché!”.
I

~ Euclide ( vers -325, vers -265)

Mathématicien de la Grece antique ayant probablement vécu en Afrique (Alexandrie, Egypte) auteur des
ouvrages Eléments (13 livres), qui sont considérés comme l'un des textes fondateurs des mathématiques
modernes. Les Eléments constituent le plus ancien exemple d’ouvrage traitant de mathématiques axiomatisées,
et la premiere oeuvre rédigée dans un souci de rigueur scientifique et logique. Cela lui confére une place a part
dans la littérature scientifique et explique sa notoriété mondiale.

[mo[’ np uapmmugqm]@

Les calculatrices sont autorisées.

% sk %k

NB : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la
rédaction.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa
copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

% ok %k

Groupes d’isométries sur R"
Notations

Dans ce sujet, n est un entier naturel supérieur ou égal a 2 et on note :
e EPespace vectoriel R” et B=(g,,...,e,) sa base canonique

e <> le produit scalaire canonique sur E: si x=(x,..,x,) et y=(y,..,»,) sont deux

n
vecteurs de E, ona <x,y>='XY = Zx,. ¥, ou X et Y sont les matrices colonnes des vecteurs x et
i=1

y dans la base B (B est donc une base orthonormale pour <-,->)
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e L(F) la R-algebre des endomorphismes de £

. (GL(E),o) le groupe des automorphismes de £

e M, (R) le R-espace vectoriel des matrices a n lignes et une colonne
e M,(R) la R-algébre des matrices carrées réelles de taille n

e GL,(R) le groupe des matrices inversibles de M, (R)

e pour une matrice 4 de M, (R), ‘A est sa matrice transposée

n

‘4A=1, ou I, estla matrice unité de M, (R)
e S (R) l’ensemble des matrices symétriques définies positives de M, (R), c’est-a-dire des

e O,(R) le groupe des matrices orthogonales, ¢’est-a-dire des matrices 4 de M, (R) vérifiant

matrices 4 de S, (R) vérifiant : pour toute matrice X € M, (R) non nulle, 'XAX >0.

Si x,x,,....,x, sont des réels, on note diag(x,,x,,...,x,) la matrice diagonale de M, (R) qui admet

pour coefficients diagonaux les réels x,,x,,...,x, dans cet ordre.
Si p est un réel supérieur ou égal a 1, on note || . ||p la norme p sur E :

d, = [imrj’lﬁ

si x=(xl,...,xn)eE,

i=1

On note |-||, la norme infinie sur £ : si x=(x,,...,x,) € E,

x|| = max x,.| .
o0

1<i<n

Une norme N sur E est dite euclidienne s’il existe un produit scalaire ¢ sur E tel que pour tout

xeE, N(x)=+o(x,x).

Objectifs

Si N est une norme sur £, on dit qu’un endomorphisme u € £(E) est une N-isométrie si pour tout
xekE, N(u(x)) = N(x).

On note Isom(N) I’ensemble des N-isométries.

L’objectif du probleme est de déterminer le nombre d’¢éléments de Isom(/N) dans le cas des normes
euclidiennes puis des normes p.

I. Description des normes euclidiennes
1. Identité du parallélogramme

a. Montrer que si N est une norme euclidienne alors elle vérifie I’identité du parallélogramme,
c’est-a-dire pour tous vecteurs x et y de £, on a

(NGe+ ) +(NCe=p)) =2 (V@) + (N0 |-
En déduire que la norme || . ||Oo n’est pas euclidienne.
b. Justifier que la norme || . ||2 est euclidienne puis montrer que pour p # 2, la norme || . ||p n’est

pas euclidienne.
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II.

Soit S8, (R).
X N
Si x=(x,...,x,) et y=(»,....»,) sont deux vecteurs de £, onnote X =| i |et Y =| i |les

xl‘l yl’l
matrices colonnes associées. Montrer que si I’on pose < x,y >,='XSY, alors <-,->; définit un
produit scalaire sur E.

Soit @ un produit scalaire sur E et S la matrice de coefficients ((o(e,.,ej)). Justifier que pour
tous vecteurs x ety de £ @(x,y)="XSY etque Se€S,"(R).
On a donc montré que ¢ = <-,->¢.

Toute norme euclidienne peut donc s’écrire sous la forme N : x> +/'XSX avec SeS, (R)
ou X désigne la matrice colonne associée a x.

Quelques généralités et exemples

Soit N une norme sur E.

Montrer que (Isom(N ), o) est un sous-groupe de GL(E).

Une caractérisation géométrique des N-isométries
On note Y(N) ={x e E, N(x)=1}, la sphére unité pour N.

Soit u € £(E) . Montrer que u est une N-isométrie si et seulement si u (Z(N )) =2(N).

Le groupe des N-isométries est donc I’ensemble des endomorphismes laissant stable la N-
sphére unité.

Dans cette question uniquement 7 =2 et donc E =R’.
On note s la symétrie orthogonale par rapport a la droite D= Vect{e —e,} ou (e,e,) est la

. : : T
base canonique de R* et r la rotation vectorielle d’angle 3

Les endomorphismes s et 7 sont-ils des || . || | -isométries ?

Dans cette question uniquement 7 =3 et donc E=R".
Si (x,y,z)eR’, on pose ¢q(x,y,z)=3x>+2y"+3z"—2xz, ce qui définit une forme
quadratique gq.

X

a. On note X =|y|, déterminer une matrice symétrique SeM,(R), telle que
z

q(x,y,z)="XSX .

b. Déterminer une matrice P e O,(R) et une matrice diagonale D e M,(R) telles que
S=PD'P.

c. Justifier alors que I’application N, : (x,y,z) > /q(x,y,z) est une norme euclidienne sur
R®.

d. Donner l'allure géométrique de 2. N, , la sphere unité pour la norme N,

et en donner une équation simple dans une nouvelle base.
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e. Justifier que Z(Nq) admet un axe de symétrie, préciser un vecteur qui dirige cet axe

f.

Déduire de la question 5, par une considération géométrique, que Isom(N q) a une infinité

d’éléments.

I11. Etude de Isom(/V) lorsque N est une norme euclidienne

10.

11.
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Si ue L(E), onnote [u], lamatrice de u dans la base 5.
Si N est une norme, on note ISOM(N) = {[M]B ,UE Isom(N)} . L’ensemble ISOM(N) est par

construction un groupe isomorphe a Isom(N ) , c’est « sa version matricielle ».

Caractérisation matricielle des isométries euclidiennes

a. Soit Se€S,”(R), N, la norme euclidienne associée et <-,->¢ le produit scalaire associé.
Soit u e £L(E).
Montrer que u est une N -isométrie si et seulement si pour tous vecteurs x et y de £, on a
<u(x),u(y) >g=<x,y>.

b. En déduire que u est une Ng-isométrie si et seulement si sa matrice 4 dans B vérifie

"ASA=S.

Reconnaitre alors ISOM(”-”Z). Que peut-on dire du nombre d’¢léments de ISOM(||-||2) ?
Justifier votre réponse.

Une application des polynémes interpolateurs

R,[X] désigne le R -espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou
égal ar.

On se donne r+1 réels x, <x, <...<x, .

On considére 1’application linéaire u de R [X] vers R™* définie par

P (P(xo),P(xl),...,P(xr)).

a. Déterminer le noyau de u . En déduire que pour tous réels y,,»,,...,,, 1l existe un unique
polyndme L de R [X] tel que pour tout ie{0,...r}, L(x,)=y, (un tel polynome est
appelé polynome interpolateur).

b. Application : soit » un entier naturel non nul et u,,...,u, des réels strictement positifs, on
pose U =diag(u,,...,u,) et V =diag(\/a ,...,\/Z ). Montrer qu’il existe un polynéome L, a
coefficients réels, tel que V' = L(U).

Racine carrée dans S,""(R)

a. Soit S e S, (R). Déterminer une matrice A4S, (R) telle que 4 =S. On dit que 4 est
une racine carrée de S.

b. Soit Be S, (R) une autre racine carrée de S. Montrer qu’il existe un polyndme Q, a
coefficients réels, tel que 4 =Q(B). En déduire que 4 et B commutent.

¢. Montrer que la somme de deux matrices symétriques définies positives est une matrice
inversible.

d. Déduire des questions précédentes que 4 =B (on pourra calculer (A4+ B)(A-B)).

Désormais, on note +/S 1’unique racine carrée dans S,”" (R) de S.
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12. Etude du groupe d’isométrie pour une norme euclidienne
Soit N une norme euclidienne. 11 existe donc une matrice Se S, (R) telle que pour tout

xeE, N(x)=Ng(x)=+'XSX ou X est le vecteur colonne associée a x.
a. Montrer que si M € O,(R), la matrice (\/g)"lM\/E appartient a ISOM(NS) .

1
b. Montrer que I’application y de O,(R) dans ISOM(N;) définie par M H(\/E ) MAS

est une bijection.
Le groupe d’isométrie d’une norme euclidienne est-il fini?

IV.Etude du cardinal de Isom(p)

Dans cette partie p est un réel strictement supérieur a 1, on appelle exposant conjugué de p

: , 1 1
I’unique réel g tel que —+—=1.
q
Pour alléger I’écriture, une p-isométrie désigne une isométrie pour la norme || . ||p et on note

Isom(p) le groupe des p-isométries.
Si ue £L(E), u* désigne I’adjoint de u pour <-,->. On rappelle que u*e £(E), est
caractérisé par I’égalité suivante : pour tout (x,y) e E*, <u(x),y >=<x,u*(y)>.

13. Endomorphismes de permutation signée
P désigne le groupe des permutations de I’ensemble {1, 2,...,n} .

Soit o e P, et £=(¢,....&,)€{-1+1}". On note u,, I’endomorphisme de E qui vérifie pour
tout i €{1,2,...,n}, u, (&) =&e,,.

a. Montrer que u, , est une p-isometrie.

. 1 2 3 4
b. Ecrire la matrice de u,, dans la base canonique dans le cas ou n=4, o = (3 4 1 2] et

e=(1,1,-1,1).

14. Inégalité de Holdér

. " 1 1 e
a. Montrer que pour tous réels a et b positifs ou nuls, on a ab <—a” +—»b?. On pourra utiliser
P q

la fonction logarithme népérien.
b. En déduire que pour tous vecteurs x et y de £, on a |< X,y >| < ||x||p || y||q . Ce résultat s’appelle

I’inégalité de Holdér (on pourra d’abord démontrer I’inégalité lorsque ||x||p = || y||q =1).

¢. Que devient I’'inégalitési p=2 ?

Dans toute la suite, u désigne une p-isométrie. On note (aij) les coefficients de la matrice 4 = [u] 5"

15. Montrer que pour tout j € {1,2,...,n}, Zn:‘al.j‘p =1. En déduire la valeur de Zn:i‘a[j‘p )
i=1

j=1 i=l
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16. Une formule clé de dualité
Soit xe £. Onnote X, :{zeE,

A, =1}

a. Justifier ’existence du réel max |< X,y >| .
yeXy
b. Justifier que r)}’;%z(|< X,y >| < ||x||p .

Soit i e€{1,2,..,n} ;si x, #0, on pose y, = ¢ |x,.|pf1 ||x||p17p ol &, désigne le signe de x, et si

x, =0, on pose y, =0.On définit ainsi un vecteur y = (yl,...,yn )

Montrer que |< X,y >| = ||x|| puis montrer 1’égalité suivante : ||x| = max |< X,y >| .
p P yex,

17. En déduire que si u est une p-isométrie, u* est une g-isométrie. Donner alors, en justifiant, la

valeur de Zn: Zn:

j=1 i=1

q
aﬁ .

18. On suppose de plus que p#2.

r r
a. Soient o,,a,,...,a, des réels dans [0,1] vérifiant Zak" :Zak" . Montrer avec soin que
k=1 k=1

pour tout k {1, 2,y r} , a, ne prend qu’un nombre fini de valeurs a déterminer.

b. En déduire que pour tout i et j dans {1,2,...,11}, al.j‘ ne peut prendre que 2 valeurs

différentes que I’on précisera (on rappelle que les a; sont les coefficients de la matrice

d’une p-isométrie).

19. Conclusion
Montrer alors que lorsque p # 2, Isom(p) est un groupe fini dont on déterminera le cardinal.

On remarquera en particulier que ce cardinal est indépendant de p.

Commentaire : Les p-isométries pour p # 2 sont seulement en nombre fini, contrairement aux
isométries euclidiennes qui forment un groupe infini mais compact (pas trés difficile a

montrer). Sur R”, la géométrie euclidienne est donc plus riche que celle des normes p pour
p#E2.

( Bonne Chance )
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Mamouni My Ismail

Corrigé Devoir Surveillé N°2 (Pr Legros)
Espaces vectoriels normeés

MP-CPGE Rabat

,{ Blague du jour }

e Une souris rencontre sa copine : J’ai décidé de me mettre au régime, lui dit-elle.
- Tu ne manges plus ton fromage gruyere alors ?

- Si, mais je ne mange plus que les trous!

e Comment appelle t-on un chien sans pattes ?

Réponse : On ne Pappelle pas, on va le chercher!

e Comment appelle-t-on une chauve-souris qui a des cheveux 7

Réponse : Une souris.

— Guillaume Francois Antoine de 'Hopital (1661-1704)

Marquis de Sainte-Mesme, comte d’Entremont, seigneur d’Oucques, de La Chaise, de Le Brau et d’autres lieux,
mathématicien francais. Il est plus connu pour la regle qui porte son nom. Il est aussi 'auteur du premier
livre connu sur le calcul infinitésimal différentiel, publié en 1696, ses textes comportent des conférences de
son professeur Jean Bernoulli. C’est d’ailleurs ce dernier qui a donné au marquis toutes les donnes nécessaires
pour réaliser le livre au nom de ’'Hopital, dans un le but de le publier sous un nom francais, car Bernoulli est
Suisse.

Description des normes euclidiennes

a  Si N est une norme euclidienne, associée au produit scalaire @, et si x,y € E, on a :

N(x+y)?+Nx—y)? = ox+yx+y)+o(x—y,x—y)
= @(x,x) +20(x,y) +0(y,y) + @(x,x) —20(x,y) +@(y,y)
2

(NG +N(y)?)

Avec x = ey et y = ez, nous avons [lx +yl[& + [x —ylA =2 44 =2 (||x||§o + ||y||§o) done || [loo nest
pas une norme euclidienne.

b || |l2 est la norme associée au produit scalaire canonique défini par 1’énoncé : c¢’est donc une norme

euclidienne. Supposons maintenant que p est un réel strictement plus grand que 1 et distinct de 2. Toujours
avec X = €71 et Yy = €2, nous avons :

b+ yll3 + b — yli3 = 227 + 227 74 = 2 (12 + llylI3)
car 2/p #1 : la norme || |[p n’est donc pas euclidienne.
|j> <+, »>g est clairement une forme bilinéaire. Nous avons ensuite :

myismail.chez.com 84 mamouni.myismail@gmail.com

mol np uadI)RWO)RIN




PrOblemGS Corrlges MP Mamouni My Ismail
2010-2011 MP-CPGE Rabat

9

6>

7>

— pour x,y € E, <x,y>s="XSY =T(*XSY) ='Y'SX = 'YSX =< y,x >5 donc < -, - >g est symétrique
— pour X non nul, < X,X >g est strictement positif car S € ST (R) : < -, + >g est définie positive.

Pour x,y € E, nous avons :
n n

o(x,y) =) Y xyjo(ee) ="XSY
i1 g1

et pour X non nul, associé au vecteur x, *XSX = @(x,x) > 0 donc S € S;;*(R).

Quelques généralités et exemples

4.5iu € Isom(N) et si x € Ker (u), N(x) = N(u(x)) = N(0) = 0 donc x = 0 : u est donc injective et
u € GL(E) (E est de dimension finie).

Isom(N) est non vide puisqu’il contient 'identité.

Siu,v € Isom(N),ona N(uov(x)) =N(v(x)) = N(x) pour tout x € E et donc uov € Isom(N).
Siu € Isom(N), ona N(u~'(x)) =N(u(u'(x))) = N(x) pour tout x, donc u~' € Isom(N).
Isom(N) est donc un sous-groupe de GL(E).

5. Soit u € Isom(N). Pour x € Z(N), N(u(x)) = N(x) = 1, donc u(x) € X(N) : nous avons

donc u(Z(N)) C Z(N). Comme u~!' € Isom(N), cela donne également u~'(Z(N)) C Z(N), soit
I(N) Cu(x(N)).

Réciproquement, supposons que W(X(N)) = Z(N) et soit x un élément quelconque de E. Si x =0, on a
N(u(x)) =0=N(x). Sinon, y =x/N(x) € Z(N), et donc :

N(u(x)) = N(u(N(x)y)) = N(x)N(u(y)) = N(x)

car u(y) € Z(N) : u est donc une N-isométrie.

6. (| 1l7) est le carré C de sommets A =(1,0), B=(0,1), C=(—1,0) et D= (0,—1), qui est conservé
par la symétrie s mais pas par la rotation r, puisque S(A) = D, s(B) = C, s(C) = B, s(D) = A et
r(A)=(1/2, \/§/2) &€ C. s est donc une || [|7-isométrie mais r n’en est pas une.

3 0 —1
a S=(0 2 0 |.
-1 0 3

b Diagonalisons la matrice symétrique S dans une base orthonormale :

3—A 0 —1 2—A O —1
0O 2—A O =(l2—A 2— 0
—1 0 3—A 2—A 0 3—A

1 0 1 1 0 1
2= 1{[1 2=2 0o ||l=2=n||l0 2=r 1
1 3-2 0 0 4-—A

(2—A)2(4—A)

det(S — AIg)

>

Il
o |

4 est valeur propre simple, associée au vecteur propre ey — e3. Le plan propre associé a la valeur propre 2
est donc le plan orthogonal & ce vecteur. Nous obtenons donc facilement une base orthonormale (€1, €2, €3)
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de vecteurs propres :

(e1+e3).

~[S

2
£1=T(e1—eg), gy=ezxete3=¢1\éey=

Nous pouvons donc écrire P7'SP =D, i.e. S =PD P avec :

V2 V2

XY= o0 Xt=
2 2 4 0 0
P = O 1 0 etD=10 2 0
0 0 2

V2 V2

2 2

¢ La matrice S est symétrique définie positive (on peut par exemple écrire que *XSX =YDY> 0 pour

X 0, avec Y = *PX), donc Ng est la norme euclidienne associée au produit scalaire < -, + >g.

d et e Dans la base (&1, ¢€2,€3), Z(Ng) a pour équation :

4X* +2Y2 =1 277
1 1
Pour Z fixé entre ———= et —= l'intersection de X(Ng) avec le plan horizontal associé est une ellipse.
V2 V2 d
1 1
Pour Z a lextérieur de l'intervalle | — —, —
V2 V2

Ainsi £(Ng) a la forme d’un ballon de rugby (ellipsoide) d’axe de symétrie engendré par le vecteur
€1 =€1 —e€3.

[, 'intersection de £(Ngq) avec le plan horizontal associé

est I'ensemble vide.

f  Toutes les rotations autour de I'axe R(e7 — e3) conservent Z(Ng) et sont donc des N g-isométries :
le groupe Isom(Ng) est infini.

Etude de [som(N) lorsque N est une norme euclidienne

a Siu est une Ng-isométrie, les formes bilinéaires symétriques @1 : (x,y) —< u(x),u(y) >s et
<+, +>g sont associées a la méme forme quadratique : elles sont donc égales (formules de polarité).

La réciproque est évidente.
b u € Isom(Nsg) si et seulement si *(AX)S(AY) = 'XSY pour tous X,Y € E, i.e. si et seulement si
YASA =S (on peut identifier grace aux questions 2 et 3).

@ 9 En particulier, A € ISOM(|| |2) < 'AA = I,,, donc ISOM(]| [|2) = On(R). Ce groupe est infini,
puisqu’il contient par exemple les matrices de la forme :

cos®@ —sin® O
sin® cos® 00 0 I,
qui sont deux & deux distinctes pour 0 € [0, 2.

a  Si P est dans le noyau de u, P possede r -+ 1 racines distinctes et est de degré au plus 1 : il est donc

nul. Ainsi, u est injective, donc surjective (R¢[X] et R™" sont de méme dimension finie) : tout vecteur
(Yo,Y1,...,Yr) de R possede donc un unique antécédent L.

b Soient Xg,X1,...,Xr tels que xp <X7 <+ <Xy et {X0,X17,..., %} ={U7,Uy,...,un}. En appliquant

la question précédente avec Yyi = 4/X; (pour 0 < i < 1), nous obtenons un polynéme L qui convient.
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11>

S -

a Comme S est symétrique définie positive, il existe une matrice orthogonale P et des réels A; > O tels
que

S =Pdiag(A1,A2,...,An) P
Alors la matrice A = Pdiag(\/A1, VA2, ...,V An) P est une racine carrée de S (car 'P = P_1) et est

clairement symétrique définie positive.
b Notons U = diag(A1,A2,...,An) et V = diag(v/A1,VA2,...,VAn), et soit L € R[X] tel que
L(U) = V. Nous avons alors :
L(B%) =L(S)=L(PUP ) =PL(W)P'=PVP'=A
Le polynéome Q(X) = L(X?) est donc solution du probléme posé.

Nous en déduisons que AB = X(A)Q(A) = (XQ)(A) = (QX)(A) =Q(A)A =BA : A et B commutent.
¢ Soient $1,S; € ST (R) et soit X € Ker (S7+ S3). Alors S1X = —8,X, et donc X = 0 (sinon, on
aurait S1X > 0 et $2X > 0). Ainsi, S7 + S, est inversible.

d  Comme A et B commutent, (A +B)(A —B)=A%—B2 =0, ce qui donne A = B car A + B est
inversible.

1
12.S0it M € Mu(R) et notons N = (\/g) MAV'S. Alors :

N € ISOM(Ng) <= 'NSN=S

1
MVS =S

— t(\/g) tMt<\/§)_1S<\/§>

= vsM (V3) (v8)'(vS)  mvs-(vE)
= MM-=1,

& M € 0O,n(R)

—1
Comme l'application M +—— <\/§) M+/S est une bijection de My (RR) sur lui-méme, nous en

déduisons que sa restriction & On(RR) est une bijection de On(R) sur ISOM(Nsg) (c’est méme un isomor-
phisme de groupe).

Ainsi, le groupe des isométries d’une norme euclidienne quelconque N est isomorphe au groupe On (IR),
qui est infini.

Remarque : on obtient ce résultat de fagon pratiquement immédiate en utilisant une base orthonormale
pour N (deux espaces euclidiens de méme dimension n sont isomorphes, donc leurs groupes le sont
également).

Etude du cardinal de Isom(p)

a  Soit x = (x71,X2,...,%n) € E. Nous avons Uge(x) = (Y1,Y2,...,Yn) avec Yg(i) = Xi&i pour tout i.
Nous en déduisons, par changement d’indice :

n 1/p n 1/p n 1/p
Np (Uge (X)) = (Z |yilp) - (Z |ycm|P> = (Z |xilp) — Np(x)
i=1 i=1

i=1

donc ug ¢ est une p-isométrie.
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b uge(er) =e3 Uge(ez) = es, Uge(€3) = —e7 et Ug(€es) = ez donc la matrice de ug ¢ dans la
base (ej) est
00 —1 0
00 0 1
10 0 O
01 0 0

a Siaoub est nul, I'inégalité est évidente. Sinon, la fonction In étant convexe sur ]0, +oo[ et les

masses 1/p et 1/q étant positives de somme 1, nous avons
Inab=lha-+Inb= lhqap—|—lhr1bq <In <l ap+lbq>
p q p q

ce qui donne l'inégalité demandée, par croissance de la fonction In.
b Soient x,y € E. Si x ou y est nul, I'inégalité est une nouvelle fois évidente. Sinon, posons

Y _
llyllq

X
x'=———=(x],...,x}) ety =
||X||p

Nous avons en utilisant 1'inégalité précédente :
l<x,y > o L 1
) / 4 / / / /
== <x Yy <) XYy <)) —Ix{IP+—1ly{l9=
Ixllp [Tyllg | | Z v Zp ! q -t

i=1 i=1

(Ylo-- Un).

1 1
— (IKlp)? + = (Iy'llq)* =1
()" + % (1yll)

¢ Quand p = 2, nous obtenons 'inégalité de Cauchy-Schwarz : Vx,y € E, [<x,y >| < |x]|21lyll2-

n
15.Pour j € {1,2,...,n}, [[lu(e;)llp =llejllp =1, ie. Z lai;|P =1, puis en sommant sur j :
i=1
n n
lai;[P =n.
=1 i=1

a X4 est une partie fermée bornée (c’est la sphere unité pour la norme || [|q), elle est donc compacte (E

est de dimension finie). Comme 'application y = [< X,y | est continue, elle est bornée sur Zq et atteint
ses bornes, d’ou 'existence du maximum.

b Il suffit d’'utiliser I'inégalité de Holdér : < x,y > < [Ix|lp llyllq = IIx[lp pour tout y € Zq.

Avec le vecteur Yo donné par I’énoncé, nous avons :

n
— 1— 1— 1—
xyoo=) xyi= Y el Ixllp = ixllp T 3 bl =il P 3 il = lixllp

i=1 1<isn Ixi] 1<isn 1<in
xi 70 1 xi7#0 - -

en remarquant que ce résultat est correct méme si x est nul!

Six est non nul, yo est élément de Xq :

Uhyollg)¥= > il P9 (Ixllp) TP = (Ixllp) ™ > palP =1

1<i<n 1<i<n
Xi710 - -

et donc ||x||p = [< x >| < max K x,y >|.
II ||p I 790 I_yequ 79 |

Six =0, on choisit Yo = €7 et on a encore Yo € Zq et 0= [[x[[p =< x,yo > < m;%x l<x,y >|.
Ye€lq
Nous avons donc démontré que m;%x |l <x,y>|=[xllp.
Yyedq

Remarque : ceci traduit que l'application ¢ : E — E*  est une isométrie quand on munit
X 3 <X, >
'espace E de la norme || ||p et I'espace E* de la norme subordonnée & la norme || ||q.
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17>

17Remarquons tout d’abord que, par symétrie entre p et ¢, nous avons également :

Vy € E, max [<x,y>|=|lyllq.
X€EXp

On suppose que U est une p-isométrie. Soit z € Xq. Nous avons :

Vx € Zp, kx,u*(z) 5] = ku(x),z> < max lku(x),y>=lux)llp=1
Yciq

et donc
Ilu*(z)llq = max [<x,u*(z) > <1 (*)
X€Xp

Pour tout z € E, nous avons donc |[u*(z)llq < l|zllq (I'inégalité est évidente si z = 0, et s’obtient en
appliquant (*) a z/||z||q si z #0).

Comme u™' € Isom(p), nous avons ensuite l(u™! )*(2)llg < Izllg pour tout z € E. En appliquant cette
inégalité a u*(z), nous obtenons ||zllqg < [[u*(2)|lq pour tout z € E, ce qui acheve de prouver que u* est
une (g-isométrie.

Comme la matrice de u* dans la base orthonormale (e;) est la transposée de A, la question 15 donne (il
y a toujours symétrie entre p et q) :

lajil* =n.

)

n
=1 i

n
-1

.
a Nous avons Z f(ax) = 0 en posant f(x) = xP —x9 (f est définie sur [0, 1], avec par convention

k=1
f(0) =0). Comme p #q (car p #2), f est strictement positive sur ]0,1[ si p < 2 et strictement négative

sur 0, 1[ si p > 2. La somme des f(ay) ne peut donc étre nulle que si les oy valent tous 0 ou 1.

b Comme Z lajjlP =n = Z |(1,-L’)~|q7 nous en déduisons que les |ajj| ne peuvent prendre que
1<ij<n 1<ij<n
les valeurs 0 ou 1.

19 En poursuivant 'analyse, ’égalité Z laij|P = n avec |aij| = 0 ou 1 signifie que la matrice A
1<ij<n

contient n coefficients non nuls (valant 1 ou -1) et n? —n coefficients nuls. Comme A est inversible, deux

coefficients non nuls ne peuvent se trouver sur une méme ligne ou sur une méme colonne. On en déduit

que u est de la forme Ug ¢ pour un certain o € Pr et un certain € € {—1,1}"™. Avec la question 13, nous

avons donc démontré que le groupe des p-isométrie est égal au groupe des permutations signées. Comme

I'application (0, &) — Ug ¢ est injective, Isom(p) est un groupe fini contenant 2™ n! éléments.

( Ala prochaine )
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Devoir ib(e N°

9 :
Problemes de points fixes
MP-CPGE Rabat

26 Novembre 2010

% Blague du jour }

Bientot vous serez ingénieur, peut étre ingénieur informaticien. Vérifier sur la liste ci-
dessous si vous avez le profil, les types d’ingénieurs en informatique sont :

e [’ingénieur DISQUE DUR : il se rappelle tout, POUR TOUJOURS.

e L’ingénieur CD-ROM : il va toujours plus vite avec le temps.

e L’ingénieur RAM : il oublie tout de vous, ds le moment o vous lui tournez le dos.

— Hermann Minkowski (1864 - 1909)

Mathématicien et un physicien théoricien allemand. Il gagna le Grand Prix de I’Académie des sciences de
Paris apres sa résolution du probleme décomposition des nombres entiers en somme de cing carrés . David
Hilbert fut I'un de ses professeurs et Albert Einstein I'un de ses éleves. On lui doit surtout 'espace a 4
dimension (espace-temps) appelé de Minkowski, considéré comme la base de tous les travaux sur la théorie de
la relativité. Son travail le plus original est sans aucun doute sa géométrie des nombres. Ces travaux posent
de nombreuses questions sur le gain de place, ou comment faire rentrer une forme donnée a I'intérieur d’une
autre forme donnée.

{mo[’ np uapuemlaqw],\[}

Soit E un espace vectoriel normémuni d’une norme || « ||. On rappelle qu'une application g de E dans E est dite
contractante s’il existe K €]0, 1[ tel que

l9(x) =g < Kllx—yl  Yxy€eE

|j> Soit f application contractante définie sur RY et soit xo € RY (quelconque mais fixé). on pose Xn41 = f(xn)
pour tout n € IN.

a  Montrer que ||xn4+1 —Xnl|| < k™||x1 —xo|| pour tout n € IN.

b En déduire une majoration de ||Xn4p —Xnl| en fonction de k,m,xq et x;.

o

En déduire que (xn) est de Cauchy, puis qu’elle converge, soit x sa limite.
d Montrer que x est un point fixe de f.
€ Conclure que toute application contractante admet un unique point fixe.

g  Le résultat précédent est-in encore valable si I'on remplace R¢ par un espace vectoriel norméE de
dimension finie.

h  Le résultat précédent est-in encore valable si I’on remplace R¢ par un espace vectoriel norméE de
dimension quelconque. Si c’est non, quelle est la condition & imposer a E pour le résultat en question soit
encore valable.

@ Soit f une application de E dans E telle qu’il existe un entier n tel que f™ soit contractante. On note xg
I'unique point fixe de ™.

a  Montrer que tout point fixe de f est un point fixe de f™.
b Montrer que si x est un point fixe de f*, il en est de méme pour f(x).

¢ En déduire que x¢ est 'unique point fixe de f.
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@ Soit X et F deux parties d'un espace vectoriel normé, F étant une partie complete. On considere une
application F: X X E — E, (A,x) — F(A,x) continue, et K-contractante en la seconde variable, ¢’est-dire
qu’elle existe k €]0,1[ tel que :

VA € X, V(x,y) € B2 |[F(A,x) —F(A,y)| < k|x—y].

a  Montrer que, pour tout A € X, il existe un unique x5 € E tel que F(A,x)) = xa.

b Montrer ensuite que I’application X — E, A = x, est continue.

X1 = =(2sinxq + cosxz)

¢ Montrer que le systeme admet une solution unique (x1,Xx2) € R2.

X2 = =(cosxy + 3sinxy)

Qi =] —

@ Soit E une partie compacte d’un espace vectoriel normé, et f: E — E une fonction continue vérifiant :
V(x,y) € B x Ay = [[f(x) —f(y)]| < Ix —yll.

a  Montrer que f admet un unique point fixe (que I'on notera ).

b Ces résultats subsistent-ils si on suppose simplement E complet ?

|j> R? est muni d’une norme quelconque. Soit f: R? — R? telle que

1
1oL Yiey) € R IF(x) —f(y) || < al[[(x) —x|| + [If(y) — )

Ja €10
a  Montrer que f admet au plus un point fixe.
b On considére la suite définie par un,1 = f(un) et ug € R2.
: o4
i Montrer que Vn > 0, ||[un42 —uni1]| < Ta [uns1 —unl|.
ii Montrer que la suite u est de Cauchy.

iii.  Conclure.

( Ala prochaine )
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Devoir Surveillé N°3

Espaces vectoriels normés
MP-CPGE Rabat

Jeudi 9 Décembre 2010
Durée : 4 heures

Source : Concours Mines-Ponts, 2006 MATH. I MP
Avec beaucoup d’indications.
L’usage d’ordinateur ou de calculette est interdit.

% Blague du jour |

o Il ne faut jamais traiter quelqu’un de compact, c¢’est une insulte. Parce qu'un compact
est un fermé borné!

e L’injectivité implique la bijectivité mme en dimension infinie, en effet : Si f est injective
tout élément possede au plus un antécédent ; mais qui peut le plus peut le moins, donc
tout élément possede au moins un antécédent, donc f est surjective puis bijective.

~{ Bernard Placidus Johann Nepomuk Bolzano (1781-1848)

Mathématicien, logicien, philosophe, théologien bohémien de langue et de culture allemande, fils d’un Italien
émigré a Prague. Il enseigne les sciences de la religion et consacre le reste de son temps aux mathématiques.
Il est considéré comme 1'un des principaux contributeurs a la logique telle qu’elle est aujourd’hui établie.
Bolzano avait développé une définition suffisamment rigoureuse des limites des 1817. Dans sa philosophie,
Bolzano critique I'idéalisme d’'Hegel et de Kant en affirmant que les nombres, les idées, et les vérités existent
indépendamment des personnes qui les pensent. Ainsi I’acte mental se distingue de la signification de l'acte.

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa
copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

Notations
Pour K =R ou C, on note M, 1(K) I'ensemble des matrices a n lignes et 1 colonnes a coefficients dans K. Un

élément de My 1(IR) sera considéré comme élément de My 1(C). Dans la suite, on identifie les matrices carrées
(respectivement les matrices colonnes) et les endomorphismes (respectivement les vecteurs) canoniquement as-
sociés dans C™ : par exemple, on note par la méme lettre une matrice T de Mpn(R) et 'endomorphisme de
C" dont T est la matrice dans la base canonique de C™.

SiM € Mui(K) et x € K', (Mx); désigne la i-itme composante du vecteur Mx € K™ On note I la

matrice identité de Mun n(C). Pour x = (x1,...,%xn) € K", on note
n
| Mx||4
Ix|l; =) Ixilet [|IM]l;]= sup 0,
1 ; 1 T xekmyoy NIl

pour M € M, (K), la norme matricielle subordonnée.
Définition 1 On dit qu'une matrice M € My 1(R), de coefficients notés (m;;,1 <i<n,1 < j < 1), est
positive (respectivement strictement positive), ce que 'on note M > 0 (respectivement M > 0), lorsque tous
ses coefficients sont positifs (respectivement strictement positifs)

m;; > 0 (resp . myj > 0) pour tout (i,j) €{1,...,n} x{1,... 1}
Pour deux matrices M et N de My 1(R), M > N (respectivement M > N) lorsque M — N > 0 (respectivement
M —N>0).

myismail.chez.com 92 mamouni.myismail@gmail.com

mol np uaI)RWO)RIN




PrOblemGS Corrlges MP Mamouni My Ismail
2010-2011 MP-CPGE Rabat

Une matrice M € Mnn(R) de coefficients notés (myj, 1 < 1,j < n) est dite stochastique lorsqu’elle est
positive et que de plus

n
me =1, pour tout j € {1,...,n}.
i=1
On définit les ensembles B, BT et Z par :
B ={x € R" tel que x > 0 et x 0},
BT ={x € R™ tel que x > 0},
Z={x € R" tel que ||x|l; =1}.
Nous souhaitons montrer le résultat suivant :
Théoréme (Perron-Frobenius)  Soit T € Mnn(R) stochastique telle que (In 4+ T)™ ' > 0. 1l existe un
vecteur strictement positif xg satisfaisant Txg = xg. Toutes les valeurs propres de T sont de module inférieur a
1 et pour tout vecteur y de T N B,

1 X0
lim — Y TYy-= .
kJTookj_Zo Y7 Txelly

Les deux parties sont dans une large mesure indépendantes.

Un vecteur propre strictement positif
On suppose que T est un élément positif de Muyn(IR) tel que P = (I, + T)™ 1 est strictement positive.

|j> Pour tout x € B, on associe ’ensemble Ty = {9 € R™ tel que 0x < Tx}.
a Montrer que Iy est non vide et majorée.
On pose 0(x) =sup(Ty).

b Montrer qu’en général si A est une partie de R non vide, alors supA € A.

¢ Justifier que pour tout i € {1,...,n}, Papplication @; : R — R, 0 — (Tx); — 0.x; est continue sur
R, en déduire que Ty est fermé puis que 0(x) = max(Ty).

On note © l'application définie ainsi: 6: B — R™T
X — 0(x)

(Tx)q

1

@ Montrer que pour tout x € B, on a : 8(x) = min{ tel que T <i<netxg 7/0}

@ a  Soit @ € R et A une partie de R™ non vide, donner sans justifier inf(A) en fonction de « et A.

b Montrer que pour tout &> 0 et tout x € B, 0(ax) = 0(x).
@ Montrer que P(B) C B™.

[5) Soitx € B

a  Dire pourquoi P et T commutent, en déduire que I'y C Ipy.
b En déduire que 0(Px) > 0(x).

¢ Justifier que TPx = PTx > 0 et que Px > 0.

d En déduire que 0(Px) > 0.

@ Soit x € B un vecteur propre de T associé & une valeur propre A.
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a  Montrer que A > 0.
b Montrer que Px = (1+A)""'x
¢ En déduire que 0(Px) = 0(x).

|j> Soit x € B tel que 0(Px) = 0(x), on pose y = Tx — 0(x)x.
a  Dire pourquoi y = 0. On suppose que y 0.
b Développer Py puis en déduire que en déduire Vi € {1,...,n}, on a (T(Px)); — 0(x)(Px); > 0.
¢ En déduire que 0(x) < 0(Px).

d Conclure que x est un vecteur propre de T pour la valeur propre 0(x).

Soit C =B N X. Montrer que 'application © est continue de P(C) dans IR.

@ Justifier I'existence de xg € P(C) tel que 0(xg) = sup 0(x).

xeP(C)
Montrer que sup ©(x) > sup 0(x).

x€P(C) xeC

Montrer que sup 0 (x) = sup 0(x).

Montrer que sup 0(x) = sup 0(x) et que 0(xg) = sup 0(x). On pose 09 = 0(xg).
xeC x€P(C) xeC

@ Montrer que Xq est un vecteur propre, strictement positif, de T pour la valeur propre 09 et que 8¢ > 0.

Une méthode d’approximation

On suppose maintenant que T est stochastique et telle que P = (I + T)™ ! est strictement positive.

Pour un vecteur x = (X1, ...,X%n) de C™, on note x ™ le vecteur (|x1], ..., [xnl), ol |z| est le module du complexe
. 1
z. Pour tout entier k > 1, on pose : Ry = X Z T
=0

Soit ® € C et x € C™ un vecteur propre de T pour la valeur propre 8. Montrer que |08]x < Tx™.

@ En déduire que |0]| < 0y.
Montrer que |0| Hx+H1 < HX+H1 et en déduire que 0] < 1.
@ En déduire 69 =1.

a  Montrer qu'une matrice A € My n(R) est stochastique si et seulement si u= (1,...., 1) est vecteur

propre associé a la valeur propre 1.

b En déduire que pour tout j > 1, T et Rj sont des matrices stochastiques.
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S

S,

¢ 8 88

§988

a Soit A,B € My (RR) tels que A > 0 et B > 0, montrer que AB > 0.
b

Montrer que pour tout x 0, on a || Tx||; < ||x]|;.
¢ Etablir, pour tout k > 1, les inégalités suivantes :

e < e iR 1<
1 k
a  Montrer que pour tout k > 1, on a TRy — Ry = E(T —1In).

2

b En déduire que ||| TR — Ry|; | < <

Soit x € C™, montrer que la suite (Rxx,k > 1) a au moins une valeur d’adhérence.

Soit y une valeur d’adhérence de la suite (Rygx,k > 1), montrer que Ty =y puis que pour tout k > 1,
Ry =y.

Soit y et z deux valeurs d’adhérence de (Rgx,k = 1), montrer pour tous les entiers m et 1, I'identité
suivante :

Yy—2z=R(Rmx—z) —Rpn (Rix—y).

Montrer que la suite (Rkx,k > 1) a exactement une valeur d’adhérence.

a  Soit (fx) une suite d’endomorphismes d’un espace vectoriel norméE tel que pour tout x € E, la suite

(fx(x)) converge vers un élément de E, qu’on notera f(x), montrer que I'application ainsi définie et notée
f est un endomorphisme de E.

b Montrer que pour tout x € C", la suite (Rxx)x converge

¢ En déduire qu'il existe une matrice R telle que Rx = lim Ryx et lim ||Rx—R];=0.
k—+o00 k—+o00

Montrer que T et R commutent.
Montrer que RT = R et R? = R.
Caractériser R en fonction de Ker(T — I) et Im(T — I,).

On admet que Ker(T —1Iy) est de dimension 1. Pour x € B, expliciter Rx en fonction de ||x||;, ||Xo]|; et
X0-

C Bonne Chance )

Ce théoreme possede d’innombrables applications. L’une des dernieres est son utilisation dans le classement
(PageRank) des pages Web effectué par le plus connu des moteurs de recherche.
Il vous reste encore du temps : le probleme suivant explique les détails du principe PageRank
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BANQUE COMMUNE D’EPREUVES

Concepteur : ESSEC

Code sujet
287
E
OPTION ECONOMIQUE SSECMZ—E
MATHEMATIQUES 11
Mercredi 7 mai 2008, de 14h a 18h

La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans l’appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d’aucun document; l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel
électronique est interdite. Seule I'utilisation d’une régle graduée est autorisée.

Si au cours de I'épreuve un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa
copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera amené a prendre.

Tout au long du sujet N désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.
Notations :

e Pour z € R, on note |z| la valeur absolue de z.

" |1
e Pour tout vecteur V=] ~ | e My ;(R),onnote [V|=]| =~ | € Mn:1(R)
UN [vn]
N
et [V], = J; |vs1.-

e On notera Iy la matrice identitée de My (R).

e Pour A € My (R), on note *A la matrice transposée de A.
Résultat admis :

e Pour (A, B) € My (R)?, on a*(AB) ='B A.
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Définitions :

e Une matrice est dite positive si tous ses coefficients sont des nombres réels positifs ou nuls; elle
est dite strictement positive si tous ses coefficients sont des nombres réels strictement positifs.

e Un vecteur colonne V € My ; (R) est dit de probabilité si V est positif et si ||V, = 1.
e Une matrice Q@ = (Q (%, 7));<icni<j<n € Mn (R) est dite stochastique si elle est positive et
N
si ). Q(i,j) =1pourtout 1 < j < N.
=1

e Un vecteur V € My (R) est dit invariant par Q € My (R) si QV =V.

e Soit @ € My (R). La suite de matrice (Q™),-, est convergente vers la matrice Qo si pour
tout (3, j) € {1, N}, (Q" (i, 5))zo converge vers Qo (i, j).

Préliminaires
%1

Soit V=1 " | € Mn1(R) tel que
ow

S = Il (E)

P1. Montrer que, pour tout z réel, |z| —z > 0.
P2. Etude du cas N = 3. On supposera donc, dans cette question P2 uniquement, N = 3.
P2.a Montrer que

(Joa] + |ve| + |1}3|)2 —(nn+ve+ 03)2 = 2 (|nive| — viv2) + 2 (Jn1vs| — mvs) + 2 (Jvavs| — vevs) .

P2.b Montrer a Paide de (E), que si |v;vy| > 0 pour (5, ') € {1,2, 3} tel que j # 7', alors
v; et vj ont méme signe.
P2.c Conclure que V = [V]ou V = —|V|.
P3. Montrer que V = |[V| ou V = — |V| dans le cas général ou N est un entier quelconque
vérifiant N > 2.

Partie I Google et PageRank

En 1998, Sergey Brin et Larry Page, co-fondateurs de Google, ont introduit la notion de PageRank.
Le PageRank est un indice mesurant la notoriété de chacune des pages Web référencées dans Google.
Bien que les outils de calcul de cet indice soient maintenus secrets, le principe mathématique sur
lequel repose ce calcul est public et peut-étre résumé comme suit.

On numérote de 1 3 N les pages Web référencées dans Google (on pense que N = 10° est un bon
ordre de grandeur). On dira qu’une page j € {1, ..., N} pointe vers une autre page ¢ € {1,..., N}
s’il existe un lien dans la page j permettant de rejoindre la page i en cliquant dessus.

2
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Pour tout j € {1,..., N}, on note d; le nombre de pages vers lesquelles la j°™ page pointe.
Lorsque d; = 0 pour chaque couple de pages (7,j) posons A(z,7) = 0sii # jet A(j,7) = 1.
Lorsque d; > 0, posons soit A (i, j) = 1/d; si j pointe vers i soit A (¢, j) = 0 sinon. Si p € [0, 1], on
définit la matrice de Google G = (G (4, §))1cicn1<j<n PAT

(1-p)
N

G(i,5) = pA(i,j) + ,pour tout 1 <i < Net1<j<N. (D)
Pour tout j € {1, ..., N}, le PageRank d’une page j est un nombre réel positif ou nul noté p (j). Les
P(j), 1 <j < N sont par ailleurs définis par le systéme d’équations

> p()=1let Y G(,j)p(j) =p(i) pour tout 1 <i<N. (S)

A la question "que mesure exactement pour une page j € {1,..., N} donnée ce fameux PageRank
p(j) ?", leurs concepteurs assurent qu’il s’agit de la "chance" qu’un surfeur se retrouve sur la
page j en question. Le but de ce sujet est de lever un coin du voile entourant le mystére du
PageRank en justifiant d’une part de l’existence et de l'unicité de la solution du systéme (S) et
en fournissant d’autre part une interprétation probabiliste de ce systéme permettant de donner un
sens mathématique aux affirmations de Brin et Page.

A. Etude de la matrice G de Google

On démontre dans cette section quelques propriétés simples de la matrice G de Google.
I.A.1 Montrer que G € My (R) est une matrice strictement positive.

N
I.A.2 Soit j € {1, ..., N} tel que d; = 0, montrer que Y G(%,7) = 1.
i=1
I.A.3 Soit j € {1, ..., N} tel que d; > 0. En écrivant que

N

Y G,4) = Z GG+ Y. G(@j)

i=1 ie{l,.., ie{1,...,N}

J pointe vers i j ne pointe pas vers i
montrer que ZG’(z j)=1.
LAA4 Quepeut—onen déduire pour G ?
p(1)

I.A.5 Montrer que le vecteur ’ € My (R) défini en (S), en admettant qu’il existe, est

p(N)
invariant par G.

B. Modéle du surfeur sur le Web

Dans toute cette partie (€2, F, P) désigne un espace probabilisé et toutes les variables aléatoires
utilisées sont toutes définies sur cet espace. On rappelle que ’on numérote de 1 & N les N pages
Web référencées dans Google. On considére un internaute surfant sur le Web en utilisant Google, on
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note Xy la premiére page visitée et X, la page sur laquelle il se retrouve au bout de n opérations (soit
de clic sur un lien dans une page soit d’abandon au profit d’une autre adresse). Pour tout n € N,
X, est & valeurs dans {1,2, ..., N} et on admettra que la suite de variables aléatoires (Xn),>gverifie

pour tout entier n > 1 et tout (z,1,z,) € {1,2, ...,N}2
P{X —1=Fn-1} (Xn = J:n) == P(Xn =Tn I X, —1 = zn—l) =G (Inw zn—l)

ou G est la matrice de Google. On considére n un entier naturel strictement positif.
LB.1 On note V,, le vecteur de My ; (R) dont pour tout ¢ € {1,2, ..., N}, la i**° composante est
définie par (v,); = P (X, =1). Vérifier que V,, est bien un vecteur de probabilité.
1.B.2 Exprimer pour tout (i, j) € {1,2,.., N}’ P({X, =i} N {X,_1 = j}) aTaide de G et V,_;.
I.B.3 En déduire que V,, = GV, _;.
1.B.4 Montrer que pour tout k entier naturel V; = G*V,.

Partie II Matrices stochastiques

Le but de cette deuxiéme partie est de prouver I'existence et I'unicité d’un vecteur de probabilité
invariant pour une matrice stochastique strictement positive.

A. Etude d’un exemple
On considére une matrice @ € M, (R) stochastique et strictement positive. () peut se mettre sous

la forme . ’
_ —q
Q_( q l—ef)
avec ¢ €]0,1] et ¢’ €]0, 1]

I1.A.1 Déterminer I’ensemble des vecteurs V € Mz, (R) vérifiant QV = V.

I1.A.2 Montrer qu’il existe un unique vecteur de probabilité V,, € Mz, (R) invariant par Q et
le calculer.

I1.A.3 Prouver que pour tout entier n > 1

q+q \q9 ¢ q+q —q ¢
II.A.4 En déduire que (Q")ﬂZl converge lorsque n tend vers U'infini vers une matrice dont les

deux vecteurs colonnes sont égaux a V.
On cherchera i généraliser ce résultat dans la partie IIL

B. Existence d’un vecteur de probabilité invariant

Dans cette section IL.B, @ € My (R) est une matrice stochastique.

IL.B.1 On note U le vecteur élément de My ; (R) dont toutes les composantes valent 1. Calculer
tQU.

I1.B.2 Montrer que si Q — Iy est inversible, alors ‘) — Iy est aussi inversible.

I1.B.3 Déduire des deux questions précédentes que 1 est valeur propre de Q).

Soit A une valeur propre réelle de @ telle que |A| =1 et V € My 1 (R) un vecteur propre de Q
associé a la valeur propre .
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I1.B.4 Prouver que le vecteur Q |V| — |V| est positif.

I1.B.5 Montrer que le vecteur |V| est invariant par Q.

Indication : on pourra sommer les composantes du vecteur Q |V| — |V]|.

I1.B.6 Prouver existence d’au moins un vecteur de probabilité invariant par Q.

C. Unicité d’un vecteur de probabilité invariant
Dans cette section ILC, @ € My (R) est une matrice stochastique strictement positive. On sait
d’aprés I1.B.6 qu’il existe au moins un vecteur de probabilité invariant par () noté

(Voo),

Voo - .
(Voo)

Cette section II.C permettra de démontrer 'unicité d’un tel vecteur.

IL.C.1 Prouver que si V' est un vecteur positif invariant par @, alors soit V' = Oy, ,(w) soit V est
strictement positif.

I1.C.2 Justifier que V,, est strictement positif.

On considére a présent un autre vecteur de probabilité noté
(Woo);
We =
(Woo) 5
invariant par ). Puis, on définit
) Weo );
a = nﬁn{wllgiSN}-( )'°et

(Voo); B (vOO)io
V = Wy —aV.

I1.C.3 Montrer que V est invariant par Q.

I1.C.4 Montrer que V est positif mais pas strictement positif.

I1.C.5 En déduire que W, = aV.

I1.C.6 En conclure que W, = V..

On reprend jusqu’a la fin de cette partie les notations de la partie I sur Google et la notion de
PageRank.

I1.C.7 Montrer que le systéme (S) définissant le PageRank admet bien une et une seule solution.

I1.C.8 Démontrer que p (i) > (1 — p) /N pour tout i € {1,...,N}.

I1.C.9 Le role du paramétre p est essentiel pour assurer Punicité de la solution du systéme (S).
Que se passerait-il pour p = 1 et disons N = 3 pour simplifier & 'extréme? (Songer qu’il peut
exister des pages Web qui ne pointent vers aucune autre!).

Partie III Validation du PageRank

Dans toute cette partie III, on considére QQ € My (R) matrice stochastique strictement positive.
On notera V,, I'unique vecteur de probabilité invariant par Q.

5
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A. Valeurs propres de

Il s’agit dans cette section III.A de localiser les valeurs propres de Q.
III.A.1 Vérifier que pour tout vecteur V € My, (R) on a

VI, <1V,

avec de plus ||QV||; = ||V||, lorsque V est positif.
ITI.A.2 En déduire que pour toute valeur propre réelle A de @, on a |A\| < 1.
Soient A une valeur propre réelle de @ telle que |[A\| =1, et V € Mp ;1 (R) un vecteur propre de
Q associé A A tel que ||V||; = 1. On sait grace au ILB.5 que |V| = V.
ITI.A.3 Etablir I'identité N
IZ Q(1,5)v;

=1

=Y Q(1,5)v;]

=1

ol v; est la ©*™° composante de V pour i € {1,..., N}.
III.A.4 En déduire en utilisant P 3 que V est colinéaire a |V| puis que A = 1.

B. Convergence

On fera dans cette section III.B ’hypothése supplémentaire que () est diagonalisable.

Le but de ce qui suit est d’établir que la suite (Q™),,, converge, lorsque n tend vers I'infini, vers
la matrice Q. dont les vecteurs colonnes sont tous égaux a V.

II1.B.1 Montrer qu’il existe une matrice diagonale D € My (R) et une matrice inversible
S € My (R), telles que pour tout n > 1, Q" = SD"S~.

II1.B.2 Prouver que parmi les N coefficients diagonaux de D un et un seul est égal & 1 alors que
tous les autres sont de valeur absolue strictement inférieure a 1.

II1.B.3 En déduire que la suite (Q"), -, converge vers une matrice Qoo.

I11.B.4 Prouver que pour tout n > 1, Q™ est stochastique puis que Q.. est stochastique.

IT1.B.5 Démontrer que QQ o = Qoo-

II1.B.6 En déduire que chacun des vecteurs colonnes de @), est invariant par Q).

IT1.B.7 Conclure.

On admettra pour la partie III.C que (Q"),,., converge lorsque n tend vers I'infini vers la matrice
Qo dont les vecteurs colonnes sont tous égaux 3 V,, sous les seules hypothéses Q stochastique et
strictement positive.

C. Application au modéle du surfeur

On reprend pour la fin du sujet les notations du PageRank de Google décrit dans I'introduction de
la partie I et du modele du surfeur décrit dans la partie I.B. On considére X, la variable aléatoire
a valeurs dans {1, ..., N} dont la loi est définie par

P(Xo =1)=p(2) pour tout i € {1,2,...,N}.

II1.C.1 Montrer que (X,),,, converge en loi vers X, lorsque n tend vers infini.

II1.C.2 En quoi ce résultat donne-t-il du sens a I’assertion un peu vague: "le PageRank d’une
page donnée représente la chance qu’un internaute se retrouve sur la page en question lorsqu’il
surfe"?
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,{ Blague du jour }

Comparaison entre Internet Explorer et la drogue :

1- La premiere dose est gratuite, mais quand vous serez accrocs ils augmenteront les prix.
2- Microsoft, comme les dealers, savent que, faute d’autre came, vous reviendrez.

3- L’utilisation de drogue et d’Internet Explorer ont dramatiquement augment
dernierement.

4- Les deux vous explosent le systeme de temps en temps.

5- Bill, comme les dealers, voudrait bien que tu revendes ses produits aux autres.

—~ Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897)

Mathématicien allemand, lauréat de la médaille Copley en 1895. Il fut immobile les trois dernieres années
de sa vie et s’éteint a Berlin a la suite d’'une pneumonie. Il créa avec Alfred Enneper une classe complete
de paramétrisations. Karl Weierstrass est souvent cité comme le < pére de 'analyse moderne >. Il consolida
des travaux de Cauchy (1789-1857) sur les nombres irrationnels et leur amena une nouvelle compréhension,
Ses travaux les plus connus portent sur les fonctions elliptiques. C’est lui qui le premier rendit public un
exemple de fonction continue nulle part dérivable. Weierstrass étudia la fiabilité de ’analyse, dont il propose
une construction logique rigoureuse. A cette époque, les démonstrations de 'analyse s’appuyaient sur des
définitions ambigués

h[Jmo[' np uapmem/aqmm}—‘

Un vecteur propre strictement positif

T € Muyn(R) telle que T> 0 et (In +T)™ 50,
1> 1°] Soit x € B (x>0etx0) Montrons que I'y = {0 € R / 0x < Tx} est un enesemble non vide
fermé et borné .

0 € I'x car Tx > 0 = 0.x, donc Iy est non vide.

Pour i € {1,...,n}, lapplication @; : R — R, 0 — (Tx); — 0.x; est continue sur R , donc Iy =
ﬂ Q; 1[0, +o00[} N R est un fermé coimme intresection de fermés .

1<i<n
(Tx)q

1

Pour tout ® €Tk et touti=1..m,ona : 0 < pour x; #0 , donc 'y est borné .

On pose 0(x) = max(Ty)

(Tx)i

1

Pour tout © € Ty et pour tour i€ {1,.n} tel que x; 0, ona : 0 <

@ 2°] Soit x € B, montrons que 0(x) = min{ /i=1.m,x; #0}

(Tx)q

(Tx)i. Donc 0(x) < min{—_ /

X i
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i=1.n,x; #0}

D’autre part les réels

(Tx)i

Tx):
;)1 avec Xi 0 sont dans I’y . D’out ©(x) = min{
i i

/i=1.m,x #0}.

3°] Montrons que pour tous &> 0 et x € B, on a : 0(ax) = 0(x)

(T(axx))i
(ox)q

(T(x))i
(x)i

Comme T est linéaire, on a: { /i=Tmetx #0}={ /i=T1.netx #O0}

donc 0(ax) = 0(x)

4°] Montrons que P(B) C BT

Soit x € B | posons y =Px, P = (pij)ij et (Y)i =y

n
Comme x # 0 et x > 0, alors il existe jo tel que x;; > 0, Dond, pour tout i, on a: y; = Zpijxj =
j=1

n
PijoXjo + Z Pijxj >0 car P> 0 et x > 0. D’ot le résultat demandé .
i=1370

5°] Montrons que : Vx € B, 0(Px) > 0(x) et 6(Px) >0
Pour ® € Ty , on a : Ox < Tx, donc OPx =P(0x) < P(Tx) car P>0 (P(Ix —6x) > 0)
>0
D’ou OPx < T(Px) car TP = PT ( P polynome en T) et par suite I'y C Tpy
En conclusion :
0(x) = maxT'y < maxTpy = 0(Px).

Reste & verifier que 8(Px) >0 .
D’apres la question 4° P(B) C B™, donc TPx = P(Tx) > 0 et Px > O car Tx € B et puis 0(Px) =

min{% ,i=1.n}>0.

6°] Supposons que X € B est un vecteur porpre de T associé a la valeur propre A, montrons que ©(Px) =

0(x) .

x étént positif, donc Tx > 0 et pour tout i=1.1m, 0

(Tx)4
Xio

Comme P = (I+T)™ 1, il en résulte que (1+A)™"" est une valeur paropre de P et Px = (1 +A)™ 'x.

D'ott O(Px) = 0((1+A)"""x) =0(x) car (1+A)""50.

En conclusion : 0(Px) = 0(x)

< (M) <A .
°>0.

Pour ip € {1,...,n} tel que x;, #0,ona A >

7°] Soit x € B tel que 8(Px) = 0(x). Montrons que X est un vecteur propre associé a la valeur propre

0(x) .

Posons y =Tx — 0(x)x, onay > 0

Siy 0, comme P>0,0ona:0<Py=P(Tx—0(x)x) =P(Tx) —0(x)Px =T(Px) — 0(x)P(x) car P et

T commutent.

Donc, pour tout i € {1,...n}, (T(Px));i —0(x)(Px); > 0 et puisque 0(x) = 0(Px), on a : 0(x) <

min{% ,i=1.n}=0(Px) ce qui est absurde .Donc : y =0 et par suite Tx = 0(x)x .
i

8°] Soit C=BN Z ={x € R" /x > 0 et ||x]|; = 1}. Montrons que 0 : P(C) = R, y + 0(y) est

continue sur P(C).

(Ty)s

Pour i = 1..n, soit 'application @i :y +— est bien définie et continue sur P(C) car tout élément y

1
de P(C) est strictement positif . Donc © = min(@;)1<i<n est continue sur P(C) .
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9>

§ ®

9°] Comme C=BnN Z ={x € R"™ /x> 0et ||x]|; =1} est un compact ( fermé +bornée en dimension
finie ) , et I'application P est coninue sur R™ car linéaire sur un espace de dimension finie, donc P(C) est
compact dans R™ .

L’application © étant continue sur le compact P(C) & valeur dans R , il existe donc xg € P(C) tel que

O(x0) = sup 0O(x)
x€P(C)

10°] Pour x € C C B, on a Px € P(C) C BT et par la question 5) : 8(x) < 6(Px) . Donc :

Pour tout x € C=B N Z, 0(x) < O(Px) < sup 0O(y).et par suite :
y€eP(C)

sup O(x) < sup O(y)

xeC yeP(C)

1
11°] Lorsque x décrit B | alors y = Wx décrit C, donc sup ©(x) = sup 0(||x||; y) = sup 6(y) car

1 x€B yeC yeC
|Ix]l; > O (voir question 3° )
12°] D’apres ce qui precede, on a :
sup O(x) = sup 0(x) < sup O(x) =B(x0) "= O
xEB xeC xEP(C)
C-BN) —P(C)

est bijective, on a :
X — Px

Comme 'application {

sup O(x) = sup 0O(x)
xeC x€P(C)

13°]

xo € P(C), donc xg > 0. On rappelle que C=B N Z ={x € R"/x > 0et ||x|]|; = 1} est compact .
On a aussi y = Txg — 0oxp = 0 .

Siy >0, alors pour tout i=1.m; (Txg); — 09(x0)i > 0, donc O < { ((T:()))i7 i=1.m} et apr suite :
0Ji
Txn )i
00 < min{ ((;O))l, i=1.1n}=0(xg) = 0g ce qui absurde. D’ou Txg = 0¢oxp .
0Ji

Par ©(Px) > 0 pour tout x € BN Z = C et que O est continue sur le compact P(C), on déduit que

Og= sup O(x)>0.
xeP(C)

Une méthode d’approximation

T est une matrice stochastique positive telle que P = (In +T)™' > 0, x = (x1,....xn) € C" et xT =

(Ix1l,..; xnl)
1 k=1

Pour k € IN*, Rk:E%T)
j=

14°] Soit ©® € C et x € C™ un vecteur propre de T associé & 0, on a x /0 et Tx = 0x
Pour i=1..m; (Tx); = 0x4, donc 0] [xi| = |(Tx)il .
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Tx)i tii |x (1 =0
Si T = (ty), alors (Tx); ZtUXJ et apr suite : I Z U} J| vz Dol 0] [x4] <
= = (TX+)

(Tx™"); et par suite :
0| xT < Tx T

15°] Comme x 0, on ax™ > 0et x™ #0 et [8]x™ < TxT (question 14 ). Donc [8] < 8(x™) < 0,.

16°] Ona|9|||x||1—IGIZlel—ZIGIle Or Tx = 6x, donc :

i=1 i=1

ol [x"l, =1ellixll, =lexlly =IITxl|; ZlTx

En conclusion :
101 lx {3 < [x™|;

Comme x 0, on a ||X+H1 >0 et puis 0] < 1

17°] Comme T est stochastique (Vj, Ztﬁ =1 ), alors ® = 1 est une valeur propre de T associée au
i=1

vecteur propre x = (1,1,.....;1) € R" donc 0 =1 < 0y ( question 15). or Og est valeur propre de T

(question 13) et puis apr la question 16, on a :

0o =1

18°] Montrons que pour tout k > 1, T* et Ry sont stochastiques.

Premiere méthode : On ulilise les résultats suivants

(1) Une matrice A € Mnn(R) et stochastique si et seulement si u = (1,....,;1) est vecteur propre associé
a la valeur propre 1.

(2) Si Q € R[X] et A € Mpn(R) admet une valeur propre A associé a un vecteur propre x, alors Q(A)
est une veleur propre de Q(A) associé au vecteur propre X.

Et on remarque que T* et Ry sont des polyndmes en la matrice stochastique T .

Dexieme méthode : Utiliser une récurrence

TO =1, et T' sont stochastiques

Si, pour k > 1 la matrice T¥ est stochastique, alors
n n n n

> (T )y = MMy =) > (MalT¥y

i=1 i=1 1=1 =1 i

-3 My

I
—_

n
= Z(Tkhj =1 (par hypothése de récurrence )

Tk+1

Donc est aussi stochastique.
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1 k—1 ] n n 1 k—1 k—1 1 n k—1 1
=EZijd0nC Z(Rk)U:ZEZ(T )1'= : EZ(TJ)l = : =
j=0 i=1 i=1 j=0 j=0  i=0 j=0
-1
19°] Montrons les inégalités : Vk € IN* | H1 <1 et ||Rifl; <1

Soit x € R™ tel que x #0, et k >

7™,

On en déduit que HTkH

De méme ||Rk||; <

Soit k € IN*, Si k =1, alors Ry =1, , donc TR;

2
Tl + Ml =14+T1=7
Sik>1,ona:

1¢ o 1
mk—Rk=—ZTJ —
1 0 2 :
e (e, + i) <

1,0n a:

n n
gl 6] =) > (T94]x] CarT>0
j=1 i=1 H},O-/
n n
= Z Z )ij |xj| car T est stochastique

= sup
x70
1 car Ry est aussi stochastique.

20°] Montrons que : Vk € N*

i=1
S

=;\ o1
[Tl

l1x1l4

j=1

o

=

= lIxll,

~X

2
i ITRk — Rk < =

— Ry =T —1I; et par suite ||TR; — Rq||; = ||T —In||; <

Ezr-x

K‘ |

]
T* —1I,,), donc || TRk — Ri||; = HE(Tk —1In)

1°] Soit x € C™ , montrons que la suite vectorielle (Rgx)k a au moins une valeur d’adhérence

Comme Ry est stochastique pour tout k > 0, on a d’apres la question 19) : ||Ryx||; <

IRl Xy < [l

. La suite (Ryx)x est bornée dans 'espace de dimension finie C™, donc par le théoréme de Bolzano-

Weiestrass, la suite (Rgx)x admet au moins une valeur d’adhérence dans c".

telle que Jim R
elle que ]igol @
done lim (TR )X — Ry (x)X)

sur C™ ( application liéaire sur un espace de dimension finie ) et que lilzn Ry

KX =Y. Or [[TRy(

2°] Soit y une valeur d’adhérence de la suite (RxXx)k>1 et @ : N* — IN*, k — (k) une extraction

2
10X — Reox|[; < [TRe) — oK) xilly = 0.

wolly ally <

= 0 ( toutes les normes sur C" sont équivalentes ) et comme T est continue

KX =Y, il en résulte que

lilzn TRox=Ty et puis Ty=y .

k] k—1

PourtoutjEN,ij=y (y point fixe de T ), donc Ryy = kZTJy lzy Y.
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(23

g 8

23°] Soient y et z deux valeurs d’adhérence de la suite (Ryx)y et m, 1 deux entiers naturels, on a :

Ri(Rmx —2z) —Rm(Rix —y) = —Riz+Rny =y —z ( resulte de la question 20) et du fait que Ry et
Rm commutent car des polynomes en T ) .

24°] Montrons que la suite (Rgx)x admet une seule valeur d’adhérence.

Siy et z sont des vaelurs d’adhérence de la suite (Ryx)k , alors d’apres la question 23)
ly—z|l; =I[Ri(Rmx—2z) — Rm(Rix —y)||;
IR (Rmx —z)[|; + [|[Rm(Rix —y) ||
[IRully [IRmx — 2|5 + ||Rmll4 [[Rix — yl|;
< IRmx —z[|; + [|[Rix —yI car [[R|l; <1
On prend alors 1 = @ (k) et m =1 (k) ou @ et P sont deux extractions telles que Em HRw(k)x — ZH1 =0
o0

<
<

et lim [|Rg (10X —yH1 =0, pour déduire que lim ||y —z||; =0 et puisy =z .
koo koo

25°] Soit x € C™, la suite (Rgx) est bornée et admet une unique valeur d’adhérence dans C™, donc

converge dans C™. Sa limite dépond a priori de x, notons la Rx : Rx = l]im Ryx.
o0

Par linérité de Ry et de la limite, on déduit que R est linéaire ( R est donc une matice, d’apres d’identifi-
cation faite au début du probleme ) .

Si I'on prend x = Ej ot (Ej)1<j<n est la base canonique de C" on a: lilzn RkE = RE; , donc les suites

composantes de (Rg)x convergent vers les composantes de R et par suite (Ry )y converge vers R ..

26°] Montrons que T et R commutent .

T et Rx commutent car Ry est un polyndme en T. Comme TRy = Ry pour tout k > 1 et que les

applications Mpn(C) — Mpn(C) et Mpn(C) — Mnpn(C) sont continues (car linéaires sur un
M — MT M — ™M

espace de dimensions finie ) , on a donc : TR = li]r<n TRy = lilzn RxT =RT .

27°] Montrons que RT =R et RZ =R .

D’apres al question 20) la suite (TRx — Ry )y converge vers O et par la question 25) la suite (Ry )y converge
vers R, donc (TRy)y converge vers R. Mais (TRy )y converge aussi vers TR, donc TR = R..

k—1 k—1
Pour k € N* RxR = 1 Z TR = 1 Z RT et puisque RT = R, on a aussi RT =R pour tout j = 0,
K j=0 K j=0
1 k—1
done RkR=E;R=R.
j=

On fait tendre alors k vers +o0o ('application M +— MR est continue ), il en resulte que R?=R.

o _ ) _ B f Im(T—1,) C Ker(R)
28°]Par TR =R,ona : (T—I4)R=R(T—1I,) =0 (T et R commutent ). Donc : { Im(R) C Ker(T — L)

De plus R = R, donc R est un projecteur tel que Im(R) C Ker(T —1Iy) .

29°] On suppose que Ker(T —I) =1, alors par la question 28) , rg(R) < 1.
Notons u = (1,...,1), on a : Ryu =u pour tout k > 1 car Ry est stochastique. Donc Ru = gm Ryu=u
o0

et par suite R 0 ( R est méme stochastique).

Dourg(R)>1.

On conclut que Im(R) = Ker(T — I,) et Ker(R) =Im(T —1I) .

On sait que Xg est un vecteur propre de T associé a la valeur propre 1 ( voir questions 13 et 17), donc
Ker(T —1I,) =vect(xg) .

Soit x € B, on a Rx € Im(R) = Ker(T — 1) =vect(xp), donc il existe A € R tel que Rx = Axg (**).
De (**) on déduit que A > 0 car R > 0 et xo >0
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De plus [Al[|xo]l; =IRx]|; =) (Rx); carR>0etx >0

-

-
I
-

|\”4=

Z )%
1

n

n

-
I
-
N

M-

Z )%

1

—.
Il
—_
-

n
Z )ijXj R est stochastique
i=1

CEe

x5 = Ixll,

.

-
Il
—_

Donc A =|A| = Il et par suite Rx = Il
%ol %ol

Remarque : Siy € BN Z =C, alors y € B et ||y]|; =1, et par suite

X0

X0

limRyy =Ry = ——.
koo lIxoll4

( Ala prochaine )
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Devoir libre N°10
Reésolution d’une EDP
Changement de variables

MP-CPGE Rabat

Vendredi 3 Décembre 2010

,{ Blague du jour

Une fonction constante et exp marchent tranquillement dans la rue. Soudain la ils
apercoivent la différentielle qui approche. Se sentant menacée, la fonction constante se
sauve. Dans un air moqueur et de défi, ’exp crie : Ah!Ah! je m’inquiete pas, MOI, je
suis une puissance, je suis ex. Dans quelques minute la différentielle revient avec juste sa

0
force partielle et crie : Salut, MOI, je suis @

~ Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)

Philosophe, scientifique, mathématicien, diplomate, bibliothécaire et homme de loi allemand. Orphelin de
pere a 6 ans, il a quand méme réussi une carriere florissante. Il est reconnu comme le plus grand intellectuel
d’Europe, pensionné par plusieurs grandes cours, il tait aussi correspondant des souverains et souveraines.
Comme philosophe, il s’est intéressé fort tot a la scolastique et a la syllogistique. Il a concu le projet d’une
encyclopédie ou bibliotheque universelle . Comme mathématicien, il a fait entrer les sciences dans la nouvelle
ere de 'analyse intégra-différentielle.

Notations.
- Soit D ={(x,y) € R? tel que x > 0,y > O} et f est de classe C? sur D.

—~ On pose r=vVx2+y2 t= % et f(x,y) =g(r, t).

— On pose enfin Tf(x,y) =xﬁ(x7y) +y§—;(x7y).

ox
— Pour tout a € R, on pose Ng ={f € C' (D) tel que Tf — af = 0}.
@ Montrer que D est un ouvert.
@ Préciser le domaine de définition de g, puis justifiez qu’elle est de classe C2.
[[3) Si(f,h) € C'(D) x (D), exprimer T(fh) en fonction de f, h, Tf et Th.

@ Si(f,@) € c'(D) x CZ(]R), donner 'expression de T(¢ o f).

@ Exprimer Tf en fonction de 6_9 9% , T, t.

or’ ot’
@ Calculer Tt.
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Montrer que si @ € C*(R™*) alors @ ot € No.
En déduire la forme générale des fonctions f € No.
Calculer Tr.

Montrer que f € Ng <= rf € Ny, en déduire la forme générale des fonctions f € Ny.
Pour a € R, calculer t(1r%), en déduire la forme générale des fonctions f € Ng.

On se propose dans la suite de résoudre I'équation : (*) Tf — af = bh ot h € Ny,.

a  On suppose d’abord que : a = b Montrer que (*) admet une solution particuliere fy de la forme

fo=@(r)h ot @ € C'(RT™) que 'on explicitera, en déduire la forme générale des solutions de (*).

b On suppose maintenant que : a &b Montrer que (*) admet une solution particuliere fy de la forme

fo = Ah ol A est une constante que l'on explicitera ; en déduire la forme générale des solutions de (*).

Résoudre les équations suivants :

of of ¥ +yr—xy
a xa(&y)—l-y@(&y)—f(&y)—x2+yz+xy'
of of (x¥*+y?) (x—y)
of o —2f - :
b xax(x,y)+yay(x,y) (x,y) Xty
< Ala prochaine )
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Corrigé Devoir libre N"10 (Pr Mamouni)

Résolution d'une EDP
Changement de variables

MP-CPGE Rabat

% Blague du jour |

Pour une question bien précise :

e Un ingénieur pense que ses équations sont une approximations de la réalité.
e Un physiciens pense que la réalité est une approximation de ses équations.
e Un mathématicien s’en moque.

—

John Machin (1680 - 1751)

Mathématicien anglais, connu principalement pour avoir calcul en 1706, 100 décimales de 7t grace a la formule
14
qui porte son nom : — = 4arctan — — arctan 1239. Malgré un nom de famille tres drole, John Machin a

enseigné les mathématiques a Brook Taylor. Il était aussi professeur d’astronomie, secrétaire de la Royal
Society et membre de la commission qui décida de la priorité de Calcul entre Leibniz et Newton en 1712.

1)

2)

3)

4)

5)

6)
7)
8)

9)

[mo[’ np uapmmung;@

D = {(x,y) € R? tel que fi(z,y) > 0} N {(x,y) € R? tel que fo(z,y) > 0} est un
ouvert en tant qu’intersection de deux ouverts, car les fonctions fi(x,y) — = et
fo(z,y) — y sont continues.

La linéarité de l'application T : f — T( f ) découle de celle des dérivées partielles.

_ a(fh) Rof o) _ oh ., Of
T(fh) = ST(h) + T (f) car =5 f Mo oy = oy Ty
o doof) o, o Of Oeof) . 0f
Too )= (¢ o )T car ZED (o 2L AED (o O,
or _ oroy , ooy o _ ws
D’aprés les formules du cours : g% gx gg gx gg on en déduit que g;@ ggg 5?2
f of 5 8_y: 8y87" Gy(‘?t a_y: ror | Ox ot
PN _ _g
donT(f) == To +y8y rwt

Tt = 0, simple calcul.

T(pot)=(¢'o)I't =0, donc o € Nj.

D’aprés ce qui précede, si f = pot, alors f € Ny. Inversement soit f € Ny, alors
T(f) = Tgr = 0, donc g‘g (r,t) =0, donc g(r,t) = ¢(t), d’ou f(z,y) = g(r,t) = @(t) =
pot(x,y). Donc g ot est la forme générale des éléments de Ny.

Tr = r, simple calcul.
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10) rf € Ny <= T(rf) =rf <= rT(f) + fT(r) = rf <= T(f) = 0 car Tr = r, ainsi

feEN << —-feNy<= —f =pot < f =rpot, cest la forme générale des
T r
fonctions f € Nj.

11) Poura € R, calculer T(r*) = T ((2? + y*)2) = ar®, de la méme facon que précédement,
onaT(rf) =r*T(f)+ar®f, donc r*f € N, <= f € Ny et on en déduit que la forme
générale des fonctions f € N, est f =r%pot.

12) (*) T'f —af =bh ou h € N,, donc Th = bh.

a) Supposons a = b, soit fy = (r)h une solution particuliere fy ott ¢ € CH(R**
donc T'fy = T((por)h) = (por)Th+ hT'(por) = (por)bh+ h(¢ or)Tr
bf+rh(¢'or), ainsi T fo—afy = bh devient (b—a) fo+rh(¢'or) = h,d’oury'(r) =
c’est une équation différentielle du ler ordre de solution ¢(r) = Inr. Soit f une
solution générale de (*), comme l'est fy aussi, alors T'(f — fo) — a(f — fo) = 0,
dou f — fo € N, donc f — fo =1%ot,dou f=fog+ripot=Inr+ripot
c’est la forme générale des solutions de (*) quanda = b

b) On suppose maintenant que : a # b. Soit fy = Ah alors T fy = AXTh = A\bh,
1
Tfo— afy = h donne A\ = 2

),
L,

. De fagon pareille toute solution f de (*) s’écrit

—a
1
sous la forme f = fo +r%pot = b—h + r% ot, c’est la forme générale des
—a
solutions de (*) quand a # b.
2,2
13) a) Pour cette équation a = 1, h(z,y) = w Les calculs montrent que
e Ty - Ty

Th =0, doub =0, donc a # b, dou f(x,y) = —h(z,y) + Vx> + y?p (%), ol

¢ : R™ — R de classe C.

(z° +9%) (z —y)
T4y

a=">0=2 donc f(z,y) = Iny/22+ 32+ (2% + )y <%>, ot p : R™* — R de

b) Icia = 2,h(x,y) = . Les calculs montrent que Th = 2h, d’ou

classe C!.

Ala prochaine
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Devoir libre N°11
Extremaliés
Multiplicateurs de Lagrange

MP-CPGE Rabat

Vendredi 10 Décembre 2010

% Blague du jour }

Lors d’un discours prononcé devant une assemble de professeurs de mathématiques,
George W.Bush les met en garde contre le mauvais usage des mathématiques pour in-
culquer aux jeunes américains des visions politiques extrémistes.

Si j’ai bien compris, dit le président, dans vos cours d’algebre vous apprenez a vos étudiants
la résolution des problemes et d’équations avec l'aide des radicaux. Je ne peux pas dire
que j’approuve ceci...

—~ Joseph Louis, comte de Lagrange (1736-1813)

En italien Giuseppe Lodovico Lagrangia , est un mathématicien, mécanicien et astronome franco-italien. N
en Italie, mais de famille francaise par son arriere-grand-pere.

Fondateur du calcul des variations avec Euler et de la théorie des formes quadratiques, son nom figure
partout en mathématiques. Il développe la mécanique analytique, pour laquelle il introduit les multiplicateurs
de Lagrange. Il entreprend aussi des recherches importantes sur le probleme des trois corps en astronomie.
Il élabore le systeme métrique avec Lavoisier et enseigne les mathématiques a I’école normale et a 1’école
polytechnique.

ol up wonemRyIY P

Principe

Soit U un ouvert de R™ et f: U — R de classe C'. Soient fi : U — R de classe C'oul <i<met
V ={x € U tel que fi(x) =0, VI <1< m}. Montrer le résultat suivant :
Si fly admet un extremum local en un point a € V, alors

P
3(A)1<icm tel que gradf(a) = Y gradfi(a)

i=1

Les coeflicients (A;)1<i<m s’appellent multiplicateurs de Lagrange.

Distance d'un point une sous-espace affine.

@ Soient € un sous-espace affine de R™ de dimension p et a € R™ tel que a € £, on se propose de donner
une formule pour calculer

d(a, &) =71€nei?d(a,x)
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Montrer que la distance de a a € est réalisée en un seul point, Xq = pg(a), la projection orthogonale de
asur &, ie.

d(a,€) =d(a,xq)

Montrer qu’il existe A € Mun_pn(R) tel que rg(A) = n—p et Ib € R" tel que &€ soit d’équation
Ax+b=0,ie., x € & si et seulement si Ax+ b =0.

Montrer que Ker A = Ker (AtA), puis en déduire que A'A est inversible.
Montrer que xq = a — (*A). (/l\t/l\)_1 (Aa+b), en déduire que d(a, &) = H (*A). (A'A) ! (Aa+Db) H

Soit f: R — R , calculer g]ragf(x)7 puis en déduire que IA € R™ P tel que xq — a =
x — d(a,x)?

gragf(xa) =(*A)A
Montrer ensuite que A = — (AtA) - (Aa—+b).

Si ‘H est un hyperplan affine de R™ d’équation H : @1X1 4+ ++++ anxn +b=0et M = (x7,--+ ,Xn) €
R™ \ ‘A, montrer que

d(M.H) laix1 + -+ + anxn + b|

af+---+a}

Le quotient de Rayleigh.

1)

9

¢

5

Une fonction f: R™ — R est dite homogene de degré d si elle vérifie la relation suivante :
f(Ax) = A%(f(x)), VA €R, Vx € R™

Montrer que si f est homogene de degré d et bornée sur la sphere unité "1 alors
Ja > 0 tel que [f(x)] < o ||x||?, ¥x € R™
Soit A € My (R), symétrique. On munit R™ de son produit scalaire canonique et on pose

_ (Axx)

(x,x)

Montrer que que la fonction f:x +— (Ax,x) est homogene.

R(x)

, Vx € R"\ {0} Quotient de Rayleigh.

Montrer que la fonction x +— R(x) admet un minimum et maximum globaux.

a
Montrer que a € R™\ {0} est un extremum pour la fonction x +— R(x) si et seulement si W est un

extremum pour la fonction x +— f(x).

Soit @ € 8™ extremum pour f, montrer que IA € R tel que Aa =Aa
Indication : Pzenser a utiliser le principe des extremas liés de Lagrange pour la fonction f avec la contrainte
frox e ||x||”—1.

Al , max (Ax,x) max |A|

En déduire que min (Axx) =
x0 (X,X)  Aesp(A)

= mi
xA0 (X,X)  Aesp(A)
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Les lois de I'optique géométrique

Nous supposons que la lumiere se déplace en minimisant le temps de parcours et que, de plus, dans un milieux
homogene, sa vitesse est constante. Dans un tel milieu, ses trajectoires sont donc des segments de droite. La
question est de savoir comment est modifie sa trajectoire lorsqu’elle traverse la surface séparant deux milieux
dans lesquels elle circule des vitesses différentes (lois de la réfraction) ou lorsqu’elle se réfléchit en un point
de (lois de la réflexion). Dans le premier cas, un rayon lumineux issu d’une source ponctuelle S place dans le
premier milieu traverse une surface ¥ C R3 en un point M et poursuit sa trajectoire jusqu’en un point cible C
du second. Dans le second, M est le point en lequel le rayon se réfléchit vers la cible et celle-ci est dans le méme
milieu que la source. Nous supposons que X est définie par une équation cartésienne de la forme f(x,y,z) =0,
o f est de classe C! sur son domaine de définition. Soit v la vitesse de la lumiere avant 'incidence et v, apres,
on a en particulier vi = v, en cas de réflexion.

Montrer que la fonction g : M — HWH est de classe C' sur R3\ {S} et donner gradg(M) pour tout

M € R*\{S}
Soit t : M — t(M), la fonction qui calcule le temps de parcours du point source S au point cible C, en
— —
[$™m] M|
passant par un point M € . Montrer que : t(M) = " + o
1 2

En déduire gradt(M).

Rappeler le principe des extremas liés et multiplicateurs de Lagrange.

see8 § §

Soit A € Z ot le temps de parcours du point source S au point cible C, passant par A est minimal.

— —
Montrer que IA € R tel que jA _C>A = Aﬁf(A)
e

—
Que représente gradf(A) pour X.

99

En déduire la lere loi de 'optique géométrique :

— —
Le rayon incident SA, le rayon réfracté (ou réfléchi), CA et la normale au point d’incidence la surface de
séparation X sont dans un méme plan.

¢

Ce plan coupe le plan tangent a la surface X selon une droite A. En projetant scalairement 'égalité
précédente sur le vecteur unité normé U de celle-ci orienté dans le sens de déplacement de la lumiere, en

déduire la seconde loi : )
smr - vy

sini vy

ou i désigne I'angle d’incidence et r celui de réflexion ou de réfraction (faire un dessin)

@ Que peut-on dire & propos des angles d’incidence et de réflexion.

( Ala prochaine )
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Corrigé Devoir libre N"11 (Pr Mamouni)
Extremaliés
Multiplicateurs de Lagrange

MP-CPGE Rabat

% Blague du jour }

e Pourquoi ne faut-il pas lancer un défi (lisez d@) un mathématicien ?

- Réponse : Parce qu’il I'integre et en fait un ¢ !

e Qu’est ce que crie un escargot sur le dos d’une tortue ?

- Réponse : Yaaaaaaaaaaahoo00000000000000000000ouuuuuuuuuuuuuu !
e Que dit un hérisson qui se cogne a un cactus ?

- Réponse : maman !

~ Ludwig Otto Hesse (1811-1874)

Mathématicien russo-allemand. Il a travaillé sur les invariants algébriques. Il a donné son nom a la Courbe
o%f
axian
citera Jacobi et Bessel. Les travaux les plus célebres de Hesse portaient sur la théorie des fonctions algébriques

et sur celle des invariants.

de Hesse, a la Matrice hessienne ( ) et a la forme normale de Hesse. Parmi ses professeurs, on
1<i,j<n

(ol up wopnewyeyy |

Les lois de l'optique géométrique

@ Posons S = (a,b,c), onag: M = (x,y,2) HWH \/x—a +(y—>b)2+(z—c)? est

de classe C' sur R3\ {S} comme composé des fonctions

e: RA\{S} — R% et Pp: RY — RY quisont de classe c’,
(x,y,2) — (x—a)?+(y—b)?+(z—c)? t — Vi
d 9 9 & x—a) i+ y-b)jHz—0K
avee gradg(M) = IM)T + IMT + I MK - y—blj + -
ox oy 0z Vx—a)Z+(y—0)2+ (z—c)?

SM
Jsm]

pour tout M € R3\ {S}.

@ Soit t1, le temps de parcours du point source S au point M et t; celui du point M au point cible C, on a
t(M) = t7 + t2. Or le mouvement du point S au point M est un mouvement uniforme, & vitesse constante

M| Rl

5™ [sM] | em]
égale vy, d’ou HWH =tvq, donc t; = y . De méme t; = ,dou t(M) = + ramt
1
sSM cM
@ D’apres les deux questions précédentes, on en déduit que : gradt(M) = +
[sM] " va- V‘H
@ Sl U un ouvert de R™ et £: U — R de classe C" et f; : U — R sont de classe C' ot 1T < i< m et

={M € U tel que fi(M) =0, V1 < i< m}tel que fly admet un extremum en un point A E V alors
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¢

¢ 8

P
I(Ai)1<i<m tel que gragf (A) = Z gragﬂ(A). Les coeflicients (A;i)1<i<m s’appellent multiplicateurs de
i=1

Lagrange.

le point A € X est celui ou la fonction t : M +— t(M) atteint son minimum sur la surface £ d’équation
f(M) =0, d’apres le principe des exremas liés de Lagrange, on en déduit que :

— —
dA € R tel que gr—ad)t(A) = _S>A + _C>A = Agl“_ad)f(A)
[SA] w1 [[eA] -+

Résultat du cours, comme application du théoreme des fonctions implicites : graa)f (A) dirige la normale
du plan tangent X au point A, car £ a pour équation f(M) = 0.

—_— = —
D’apres la question les trois vecteurs CA, SA et gradf(A) forment une famille lie de I’espace, donc sont
dans un méme plan.

Soit Z' = Al un vecteur directeur unitaire de la droite A, intersection de deux plans (voir dessin ci-

— 5 0m - 5 0m
dessous), on a graa)f(A) 17z = 0, SA,?> =5 —1iet SA,?> =5 — 1 (angles non orientés), d’o

— — — —
f(A)-Z =0, SA-Z ==+ HSA‘ siniet CA-Z ==+ HCA‘ sinT. En passant au produit scalaire par
SA CA —;
Z' dans la relation — + = = Agradf(A), puis aprs la valeur absolue, on obtient la 2me
[SA][ w1 [[CA]-v:

sint vy
loi: — = —=.

sini  w

rgpetefi s deu plans

@ Les angles d’incidence et de réflexion sont égaux car dans le cas de la réflexion, le rayon est toujours dans

le méme milieu, donc vy =v;.

( Ala prochaine )
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Devoir libre N°12

Methode QR et applications

MP-CPGE RABAT

Vendredi 7 Janvier 2011

—~ Blague du jour

e Une puce et un labrador discutent :

-Le chien : Qu’est-ce que tu a regardé hier soir la télé ?
-La puce : La deuxieme chienne, et toi?

- Moi, canal puce ...

® Qu’est-ce qu'un dromadaire ?

Réponse : c’est un chameau qui bosse double!

,{ Alston Scott Householder (1904 -1993) }

Mathématicien américain specializé en mathématiques appliquées a la biologie et en analyse numérique
On lui doit les transformations de Householder et les méthodes de Householder pour la résolution
d’équations algébriques ou linéaires. Il a contribué au développement de plusieurs revues mathématiques
il a été président de I’American Mathematical Society

[mo[ np uapp,euuaqmw}

Objectif: Le but de ce devoir libre est de présenter différentes méthodes pour obtenir la factorisation
QR tres utile pour la résolution exacte ou approchée d'un systeme linéaire Ax = b et une application pour
la résolution du probleme des moindres carrées.

Factorisation QR.

On se propose dans cette partie de démontrer puis de donner des application du théoreme suivant :

Théoreme : Toute matrice carrée A se décompose sous la forme A = QR ou1 Q est une matrice orthogo-
nale et R une matrice triangulaire supérieure. Cette factorisation est unique si on impose le signe des termes
diagonaux de Q, quand A est inversible.

~ 1.1 Unicité.
Soit Q, Q’ deux matrices orthogonales et R, R’ deux matrices triangulaires supérieures telles QR = Q’'R’ =

A inversibles.
|j> Dire pourquoi QQ’~! est orthogonale, triangulaire supérieure. En déduire qu’elle est diagonale.

@ Que peut-on dire de ses termes diagonaux.
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35 Conclure.

1.2 Existence

€ Méthode de Gram-Schmidt

Soit A une matrice carré d’ordre n inversible. On suppose A = QR avec Q est une matrice orthogonale et R
une matrice triangulaire supérieure carrées d’ordre n. Soit Aj, Q; et R; les colonnes respectives des matrices
A, Q et R. On note par r; les coefficients de la matrice R, avec ry; > 0.

Ar=111Qy

Az =112Q1 +122Q2
Montrer que : <

An=11nQ1+120Q2+ -+ +7TnnQn

Dire comment trouver les coefficients rj; et les colonnes Q;.
Indication : les colonnes Qj forment un base orthonormale directe de R™.

s 8§ B

Montrer que Vect(Aq, -+ ,Ax) =Vect(Qq, -+, Qx), Vk €[[1,n]]

Que représente la famille (Q1q,- -+, Qn) pour la famille (Aq,--+,Ay), et proposer une une méthode
de calcul simple pour trouver les matrices Q et R.

@ Que se passe-t-il quand la matrice A n’est pas inversible.

Q Méthode de Givens.

Idée : Multiplier A = (ajj) € Mn(RR) successivement par des matrices orthogonales pour faire apparaitre
des zéros en dessous de la diagonale.
Soit 1,j deux indices fixes. On pose :

1 si aﬁ=aji=0 1 si aﬁ=aij=0
Cij = Qi . et sjj = Qi .
————— sinon —————— sinon
2 2 2 2
\/ Qi a5 \/ Y Ay
1
1
Cij Sij
1
On pose Q1 =
1
—Syj Cij
1
1

|j> Montrer que Q1 est la matrice d'une rotation.
@ Montrer que le coefficient d’indice (j,1) de Q1A est nul.

@ Dire comment trouver les matrices Q et R.
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4 \> Ecrire un programme qui décrit la méthode de Givens.

e Méthode de Householder.

Définition: On appelle matrice de Householder, toute matrice H(v) de la forme :

vty

HW) =In—
Il

|j> Montrer que les matrices de Householder sont des matrices orthogonales.

ol v est un vecteur colonne.

@ Soit a = (a;) € R™, on se propose de montrer dans cette question qu’il existent deux matrices de
Householder H(v1) et H(v;) telles que les 1 — 1 derniéres composantes de H(v1)a et H(v;)a sont

toutes nulles. On note par B = (ey, - -+, en) la base canonique de R"™.
n

a leércas: Z lai| #0. On pose vi = a+ ||a|| ej etva =a— ||a|| e2.
i=2
i Montrer que vy et v sont différents et distincts.
ii Calculer *ejH(vi)aetteiH(v;)a.

iii En déduire le résultat.

n
b 2émecas:Z|ai|—|-O.
i=2
i Montrer que H(a; + ||al| e1)a = ||al| er.

ii En déduire le résultat.

On note par a la lere colonne de A, soit v € R™ tel que les n — 1 derniéres composantes de H(v1)a et
H(v2) a sont toutes nulles. Quelle est la forme de la matrice HA.

Dire comment annuler les coefficients en dessous de la diago-

nale dans la 2éme colonne de A.

|j> Dire comment trouver les matrices Q et R.

Méthode des moindres carrés

Probleme: Quel est la droite la plus proche a trois points donnés. En général quel est le polynéme de
degré m (degré fixe), dont la courbe est la plus proche a n points donnés.

Position du probleme : Soit m, n deux entiers naturels donnés et M; = (x;,yi), (1 <1i < n)n points

m
donnés. Comment choisir les coefficients du polynéme de degré m, P(X) = Z a X "1 pour que la somme
k=1
n

> (P(x;) — yi)?* soit minimale.

i=1
|j> lercas: k=mn.

a  Donner I’écriture matricielle du systeme

1
X
I

Y1
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b En déduire que le probleme des moindres carrés admet une solution unique.

Quel est cette solution.

@ 2éemecas: k < n.
n

a  Ecrire Z (P(xi) —yi)? sous la forme ||Ax — b || % oi1 A une matrice et x, b deux vecteurs colonnes
i=1

a déterminer.

b En déduire que le probleme des moindres carrés admet une solution au point a € R" tel que
— = 2
gradf(a) =0ou f(x) = ||Ax —b||".

¢ En déduire que a est solution du systeme 'AAx =' b
d Dire pourquoi ce dernier systeme admet une solution.
e Dire comment appliquer la factorisation QR pour la résolution de de dernier systeme.

f Application : Quelle est la droite du plan la plus proche aux trois points A (0,0), B(1,0) et C(0,1).

@ 3éme cas : k > n. Y-a-t-il des solutions au probleme des moindres carrés dans ce cas.

( A la prochaine )
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e Devoir libre N"13 (source : Banque PT-2006)

Méthode LU et applications

MP-CPGE RABAT
Epreuve de Nathematiques A

Lundi 10 Janvier 2011
Durée 4 h

~{ Blague du jour

Un mathématicien, un physicien et un biologiste sont dans un train au Maroc. Par la
fenétre, ils apercoivent un mouton noir.

-Comme c’est intéressant, s’exclame le biologiste, au Maroc, les moutons sont noirs !?!
- On ne peut pas affirmer ¢a, réplique le physicien. Toutefois, il existe au moins un
mouton noir au Maroc.

- Allons, allons, faut pas étre sur a ce point, continue le mathématicien, la seule chose
que I'on puisse affirmer, c’est qu’au Maroc il existe au moins un mouton, dont au moins
un coté du mouton est noir!

—~ Erhard Schmidt (1876-1959)

Mathématicien allemand né a Dorpat, en Allemagne (aujourd’hui Tartu, en Estonie).
Avec David Hilbert, il est considéré comme 1'un des fondateurs de ’analyse fonctionnelle abstraite mod-
erne. Il était étudiant de Schwarz et fiit encadré par Hilbert pour son doctorat. Ses travaux de recherche
portaient surtout sur les équations intégrales et sur les espaces de Hilbert, a la topologie et inégalités
isopérimétriques vers la fin de sa vie. Notons enfin que Laplace avait le procedé de Gram-Schmidt bien
avant que ces derniers le fassent

mol np uspieWIY e

sont invités & encadrer les résultats de leurs calculs.

Le probléme est composé de 3 parties totalement indépendantes.

Pour tout entier naturel n, nous notons My (R) ’ensemble des matrices carrées a
coefficients réels d’ordre n.
Nous identifierons dans tout ce probléme un vecteur de R® avec la matrice colonne de ses
composantes dans la base canonique.

Préliminaires

1. Rappeler la définition d’une matrice symétrique.
2. Rappeler la définition d’une matrice orthogonale.
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3. Soient p,q,m,n des entiers naturels strictement positifs.
Si A = (aij) 1ci<p €t B = (bi;)1<i<m sont deux matrices & coefficients réels,
1<j<q 1<j<n

(a) A quelle condition sur p, g, m,n le produit matriciel AB est-il possible ?

(b) Quelle est alors la taille de la matrice AB ?

(c) Sion note c;; le coefficient générique de la matrice AB, donner son expression
en fonction des coefficients des matrices A et B.

Partie I

Dans cette partie, on considére les matrices

1 00
L={110
111
et
2 01
A=1 2 1 3
216

1. Calculer les déterminants de L et A.

2. Montrer que les matrices L et A sont inversibles.
Calculer I'inverse de L.

3. Déterminer une matrice U triangulaire supérieure telle que A = LU.

Partie II

Soit L, U et A = LU des matrices carrées d’ordre n & coefficients réels, de coefficients
respectifs, £;;, ui; et a;;.

1. A quelle condition sur les coefficients £;; la matrice L est-elle triangulaire inférieure ?

A quelle condition sur les coefficients u;; la matrice U est-elle triangulaire supérieure ?

2. Nous supposerons dorénavant que U est triangulaire supérieure et L triangulaire

inférieure.
Pour tous 1 < 4,j < n, montrer que I’on a

min(i,5)

Qi = Z eik’u,kj. (1)
k=1
3. On considére, jusqu’a la fin de cette partie, la matrice d’ordre 3 suivante :
1 2 2
A= 2 1 2
2 21

Montrer que A est inversible.
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4. On cherche maintenant une matrice U triangulaire supérieure et une matrice L
triangulaire inférieure ayant de plus tous ses coefficients diagonaux égaux a 1, telles
que A= LU.

(a) En utilisant la formule (1) pour ay;, calculer u;;.

(b) En exprimant ensuite a;;, calculer 4;; pour tout ¢ < 3.

(c) En exprimant a;s, calculer uis.

(d) En exprimant ag, calculer ug.

(e) En exprimant as, calculer £3;.

(f) En raisonnant de maniére analogue, déterminer les coefficients restants.

5. Calculer U~! et L7 1.

6. En déduire la solution de I’équation

1
Az=1| 0
2
Partie III
T
Notons || || la norme euclidienne de R*. C’est & dire, si z = N
Tn
n
lzll = \| D _a?-
=1
Pour toute matrice B € M, (R), nous posons
|| Bz
Bii=  sup 1521
{eek™\{0}} Izl
1. Calculer |||I]]]
2. Montrer que, pour tout z € R, on a
1Bz|| < [I|BI[l ] -
3. Soit a un réel tel que
vz e R, |Bz| < |||
Comparer « et |||Bl|].
4. Montrer que pour toutes matrices B; et By de M,(R),
[1B1Ball < [[|B1l]] || Belll -
5. Soit B une matrice diagonale ou les coefficients diagonaux Ay, ..., A, sont rangés de
telle sorte que
[A] < [Ae| < -0 <A
On note e; le i-éme vecteur de la base canonique.
133 Tournez la page S.V.P
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(a) Que vaut Be; ?
(b) En décomposant un vecteur z quelconque dans la base canonique, montrer que,

pour tout z € R?,
1Bz|| < [An]ll=]l-

(c) Montrer que
Bl = [An]-
6. Soit B € M,(R).

(a) Montrer que la matrice S = !BB est diagonalisable.

(b) Si u est un vecteur propre de S associé & la valeur propre ), calculer ||Bul||% en
fonction de ||'ul|2 et de A (Il peut étre utile de remarquer que, pour tout vecteur
colonne y de R, on a ||y||? = tyy).

En déduire que toutes les valeurs propres de S sont positives.
Notons p(!:BB) sa plus grande valeur propre.
(c) Montrer qu’il existe une matrice diagonale D et une matrice P telle que

D ='PSP.
(d) En déduire qu’il existe n nombres réels positifs Ay, ..., A, que nous supposerons
rangés par ordre croissant et n vecteurs pi,...,p, vérifiant
Vie {1,...,‘)7,}, tpipi =1,
Vie{1,...,n}, Spi = Aipi,

Viaj € {15'--7"’}1 2#.71 tpipj =0.

n
(e) Siz = cipi, que valent ||z et || Bz| ?
=1
(f) En décomposant un vecteur z quelconque dans la base (pi,...,pn), montrer

que |[|B|ll = v/p(*BB).

7. On considére la matrice B définie par

Calculer |||B||]-

Les 2 premiéres parties présentent la décomposition LU d’une matrice qui permet de
calculer facilement I’inverse de la matrice A™! et donc de résoudre le systéme linéaire
Az = b numériquement. La troisiéme partie introduit la notion de rayon spectral d’une
matrice. On peut ensuite montrer (ce n’est pas I'objet de ce probléme) que la condition
p(!BB) < 1 implique que la suite définie par

zo €R"
{$k+1 = Bz +b
converge quand k tend vers l'infini vers la solution du systéme linéaire
(I-B)z =b.

Cela permet de donner numériquement une valeur approchée de la solution de ce systéme
en un temps beaucoup plus rapide que la méthode précédente.

( A la prochaine )
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Devoir libre N°13 (Corrigé Pr Chéno)

Méthode LU et applications

MP-CPGE RABAT

Lundi 10 Janvier 2011

—~ Blague du

jour

e Une logicienne (spécialiste en logie) vient d’avoir un enfant. Une de ses amies lui
téléphone, et lui demande : C’est une fille ou un garcon? Oui, répond la logicienne.

® Nous sommes dans le bateau des fonctions. Brusquement, le capitaine Factoriel s’ex-
clame : On dérive, on dérive! (on risque de se noyer). Les fonctions s’affolent, surtout
la constante. Mais I’exponentielle réplique : Bof, moi on ne me dérive jamais.
® La vie est complexe, elle a une face réelle et une autre imaginaire.

,{ Leonhard

Euler (1707-1783) |

Mathématicien et un physicien suisse. Complétement aveugle pendant les dix-sept derniéres années de sa
vie, il produit presque la moiti de son travail durant cette période. Euler fut profondément pieux pendant
toute sa vie, il répondait souvent cette anecdote : e2it 4 1 = 0, donc Dieu existe. Certains scientifiques ont
appelé cette identité la formule la plus remarquable du monde . Euler écrit Tentamen novae theoriae musicae)
en 1739 qui est une tentative d’accorder les mathématiques et la musique ; une biographie commente que
le travail est destinée a des musiciens trop avancés dans leurs mathématiques et a des mathématiciens
trop musicaux. Dans les sciences économiques, il prouve que si chaque facteur de production est payé a
la valeur de son produit marginal, alors (sous des rendements a 1’échelle constants) le revenu total et le
rendement seront complétement épuisés.

—[mo[ np uappewaqmw]—‘

Question 1.

Préliminaires

Une matrice carrée A = (a;;) est dite symétrique si pour tout (i, j), on a a;; = aj;, c’est-a-dire si A ="A.

Question 2.

Une matrice carrée est orthogonale si A est inversible et son inverse est égale a sa transposée, autrement
dit A*A =1I,, ou I,, désigne la matrice unité.

Question 3.

Le produit AB existe si ¢ = m.
Dans ce cas le produit AB possede p lignes et n colonnes.

On a, pour 1

Partie I

Question 1.

Ensuite : dét

q
<i<pet 1<j<n, cij =Y amb.
k=1

1
L est triangulaire, donc dét L = 1 (c’est le produit des termes diagonaux).
1 01 1 01 10
A=2|1 1 3 = 211 1 3|=2x3x = 6.
11 6/ ™" oo 3 b
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‘Question 1.2
Comme ces deux matrices sont de déterminant non nul, elles sont inversibles.

1 0 0
La méthode du pivot conduit & L= = | =1 1 0 |. On aura remarqué que dans cette méthode
0 -1 1

du pivot, la matrice L étant triangulaire, les calculs sont extrémement simples et se résument a évaluer
simultanément Lo «— Lo — Ly et L3 «— L3 — Lo.

Question 1.3

Si on veut que A = LU, on est obligé de prendre U = L™1A et on trouve U = , qui est bien

S O N
O = O
W N =

triangulaire supérieure.

Partie 11

Question II.1
On dit que L est triangulaire supérieure si £;; = 0 dés que 1 <7 < j < n ; on dit que U est triangulaire
supérieure si u;; =0 des que 1 < j <7< n.

Question II1.2

n

La formule habituelle est a;; = Z&-kukj, mais si k >4 onafy =0etsik>jonaug =0, de sorte

k=1
min(z,5)
qu’on peut ne calculer la somme que pour k£ < min(Z,j) : a;; = Ciug;.
k=1
Question 11.3
On a :
5 2 2 1 2 2 1 0 0
détA = 51 2/=5[1 1 2| = 5|1 =1 0|=5x1x(=1)x(=1)=5#0,
aTarersis 9 1 2 1|ciecgec1 |1 0 -1

donc A est inversible.

Question I1.4

IT.4.a La formule (1) fournit 1 = a1 = ¢17u11 = uyy donc uyy = 1.

II.4b Puis 2 = a1 = Zgluu = 521 et 2 = azy = A€31U11 = (31 donc 521 = 531 = 2.

II.4.c Puis 2 = a12 = Euulz = U2 donc U12 = 2.

II.4.d De méme 1 = a9y = lo1u12 + footiog = 2 X 2+ 1 X w9y donc ugy = —3.

II.4.e Pareillement 2 = agy = f31u12 + f32U09 = 2 X 2 — 3 X f35 donc f39 = 3"

II.4.f Reste a trouver la troisieme colonne de U. On écrit 2 = a13 = £11u13 donc w13 = 2 ; puis 2 = ag3 =

2
021113 +022u93 = 2 X 2+ uo3 donc usg = —2 ; enfin 1 = ags = f31u13+ 30Uz +F33u33 = 2X 2 — g X 2+uss

donc U3z = —§.
Finalement :
1 2 2 1 0 0 1 2 2
A=12 1 2|=LU=(|2 1 0]x|0 =3 =2
2 21 2 2/3 1 0 0 -5/3
Question IL.5
1 2/3 2/5 1 0 0
On trouve facilement U= = [ 0 —1/3 2/5 | et L7'=| -2 1 0
0 0 -3/5 -2/3 -2/3 1

La encore, les matrices étant triangulaires, on aura noté que les calculs sont extrémement simples !
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Question I1.6

1
On résout Az = 1| 0
2
1 1
Notons y = Ux. Le systeme Ly = | 0 | est triangulaire, donc facile a résoudre, on obtient y = | —2
2 4/3
On résout pour terminer le systeme Ux = y, qui est aussi triangulaire donc facile : on obtient finalement
1 1
—4
Partie III
Question III.1
Comme pour tout vecteur z non nul, on a Iz = x, on trouve bien str |||I||| = 1.
Question II1.2
La majoration est évidente pour x = 0, puisque ||B0|| =0 < 0 = |||B]||]|0]|-

B2]
]

Pour un vecteur x # 0, on a |||B||| qui majore le quotient donc ||Bz|| < ||| Bl||||=|l-
Question III.3

[ B
(]

quotients, c’est-a-dire le plus petit des majorants : ¢’est donc que |||B]|| < «

« est un majorant des quotients alors que |||B||| est la borne supérieure de I’ensemble de ces

Question II1.4
Pour tout z, on a [[(B1Bz)(z)| = [[Bi(Bzx)|| < [||Bul|ll| B2z <| [Bulll > [[|Bzlllllz]l, grace au IIL.2.
BlBQ.'I}

]|

On en déduit que a = |||B1]|| x |||Bz2]|| majore les quotients

11B1Bs||] < o = [[[ Bul[| ||| B[l

, et d’apres ce qui précede,

Question III.5

Remarquons que ’hypothese entraine )\% < )\g <0 K )\i.

III.5.a Bien siir, on a : Be; = A\;e;.
n n
III.5.b  Donc, si x = inei, on a Bx = in/\iei. Alors on peut écrire :
i=1 i=1
n

n
1Bz |* = wa Do wixn =Ml

donc ||Bz|| < |Asll|z]]-

B
IIL.5.c [An| est donc un majorant des quotients ”” T”, et donc, comme on l'a vu en III.3, on a
x
B[] < [Anl. 5
Mais on a de plus ||Be,|| = || Anen|| = |An| done H” en|| = |A\n| et on a aussi |||B]|| = |\l
€n
Finalement |||B||| = |An].

Question III.6

III.6.a La matrice S est symétrique donc diagonalisable : en effet, 'S =*(*BB) ='B""B='BB = S.

I11.6.b  On nous fait remarquer que pour tout vecteur y, Hy||2 Lyy.

On en déduit que ||Bul|* = *(Bu) (Bu) = "'BBu = 'uSu = "u u = XNuu = \u|*.
|Bul

lul2 =
II1.6.c S étant symétrique, elle est non seulement diagonalisable mais diagonalisable dans une base
orthonormée.

C’est dire qu’il existe P orthogonale telle que D = P~1SP = PSP est une matrice diagonale.

Ainsion a A =
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TI1.6.d  Soit p; le vecteur i-eme colonne de la matrice P : (p1,...,p,) est une base orthonormée de
diagonalisation de S.

Cest dire que chaque p; est de norme 1 : ‘p;p; = 1 ; que les p; sont deux & deux orthogonaux : tpipj =0
si i # j ; que chaque p; est vecteur propre de S : il existe A\; > 0 tel que Sp; = Ap;.

11 suffit de ranger ces vecteurs dans ’ordre croissant des \; pour conclure au résultat demandé.

n n
III.6.e Onaz= Z%‘Pi et Sx = Z a;\;p;. Mais comme la base (p1,...,p,) est orthonormée, cela
i=1 1=1

prouve que ||z|?* = Za? et |Bx|? =(Bx) (Bz) =2'BBx = (z | Sz) = Z)\Z-a?.
i=1 =1

| B|

II1.6.f ||| B]|| est la borne supérieure des quotients pour x # 0.

]

|> =1 (prendre a; = 0 sauf a,, = 1), donc le quotient

Or pour = = p,, on trouve || Bp,|*

vaut ici v/, et donc |||B||| = v/ An.

n
Mais A, est la plus grande des valeurs propres, donc | Bz||®> < \, Za? = Mo|lz||?, ce qui permet de
i=1

= A, et ||pn

majorer tous les quotients par \/\,.
Finalement |||Bl|| = vV An = V/p(*BB).
Question III.7

On évalue S = ‘BB = (5 1

1 1). Les valeurs propres de S sont Ay =3 — V5 < Xy =3+ 5.

/ 1 5
On en déduit que |||B||| = \/3+ V5 = —1—/%[

( A la prochaine >
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MAMOUNI MY ISMAIL

Devoir survéillé N°4

Espaces vectoriels euclidiens
Calcul différentiel

MP-CPGE RABAT

Samedi 15 Janvier 2011

Durée : 4 heures

~ Blague du jour

Meéthode pour éteindre un feu :

- Une personne normale va chercher un seau d’eau et la jette sur le feu.

- Un physicien regarde le feu en faisant des calculs précis pour estimer la quantité d’eau
a utiliser.

- Un mathématicien regarde le feu et dit : “ Je sais que la solution existe. ”

Mathématicien allemand. Il est souvent considéré comme un des plus grands mathématiciens du XXe
siecle, au méme titre que Henri Poincaré. Il a créé ou développé un large éventail d’idées fondamentales
que ce soit la théorie des invariants, I’axiomatisation de la géométrie ou les fondements de 1’analyse fonc-
tionnelle (avec les espaces de Hilbert).

L'un des exemples les mieux connus de sa position de chef de file est sa présentation, en 1900, de ses
fameux problémes qui ont durablement influencé les recherches mathématiques du XXe siecle. Hilbert et
ses étudiants ont fourni une portion significative de l'infrastructure mathématique nécessaire a I’éclosion
de la mécanique quantique et de la relativité générale.

Il a adopté et défendu avec vigueur les idées de Georg Cantor en théorie des ensembles et sur les nombres
transfinis. Il est aussi connu comme 1'un des fondateurs de la théorie de la démonstration, de la logique

4 David Hilbert (1862-1943) } l

mathématique et a clairement distingué les mathématiques des métamathématiques. ’

Probleme 1 : MINES-PONTS 2003, MP, Math 2

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa
copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre

L'objet du probleme est 'étude de méthodes analytiques (méthodes du gradient, du Lagrangien) pour
résoudre 1’équation linéaire A.x = b o1 A est une matrice symétrique positive, inversible, b un vecteur
donné de R™ et x un vecteur inconnu de R™ ou d'un sous-espace vectoriel F de R™. Dans tout le probleme,
l’entier n est un entier naturel supérieur ou égal a 2 (n = 2) ; la base canonique de R™ est notée eq, €3, ..., €n ;
le produit scalaire de deux vecteurs x et y de R™ est noté (x|]y). La norme d’un vecteur x est notée ||x||. Les
matrices considérées sont réelles ; ’espace vectoriel des matrices carrées réelles d’ordre n est noté M, (R).
Il est admis que l'application qui, a une matrice M de My (IR), associe la borne supérieure N(M) des

myismail.chez.com 139 mamouni.myismail@gmail.com




Probléemes Corrigés MP T
2010-2011 MP-CPGE Rabat

normes des images par M des vecteurs unitaires de R™ est une norme : N(M) = sup [[M.x][. Une matrice

[[[|=1

symétrique A est dite positive lorsque, pour tout vecteur x de R"™, le produit scalaire des vecteurs A.x et x
est positif ounul (A.x|x) > 0.

1.1 Premiere partie

Le but de cette partie est la résolution del’équation A.x = b ou1 A est une matrice carrée d’ordre n symétrique
positive et inversible, b un vecteur donné de R" et x un vecteur inconnu.

e Résultats préliminaires

: Soit M une matrice carrée symétrique d’ordre n.

1>

2>
3>

g

9

Démontrer qu’il existe un plus grand réel p et un plus petit réel q tels que, pour tout vecteur x de R",

le produit scalaire (M.x|x) vérifie I'encadrement suivant : p||x||? < (Mx[x) < ql|x]||%.
Préciser ces deux réels p et q en fonction des valeurs propres de la matrice M.

Montrer que, pour que cette matrice M soit inversible et positive, il faut et il suffit que toutes ses valeurs
propres soient strictement positives.

Démontrer que la norme N (M) d'une matrice M symétrique est égale a la plus grande valeur absolue

des valeurs propres A; (1 < i < n) de la matrice M : N(M) = sup |A;j|.Etant donnés la matrice
(1<i<n)

carrée, d’ordre n, symétrique positive A et le vecteur b, soit & un réel strictement positif strictement

majoré par 2/An (0 < & < 2/An) o'u Ay, est la plus grande valeur propre de la matrice A ; soit (xk)keN la

suite définie par un premier vecteur x° choisi arbitrairement dans R™ et par la relation de récurrence

suivante : pour tout entier naturel k, XM = x* 4 (b — AXK).

0 Etude de la suite (xk)keN

Démontrer que la suite (xk)keN est une suite convergente de limite le vecteur z de 'espace R", solu-
tion de I'équation Ax =b .

Soit f la fonction réelle, définie dans R", par la relation : f(x) = = (A.x|x) — (b|x) .

N =

© Minimum de f

Calcul préparatoire : démontrer que I’expression f(x +u) —f(x) se calcule en fonction des expressions
(Auju), (Axu) et (blu).

f f
Démontrer que la fonction f : x — f(x) admet des dérivées partielles 667 (1<k<n):x— :T(X).
k k

Etant donné un vecteur x de R", soit g(x) le vecteur de R™ dont les coordonnées, dans la base

canonique de R", sont égales aux valeurs des dérivées partielles de la fonction f en ce point x :
n

900 - Y 2L xjey.

0x
K1 Ok
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(7>

98

¢ 95§ 9 ¥

Exprimer ce vecteur g(x) au moyen de la matrice A et des vecteurs x et b.
Etant donnés deux vecteurs x et u de R"™, soit I(x, u) I'expression suivante :
I(x,u) =f(x+u) —f(x) — (g(x)u).

Démontrer que, pour tout vecteur x donné, il existe deux constantes positives ou nulles r et s telles
que, pour tout vecteur u, I(x,u) vérifie la relation suivante : r||u||2 <I(x,u) <s ||u||2

Démontrer que, pour que la fonction f admette en z un minimum, il faut et il suffit que le vecteur z
vérifie la relation A.z = b.

0 Recherche du minimum de f

Soit & un réel compris strictement entre 0 et 2/A, (0 < a < 2/Ayq).

Etant donné un vecteur x de R"™, déterminer le signe de I'expression suivante f(x — ag(x)) — f(x).

Proposer, a partir de ce résultat, une méthode pour construire une suite de vecteurs (y*)xen qui con-

verge vers le vecteur z en lequel la fonction f atteint son minimum ; la justication de la convergence
n’est pas demandée.

1.2 Seconde partie

Le but de cette partie est de rechercher un vecteur x appartenant a un sous-espace vectoriel F de R"
qui vérifie I'équation A.x = b o1 A est une matrice carrée d’ordre n symétrique positive et inversible.
Le sous-espace vectoriel F de R™ est supposé étre le noyau d’une matrice B appartenant a My (R) ; ce
noyau est supposé différent de tout I’espace R™ (kerB ¥ R"™). L'équivalence, établie dans la premiere
partie, entre d'une part résoudre I'équation A.x = b et d’autre part chercher le vecteur z rendant

(Ax|x) — (b|x) , conduit a se

N =

minimum la fonction f définie sur R™ par la relation suivante f(x) =

—

poser le probléeme suivant : Soit B une matrice appartenant a My (R) dont le noyau F est différent
de R™ ; rechercher un vecteur X appartenant a F rendant minimum la restriction de la fonction f au
sous-espace vectoriel F.

e Existence du minimum de la fonction f dans F

Démontrer que la fonction f possede la propriété suivante : pour tout réel ¢, il existe un réel p tel que,

pour tout vecteur x de F de norme supérieure ou égale a p (||x|| = p), le réel f(x) est supérieur ou égal
ac(f(x) >c).

En déduire que, si y est un point de F, il existe un réel r tel que pour tout vecteur x de F de norme
supérieure ou égale ar (||x|| > r), f(x) est supérieur ou égal a f(y).

Démontrer a I'aide du résultat précédent qu’il existe au moins un vecteur X du sous-espace vectoriel F
en lequel la restriction de la fonction f a ce sous espace F atteint un minimum.

Démontrer qu’il existe un seul vecteur X en lequel la fonction f atteint son minimum dans F, en admet-
tant que la fonction f est convexe ; c’est-a-dire : pour tout couple (x,y) € R™ X R" de vecteurs et
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tout réel A appartenant a I'intervalle ouvert 10, 1], les valeurs prises par la fonction f vérifient la rela-
tion suivante : f(Ax 4+ (1 —A)y) < Af(x) + (1 —A)f(y), ot I'inégalité est stricte si et seulement si les
vecteurs x et y sont différents.

Q Propriétés du point x

Démontrer que, pour qu'un vecteur y de F rende minimum la restriction de la fonction f au sous-espace
vectoriel F, il faut et il suffit que le vecteur Ay — b soit orthogonal & ce sous-espace F de R"™.

Démontrer que la valeur prise par la fonction f au point X, en lequel elle atteint son minimum dans F,

]
est donnée par la relation suivante : f(x) = —E(ATcI)_c) = —z(bb_c).

Probleme 2 : Polytechnique 2010, MP, Math 1

L’utilisation des calculatrices n’est pas autorisée pour cette épreuve.

* k%

Sur quelques questions de calcul différentiel

Notations et conventions

Pour tout entier n > 0, on note (., .) le produit scalaire euclidien usuel et || .|| la norme associée
sur R™, S"~! la sphére de rayon 1 dans R", M,,(R) 'espace des matrices réelles a n lignes et n
colonnes, I, la matrice identité dans M,,(R), GL,(R) le sous-ensemble de M,,(R) des matrices
inversibles, et SL,, (R) celui des matrices de déterminant 1. On note Tr (M) la trace d’une matrice
M de M,,(R), 'M sa transposée, M la matrice de ses cofacteurs, et I'on rappelle la formule

M 'M = det(M) I, .

Si M est une matrice de M, (R), on désigne par exp M son exponentielle, définie par
expM = Jio ]\k{—'k On rappelle que I'application ¢t — exp(tM) de R dans M, (R) est de classe
Cl, et queks:aO dérivée en 0 est M. De méme, si ¢ est un endomorphisme d;un R-espace vectoriel

0ok

de dimension finie, on note exp(y) son exponentielle donnée par la série Z ('0—'
k=0 "

Soit U un ouvert de R™. Si f : U — RP est une application de classe C', on note df, sa
différentielle au point x, soit :

Vhe R, dfu(h) = lim < (/(x + th) — f(x))
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4. Soit f: R™ — R une fonction de classe C, et soit g sa restriction a S"~!. Montrer que g
admet des extremums. Si z est un extremum, en considérant une application v comme ci-dessus,
montrer qu’il existe un réel \ tel que

df(h) = Mz, h), (Vh e RM).

5. Soit A une matrice symétrique de M,,(R). On définit

R"— R
-

x +— (z, Azx)
5a. Montrer que f est de classe C! et calculer sa différentielle.

5b. Soit z un extremum de la restriction de f a S"~!. Montrer que x est vecteur propre
de A.

Deuxiéme partie

Dans cette partie, on considére les fonctions suivantes :

M,(R) - R
9°:\ M — Z m?j

1<ij<n

ot m;; est le coefficient de M sur la i-éme ligne et j-iéme colonne,

Iy M,(R) =R
C |\ M det(M) —1

ainsi que la restriction de ¢ & SL,(R), que l'on note g.
6a. Montrer que (M) = Tr ("M M).
6b. Vérifier que (A, B) — Tr (*AB) définit un produit scalaire sur M, (R).
6¢. Montrer que ¢ est de classe C! et calculer sa différentielle.

7. On note E;; la matrice de M,,(R) ayant pour coefficient 1 a la i-iéme ligne et j-iéme
colonne, et 0 partout ailleurs. Soient M € M,,(R) et t € R. Exprimer det(M +tE;;) en fonction

de det(M), de t et des coefficients de la matrice M.
En déduire que pour tout H € M, (R), dfy(H) = Tr (*MH).

8. Montrer que SL, (R) est fermé dans M,,(R) et que la restriction g de g a SL,,(R) posséde
un minimum.

9. Soit M € M, (R). Montrer que det(exp M) = ™ (M),

10. Soit M € SL,(R) et soit H € M,,(R) tels que dfas(H) = 0. Montrer que l’application

. ] - 17 1[_> Mn(R)
LR P M exp(tM—'H)

est & valeurs dans SL,(R), de classe C! et vérifie v(0) = M, ~'(0) = H.
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11. Soit M € SL,(R) un point ou la fonction g atteint son minimum, et soit H dans M, (R)
tels que dfp(H) = 0.

11a. Montrer que dgp(H) = 0.

11b. Déduire de ce qui précéde que M est une matrice orthogonale. Que vaut alors g(M)?

( Bonne Chance )
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MP-CPGE RABAT

Samedi 15 Janvier 2011

Durée : 4 heures

~{ Blague du jour

5

Probléme de la casserole de Poincaré : Dans une piece, se trouve un évier muni d'un i
robinet d’eau courante, une casserole accrochée a un mur, un réchaud a gaz et une ‘ -~
L |

boite d’allumettes. ‘

Probléme : comment faire chauffer de I'’eau ?
Deuxiéme probleme :nous sommes dans la méme piéce, mais a présent, la casserole est remplie d’eau,

Solution : on prend la casserole, on la remplit d’eau, on la pose sur le réchaud que 1’on
allume.

posée sur le réchaud. La question est la méme : faire chauffer de I'eau.
Solution du physicien :on allume le réchaud.

Solution du mathématicien :on vide la casserole, on la raccroche au mur, et on est ramené au probleme
précédent.

4 Henri Poincaré (1854-1912) }

Mathématicien, physicien et philosophe francais. Il a réalisé des travaux d’importance majeure en optique
et en calcul infinitésimal. Ses avancées sur le probléme des trois corps en font un fondateur de I'étude
qualitative des systemes d’équations différentielles et de la théorie du chaos ; il est aussi un précurseur
majeur de la théorie de la relativité restreinte. On le considere comme un des derniers grands savants
universels, maitrisant en particulier 'ensemble des branches des mathématiques.

[mo[ np uapp,eulaqm]/\[]

Probleme 1 : Corrigé Pr Doué

1.1 Premiere partie

|j> On utilise le théoréme spectral : M , symétrique réelle, admet une base B orthonormée de vecteurs
propres . En écrivant (x); les composantes d’un vecteur quelconque x € R"™ dans cette base, on a que
I'expression du produit scalaire est 1’expression canonique, et d’autre part, que M.x s’écrit simplement
en fonction des valeurs propres (1;) correspondantes de M : (M.x);i = Li.(x)i . On en déduit : (Mx |
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x) = Z 1i.(x)2 . D’oty, en appelant p (respectivement q ) la plus petite (respectivement la plus grande)
i=1

des valeurs propres de M , on a I'inégalité :
n n

P = 3 p.0F < (Mx | %) < Y q.0)F = aulIx])? -
i=1 i=1

Remarquons que ces inégalités sont les meilleures possibles, puisqu’elles deviennent des égalités lorsque
x est un vecteur propre associé a la plus petite (respectivement la plus grande) des valeurs propres .

@ La condition suffisante découle de I'inégalité ci-dessus:sip >0, onaVx € R* (Mx | x) > p.lIx||? >
0 ; d’autre part, 0 n’est alors pas valeur propre , donc M.x = 0 = x = 0, et M est injective, donc
inversible.

Mais la condition est aussi nécessaire, car I'inégalité (Mx | x) > 0 doit étre en particulier vraie pour les
vecteurs propres (non nuls) de M, d’oti, pour toute valeur propre 1; de M, li.||x||2 >0,s0itl; >0 ;
de plus, I'inversibilité de M interdit la valeur propre 0, donc les valeurs propres ; de M sont bien > 0 .

|j> En se plagant toujours dans une base orthonormée propre pour M , on a, pour tout vecteur x € R" :

n n n
IMx|?= 3 (Mx)? = 1ad < (max 1%).2(@% - (max 1%).||x||2 .
i=1

c 1<isn ‘ 1<6<n
i=1 i=1

En prenant la racine carrée des deux membres de 1'inégalité ci-dessus, et en utilisant ( max l%) =
1<i<n

max [li| , onen déduit: Vx € R"™ ||[M.xx|| < max [L].||x|| , d’ot déja I'implication :

1<ign 1<ign

(1) Vx € R" ||x]| =1 = ||Mx|| < max [|] ;
1<isn
Mais la premiere inégalité ci-dessus devient une égalité si x est un vecteur propre associé a la valeur

propre l;, telle que [1;,| = max [li] . Comme un vecteur propre, non nul, peut toujours étre normalisé,

~ \n
on voit que dans I'implication (1) on peut obtenir 1’égalité a droite. Donc le nombre 1m.ax [li| est le plus
IS
petit des majorants possibles, soit par définition, N(M) = max [lj] .
<i<

s

@ On suppose ici, comme indiqué dans le préambule de cette partie de I'énoncé, que A est inversible,

donc (cf 2.) que les valeurs propres de A sont strictement positives.
La formule de récurrence s’écrit x*™! = Sx¥ 4+ a.b ot on a posé S = Id — oA . S est encore une
matrice symétrique, dont les valeurs propres sont les 1 — a.l; , 11, ..., 1, étant les valeurs propres
(distinctes ou non) de A . Vu la condition imposée a « , les valeurs propres de S sont dans | —1,1[, et
en particulier N(S) < 1. L'unique point z vérifiant A.z = b vérifie aussi z = S.z + a.b , donc la suite
de vecteurs y* = z — x¥ vérifie la relation de récurrence y**! = S.y*, soit y* = S¥.y° . Par propriété
de lanorme N, ||S.y|| < N(S).|ly]|, ona donc ||y¥|| < (N(S))k.||y0|| .De N(S) €10, 1[ on conclut

alors que yk — 0, soit xk 5z,

|j> Par bilinéarité et symétrie du produit scalaire, on trouve :

fx+u) —f(x) = (Ax|u) — (b | u) +%(Au |u) = (Ax—b | u) +%(Au |u) .

1
@ Par définition, une dérivée partielle s’obtient en cherchant la limite de n (f (x +tex) —f (x)) lorsque
t — 0. Par le calcul précédent, on a

t

%(f(ertek) —f(x)) = (Ax—b | ex) + 5 (Aex | ex) ,

N

. . . . . of
et il en résulte clairement l'existence de la dérivée partielle Fyok égale a (Ax —b ‘ ek) .
k
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(7>

On sait qu’en base orthonormée les composantes d'un vecteurs s’expriment par les produits scalaires
avec les vecteurs de base, donc, vu la définition de g et le calcul ci-dessus,ona g(x) =Ax—Db.

1 .1 . " .
Celaaété vuenl.:par5., I(x,u) = 5 (Au | u) ou la matrice ZA est symétrique définie positive, donc
'encadrement r|[u||? < I(x,u) < s||x||? a lieu pour 1, s respectivement égaux a I'inf et au sup des

valeurs propres de ZA .

13

15

Condition nécessaire : un minimum absolu sur R™ est a fortiori un minimum local et par théoreme (R"
est un ouvert!), c’est nécessairement un point critique.

Condition suffisante : si g(x) = 0, on a pour tout u € R™, puisque I(x,u) > 0, f(x +u) = f(x) +
I(x,u) > f(x) , donc f(x) est un minimum absolu.

En appliquant le calcul du 5. au vecteur u = —a.g(x) = —x(Ax —b) , on obtient (par 1. et dfinition
dely):
o2
f(x —ag(x)) —f(x) = —a(g(x) | 9(x)) + 5-(Ag(x) [ g(x)) < ( a+—1n) lg(x)II* .

2

2
L’hypothese 0 < « < o entraine —o + %ln < 0, donc f(x —ag (x)) — f(x) < 0 (l'ingalit est mme

stricte sauf si g(x) = OT;.

L’algorithme consiste a prendre un y® e R" quelconque (par exemple y®=0) puis de définir (y")
par la relation Yy = yk— o.g(y¥) , & choisi comme précédemment. On obtient ainsi une suite (y")
telle que f(y*) soit strictement décroissante. On remarque que cette suite est en fait exactement celle
définie au 4., puisque g(x) = Ax — b . Elle converge donc vers z = A v, qui vérifie g(z) = 0. Par 9.,

f admet bien un minimum en z = lim y* dans ce cas.

1.2 Deuxieme partie

1 1
Par 1. on a une inégalité de la forme : Vx € R™ r.||x||? < 3 (Ax |x), =5 mi(n : 1 étant strictement
lesp(A

positif. De plus, par Cauchy-Schwarz, (b }x < ||b||-]|x|| - D’ou finalement :
Vx € R™ £(x) = [Ix||.(r.[Ix|l — [Ib]l) -

Comme la fonction au membre de droite z — h(z) = z(rz— ||b||) tend vers +oco quand z = ||x|| — oo,
la propriété demandée est clairement vérifiée.

C’est la propriété précédente, appliquée a c = f(y) , et restreinte aux vecteurs x de F .

Un sous-espace vectorielétant non vide, soit y € F fixé. Par ci-dessus, r étant choisi tel que ||x|| >
r = f(x) > f(y), le minimum de f ‘F est a chercher dans K = Fm B(0, 1) . Or, en dimension finie, un

sous-espace vectorielest un fermé, ainsi qu'une boule fermée, et de méme pour leur intersection. Donc
K, fermé et borné d"un espace vectoriel de dimension finie, est compact. f est une application continue
(car polynomiale en les composantes), donc elle admet un minimum X atteint sur K, cqfd.

Admettons f convexe, et supposons l'existence de 2 minimums X #§ a f I= Déja, par double inégalité,

f(x) = f(9g) . Puis, pour 1 = 1/2, par exemple, on a :

f(3x+28) <5+ 3H(8) = (R
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17>

L
2

1
qui existe par 14., est unique. Remarque : f est la somme d’une fonction quadratique x 5 (Ax } x) et

d’une fonction linéaire x +— — (b } x) . Une fonction linéaire étant évidemment convexe (au sens large),
la stricte convexité de f résulte de celle de x +— (Ax ‘ x) . Or celle-ci découle simplement de la définie
positivité de la matrice symétrique A . On a en effet, pour tout 1 €10, 1[ et pour toutx,y de R"™ tels que

x Ay :

1
ce qui, puisque X + zg reste dans F , contredit que X est un minimum pur f }F . Donc le minimum,

(A((1—Vx+1y) | (1—Dx—+1y) < (1—1)(Ax|x)+1(Ay | )
e 11—1(Ax|x) =210 —1)(Ax | y) +1(1—1)(Ay | y) 5 0
= 11-V(AKx—v)|x—y) S0,

et cette derniére inégalité est acquise par hypothese sur 1 et définie- positivité de A .

of
g, calculé a la question 7., est le gradient de f, et on sait que, pour tout vecteur u, u (y) =dfy(u) =

f
(g(y) } u) . Or, g—u(y) représente la dérivée en t = 0 de la fonction ¢ : t — f(y + t.u) , donc si
Yy € F est un minimum pour f y etsiu € F , ¢ admet un minimum absolu en 0 . Il en résulte bien

0=¢'(0)=(g(y) |u)=(Ay—b|u).
Réciproquement, si Ay — b est orthogonal a F, on a comme a la question 9. que Vu € F f(y +u) —

f(y) =I(y,u) = %(Au | u) >0, et f(y) estbien un minimum de f|]E )

On a donc (A)'c —b | 7'() =0, soit (A)'c } )’c) = (b } )'c) . De I’expression de f on déduit alors

f(x) =—%(A>‘< | ) =—%(b | %) .

Probleme 2 : Corrigé Pr Boujaida Sadik

2.1 Question Préliminaire :

D
2>

Si g de classes C 1 sur une partie V définie par une équation de type f(x) = 0 ot f est aussi de classe C 1
et si g admet sur V un extremum en un point a € V, alors 3A € R tel que dgq = Adf,.

dga(h) =2(alh).

3

'y

2.2 Premiere partie:

N.B : Pour les éleves marocains, programme 2009, x est un extrémum de f selon la contrainte ||x||2 =1,la

fonction x ||x||Z ayant pour gradient en x le vecteur 2x, il existe donc p € R tel que gradf(x) = 2ux,
soit fy(h) = 2u(x, h) pour tout h € R™.
C’est un fruit qui vous est défendu des que votre copie est destinée a passer les frontieres.

La fonction g : S™! — R est continue et la sphere unité S~ est un compact de R™, g est donc
bornée et atteint ses bornes sur S™.
Soit x un extrémum de g. D’apres la question précédente, il existe A € R tel que dgx(h) = Adfx(h).
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55 A € M, (R) symétrique. f: x — (x, Ax), x € R".

f est de classe C! comme composée des applications x — (x, Ax) qui est linéaire et du produit
scalaire qui est bilinéaire.

Pour le calcul de la différentielle, mieux vaut ici utiliser la définition.
f(x +h) — f(x) = (x, Ah) + (h, Ax) 4+ (h,Ah) = 2(Ax, h) + (Ah,h).
L'application h —— 2(Ax, h) est linéaire et (Ah, h) < |A] [h)? donc (Ah,h) = o(]h]). Alors
Vx € R",Vh € R", fx(h) =2(Ax,h)
b Soit x un extrémum de la restriction de f sur S™.
D’apres (4.) il existe A € R tel que
Vh € R", fx(h) = 2(Ax,h) =A(x, h)

A
Nous avons donc Ax = Ex. x est donc un vecteur propre de A.

N.B : Nous venons de démontrer que toute matrice carrée symétrique réelle admet au moins une valeur
propre réelle, étape essentielle dans la démonstration du théoréme spectrale.

2.3 Deuxieme partie

a Archi-connu.
b Idem.

¢ Nous allons noter (A, B) le produit scalaire tr'AB.

Une démarche similaire a celle suivie en (5.) permet de justifier que l'application q : M — (M, M)
est de classe C' et que
VM € Mu(R),VH € My(R), q,,(H) =2(M,H) = 2tr'MH

La linéarité du déterminant par rapport a la j*™¢ colonne permet d’écrire
det(M + tEij) =detM + tAij (M)
ot Ajj(M) est le cofacteur du coefficient d’indice (i,j) de M.
La fonction t —— det(M + tE;;) est donc dérivable et sa dérivée est constante de valeur Aij(M). Ce
qui signifie que l'application f admet une dérivée partielle en M selon le coefficient a;; d’indice (i,j)
de M et que
of

0 Qi

Les applications A;j sont des fonctions polynomiales des coefficients de M et sont donc continues donc

(M) = A (M).

est continue. Alors f est de classe C! et

aij s
VH = (hy) € Ma(R), fm(H) = > hyA;(M) = tr'MH

1<ij<n

SLn(IR) est I'image réciproque par I'application continue det du fermé {1} de IR, c’est donc un fermé.
g étant positive 1'ensemble I = {g (M)IM € SLn(IR)} admet une borne inférieure que nous al-
lons noter 6. En utilisant la caractérisation de la borne inférieure on prouve 1l'existence d’une suite
d’éléments (an)n de I qui converge vers §. Considérons maintenant pour tout n € IN un élément Ay,
de SLq (R) tel que g(An) = [Anl? = an.

La suite (|JAn ||2 )n est convergente donc (An )n est bornée. D’apres le théoreme de Bolzano—-Weierstrass,
elle admet au moins une suite extraite (A n))n qui converge. Posons A = lim A, (y,). Par continuité de
9, (9(Ag(n))),, converge vers g(A) etdonc & = g(A). Comme SLy (R) est un fermé alors A € SLn (R)
etdonc 6 € L.

g admet donc un minimum absolue en A sur SL (R).
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Soit M € M,(R). Considérons la fonction p : t — det(e™),t € R.

p est de classe C' comme composée de fonctions de classe C' et

p/(t) = fum (ietM) — fim (MetM)

= tr'Com(etM)MeM = triCom(etM)etMM
= trdet(et™M)M
= det(e™M)trM

Ainsi p est une solution sur R de 'équation différentielle y” — trMy = 0. Il existe donc A € R tel que :
Vt € R, p(t) = Aet™,

Comme p(0) = det(e®) = det(I,) = 1 alors A = 1. Pour t = 1 nous obtenons alors
det(eM) = e™,

M € SLy(R), H € My (R) tel que fpm(H) =0ety:t— Met™M M ¢ €]—1,1[.
Soitt €]— 1,1
det (y(t)) = det M det (etM*‘H) _ ettMTH _ ptdet(M)e*MH _ otfpm(H) _ ¢

donc 7y est a valeurs dans SLy (R). y est de classe C! sur]— 1,1 et
,Y/(t) _ M(M_1H)etM71H _ HetMi]H
En particulier y(0) = M et y'(0) = H.

a En considérant la fonction g o y, y étant la fonction définie dans la question précédente et qui
vérifie
¥(0) =M,y (0) =HetVt €]—1,1[, |y(t)] =1
comme dans (4.), on démontre que si M est un extrémum de g alors il existe A € R tel que
VH € Mn(R), gm(H) = Afm(H)
Il est alors trivial que si fpm (H) = 0 alors qm (H) = 0.

b M € SLy(R) donc tM = M~ et donc

VH € My (R), fm(H) =trM~TH = (*M~1,H) et gqm(H) = 2(M, H)
La relation qpm = Afp donne alors
VH € M, (R), (*M~1 —2AM,H) =0
et donc *tM~! = 2AM. En appliquant le déterminant nous obtenons (2A)™ = 1 et donc 2A = £1.
Ainsi *"MIM = =I,;, mais "MM est une matrice symétrique positive, ses valeurs propres sont donc
positives et donc nous ne pouvons avoir ‘MM = —I,,.

Alors tMM =1, ie que M est ume matrice orthogonale.

Maintenant, M étant orthogonale, ses vecteurs colonnes sont unitaires donc (M) = Z mlzJ =M.

)

n
=1 i

n
=1

C A la prochaine )
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Devoir survéillé N°4 bis

Espaces vectoriels euclidiens
Calcul différentiel

MP-CPGE RABAT

Samedi 15 Janvier 2011

Durée : 4 heures

L'usage des calculatrices est interdit

—~ Blague du jour

e Une logicienne (spécialiste en logie) vient d’avoir un enfant. Une de ses amies lui
téléphone, et lui demande : C’est une fille ou un gar¢con? Oui, répond la logicienne.

e Nous sommes dans le bateau des fonctions. Brusquement, le capitaine Factoriel s’ex-
clame : On dérive, on dérive! (on risque de se noyer). Les fonctions s’affolent, surtout
la constante. Mais I'exponentielle réplique : Bof, moi on ne me dérive jamais.

e La vie est complexe, elle a une face réelle et une autre imaginaire.

4 Leonhard Euler (1707-1783) }

Mathématicien et un physicien suisse. Complétement aveugle pendant les dix-sept dernieres années de sa
vie, il produit presque la moiti de son travail durant cette période. Euler fut profondément pieux pendant
toute sa vie, il répondait souvent cette anecdote : e2it 4 1 = 0, donc Dieu existe. Certains scientifiques ont
appelé cette identité la formule la plus remarquable du monde . Euler écrit Tentamen novae theoriae musicae
en 1739 qui est une tentative d’accorder les mathématiques et la musique ; une biographie commente que
le travail est destinée a des musiciens trop avancés dans leurs mathématiques et a des mathématiciens
trop musicaux. Dans les sciences économiques, il prouve que si chaque facteur de production est payé a
la valeur de son produit marginal, alors (sous des rendements a I’échelle constants) le revenu total et le
rendement seront complétement épuisés.

—[mo[ np uappewaqmw]—‘

NB: Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la
rédaction. Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera
sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a
prendre.

Probleme 1 : CCP 2003, MP, Math 2

Calculs de distances entre une matrice et certaines parties de My (IR)

myismail.chez.com 151 mamouni.myismail@gmail.com



Probléemes Corrigés MP T
2010-2011 MP-CPGE Rabat

1.1 Notations

Dans ce sujet, n est un entier naturel non nul et on note :

M (R) :la R-algebre des matrices carrées réelles d’ordre n.

M 1(R) :le R -espace vectoriel des matrices a n lignes et a une colonne.

Pour une matrice A de M, (IR) , 'A est sa matrice transposée, rang(A) son rang et Tr(A) sa trace.

I, :la matrice unité de My, (IR).

Sn(R) :le sous-espace vectoriel des matrices symétriques de My (IR).

An(R) :le sous-espace vectoriel des matrices antisymétriques de Mu(R) .

ST (R) :l'ensemble des matrices positives de Sy (IR) c’est-a-dire des matrices A de Sy (IR) vérifiant : pour
toute matrice X € My 1(R), *XAX > 0.

GL,(R) :le groupe des matrices inversibles de My (RR) .

On(R) : le groupe des matrices réelles orthogonales c’est-a-dire des matrices M de My (IR) vérifiant :
‘MM =1,.

Pour p entier naturel, A, est 'ensemble des matrices de My (IR) de rang supérieur ou égal a p et V, est
I’ensemble des matrices de My (R) de rang inférieur ou égal a p.

1.2 Obijectifs

Le but du sujet est de calculer la distance (par la norme de Schur définie a la question I1.3.) d"une matrice a :
dans la partie II., Sn(R) et A, (R) par le théoréme de projection orthogonale,

dans la partie III., Oy (IR) par le théoréme de décomposition polaire,

dans la partie IV., Ap par des notions de densité,

dans la partie V., V, par le théoreme de Courant et Fischer.

La partie I. traite un exemple qui sera utilisé dans les différentes parties.

Remarque : dans le texte, le mot “positif” signifie “supérieur ou égal a 0”.

1.3 Exercice préliminaire

1 2 1
|j> 1. Soit la matrice ' = (—2 —1 —1) de M3(R), on pose H = 'IT. Diagonaliser la matrice H et
-1 -1 =2
déterminer une matrice P de O3(IR) et une matrice diagonale D a termes tous positifs telles que D? =

P~THP.

@ 2.0n pose S = PDP! € S;r(IR), montrer que la relation I' = US définit une matrice U € O3(R) et
calculer cette matrice.

1.4 Calcul de la distance de A 4 S;,(R) eta A, (R)

@ 3. Soit A et B deux matrices de My (R), on pose (A|B) = Tr(*AB).
Montrer que 1’on définit ainsi un produit scalaire sur My (IR).

La norme associée a ce produit scalaire (norme de Schur) est notée : ||A|| = ((AIA))%. Dans tout le
sujet, si I'T est une partie non vide de M, (IR), la distance d"une matrice A de My (R) a la partie IT est
le réel d(A,TT) = ’\}lnfl_l [|A—M].

€

@ 4. Montrer que My (R) = Sh(R) & An(R) et que cette somme directe est orthogonale.
|j> 5.Si A est une matrice de My (RR), montrer que d(A, Sp(R)) = || % (A —T'A)|| et déterminer de méme
d(A, Aq(R)).
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6> 6. Calculer d(T, A3(R)) ou T est la matrice exemple de la partie I

7>

9>

12>
13>

1.5 Calcul de la distance de A a O,,(IR)

e Théoreme de la décomposition polaire

7. Montrer qu'une matrice S de Sy (IR) appartient a ST (R) si et seulement si toutes les valeurs propres
de S sont positives ou nulles.

8.Si A est une matrice de My (IR), montrer que la matrice *AA € S (R).

9. Soit A une matrice de My (IR), on suppose qu'il existe une matrice diagonale D = diag(dy, d2,..dn)
a termes positifs telle que tAA = D2
On note Ay, A3, .., Ay les matrices de M, 1(R) qui forment les colonnes de la matrice A.

a. Pour tout couple (i,j) d’entiers naturels compris entre 1 et n, évaluer ‘A;A;. En particulier, si i est
un entier pour lequel d; = 0, que vaut A; ?

b. Montrer que 1’on peut trouver une base orthonormée (Eq, E;, ...,Eq) de My, 1(R) (par rapport au
produit scalaire canonique (X, Y) = 'XY, de M,, 1(R)) telle que, pour tout entier naturel i entre 1
etn, Ai = diEi.

c. En déduire qu’il existe une matrice E de O, (IR) telle que A = ED.

10. Soit A et B deux matrices de My (R) vérifiant *AA = 'BB.
a. Montrer qu'il existe une matrice diagonale D a termes positifs et une matrice orthogonale P telles
que : P"'"AAP = P7''BBP = D2,
b. Montrer qu’il existe une matrice U de O, (IR) telle que A = UB.

11. Déduire des questions précédentes le théoreme de décomposition polaire : Pour toute matrice A de

M (R), il existe une matrice U de On(IR) et une matrice S de S,/ (R) telles que A = US. (Remarque
: on peut également établir 1'unicité de la matrice S de ST (R) et méme 1'unicité de la matrice U de
On(R) si A est de plus inversible dans cette décomposition mais ce ne sera pas utile pour la suite du
probléme).

Q Calcul de d(A, O, (R))

12. Montrer que, pour toute matrice M de My (IR) et pour toute matrice Q de On(R), |MQ|| =
| QM| = [[M]].

13. Dans la suite de cette partie, soit A une matrice de My (R), soit U € On(R) et S € ST (R) telles
que A = US ; il existe une matrice diagonale D et une matrice P de Oy, (RR) telles que S = PDP~".

a. Montrer que, pour toute matrice Q de On(R), ||A — Q| = ||S— U Q|| et en déduire que,
d(A, On(R)) = d(S, On(R)).

b. Montrer que, d(A, O, (R)) = d(D, Ox(R))

14. On note D = diag(A1, A2, ., An)
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a. Montrer que pour toute matrice Q de O (R), ||D — Q||* = Z A2 —2Tr(DQ) +n
i=1
n

b. Montrer que pour toute matrice Q2 de On(R), Tr(DQ) < Z AL

i=1

c. Conclure que d(D, On(R)) = ||D —1,]|.
@ 15. Montrer que , d(A, Ox(R)) = ||[A—U]| .

16. Calculer d(T', O3(IR)) ou I" est la matrice exemple de la partie L.

Probleme 2 : CNC 2003, TSI, Math 1

Sur I’équation des cordes vibrantes

Dans ce probléme, C?(R) (resp. C%(IR?)) désigne 1’espace vectoriel des fonctions réelles de classe
C? sur R (resp. R?), et c est un réel strictement positif.
On s’intéresse a I'équation aux dérivées partielles

o P10
0x?2 2 ot?

ot f: (z,t) — f(x,t) est une fonction inconnue élément de C?(R?).

=0,

A- Résolution par la méthode de D’Alembert
2
= 0 si et seulement s’il existe deux fonctions F' et G,

3}
1. : 2 RQ .
Soit h € C*(R®); montrer que Db

éléments de C?(R), telles que, pour tout couple (u,v) de R?, h(u,v) = F(u) + G(v).
2. Soit U : (z,t) — (u,v) = (z — ct,x + ct).
(a) Vérifier que ¥ est un automorphisme de l'espace vectoriel R2.

Dans la suite, ® désigne 1’automorphisme réciproque de V.
(b) Prouver que I'application © : f — f* = f o ® est un automorphisme de C?(RR?).

3. Soit f € C%(R?) une solution de (I).

(a) Calculer 0 puis Sodu”

(b) En déduire que f est de la forme f : (z,t) — F(z — ct) + G(z + ct) ot F' et G sont deux
éléments quelconque de C?(R).

4. Soit ¢ un élément de C?(R). Montrer qu’il existe un unique élément f de C?(R?), solution de
(I), que I'on exprimera en fonction de ¢, satisfaisant aux conditions initiales suivantes :

VaeR, f(z,0) =p(z) (position initiale au temps ¢t = 0)
(1)

VreR, gt(x, 0) =0 (corde au repos au temps ¢t = 0)
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B- Solutions stationnaires vérifiant des conditions aux limites

Une solution f de (I) est dite stationnaire s’il existe deux fonctions g et h de C%(R) telles que
v (‘T’t) € R2, f(ma t) = g(SU)h(t)

1. Soit A une constante réelle. On suppose que g et h sont deux éléments de C%(R) vérifiant le
systeme

Etablir que la fonction f : (z,t) — g(z)h(t) est solution de (I).

2. Réciproquement, on suppose que g et h sont deux éléments de C%(R) tels que la fonction
(x,t) — g(x)h(t) soit une solution de (I) non identiquement nulle.

Prouver l'existence d'un réel \ tel que g et h soient solution du systeme (S}).
3. Soit a un réel strictement positif.

(a) Résoudre I'équation différentielle y"” = uy selon les valeur du réel p.
On distinguera les trois cas 1 = 0, > O et u < 0.
(b) Déterminer tous les réels ;1 de sorte que I'équation différentielle ¢y = py admette une
solution non nulle sur R satisfaisant la condition aux limites y(0) = y(a) = 0.
Expliciter ’ensemble des solutions correspondant a chacune de ces valeurs de .
(c) Déterminer alors I’ensemble des solutions stationnaires f de (I) vérifiant la condition aux
limites
(2) VteR, f(0,t) = f(a,t) =0.
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Exercice : e3a 2007, MP, Math 2

Exercice 2

Soit f la fonction définie sur R? :
f(z,y) = 2* = 3z(1 + 7).
Dans l’exercice, on considére le disque unité D et le cercle unité C :

D={(z,y) eR* | 2* +¢* <1},

C={(z,y) eR? |22 + ¢y =1}.

1. On se propose d’étudier les éventuels extrema locaux de f.

la). Justifier que f est de classe C™ sur R2.

1b). Calculer les dérivées partielles gg et %5 de f au point (zo,yo).

1c). Démontrer que les points (g, yo) tels que %(xo, yo) =0 et %(wo, yo) = 0 sont exacte-
ment les points (1,0) et (—1,0) .

1d). Effectuer un développement limité & I'ordre 2 de la fonction (h,k) — f(1+ h, k) au
voisinage de (0,0). Le point (1,0) est-il un extremum local de f ? Si oui, est-ce un
minimum ou un maximum local ?

le). De méme, le point (—1,0) est-il un extremum local de f ? Si oui, est-ce un minimum
ou un maximum local ? Justifier votre réponse.

1f). Quels sont les extrema locaux de f ? On énoncera avec soin le théoréme utilisé.
2. Désormais, soit g la fonction définie sur le disque unité D par g(z,y) = 23 — 3z(1 + ¢?).

2a). Justifier que g admet un maximum A et un minimum a sur D.
2b). Démontrer que A ne peut étre atteint que sur le cercle C.

2c). Montrer que, Vt € R, g(cost,sint) = 2cost(2cos?t — 3). En déduire la valeur de A et
les points de C sur lesquels f atteint cette valeur.

2d). Déterminer la valeur de a et les points de C sur lesquels g atteint cette valeur.

( Bonne Chance )
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~{ Blague du jour

Exercice : démontrer que tous les nombres impairs sont premier.

- Le chimiste commence : 3 est premier, 5 est premier, 7 est premier... bah, c’est vrai!

- L'architecte essait aussi : 3 est premier, 5 est premier, 7 est premier, 9 est premier, 11
est premier... mais oui, c’est vrai!

- Le mathématicien réplique : 3 est premier, 5 est premier, 7 est premier, 9 n’est PAS
premier... ca marche pas votre truc!

- L'informaticien : 3 est premier, 5 est premier, 7 est premier, 9 est premier.. 9 est premier..
9 est premier...

—~ André-Louis Cholesky (1875-1918)

Polytechnicien et officier francais, ingénieur topograph