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Problèmes Corrigés Mamouni My Ismail
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Devoir libre

Algèbre Linéaire

Mamouni My Ismail

MP-CPGE Rabat

• Pourquoi les vaches ne parlent pas ? - C’est marqué la ferme.
• Deux vaches discutent dans un pré :
La première : Dis, ça t’inquiète pas, ces histoires de vaches folles dont on parle en ce
moment ?
La deuxième : Non, moi, je m’en fou, je suis un lapin.

Blague du jour

Mathématicien français, connu pour ses travaux en théorie des nombres et en cryptologie. En 1884, il entra
premier l’école normale supérieure. Il enseigna au lycée Saint-Louis, puis l’École Polytechnique, puis l’École
Centrale de Paris.

Son résultat le plus célèbre est le fameux théorème des nombres premiers, qui dit que π(x)+∞
∼

x

ln x
où π(x)

désigne le nombre de nombres premiers inférieurs x. Il a laissé son nom aux matrices de Hadamard utilisés en
algorithmes quantiques, traitement du signal, compression de donnes, ...

Jacques Salomon Hadamard (1865-1963) M
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Corrigé Devoir libre (par Pr Cheno)

Algèbre Linéaire

Mamouni My Ismail

MP-CPGE Rabat

Un polytechnicien tombe sur un troupeau de moutons menés par un berger et son chien. Il
attend un long temps mais le troupeau est interminable. Et finalement, fier de lui, propose
un pari au berger pour passer le temps : ”Si je vous dis combien vous avez de moutons,
m’en donnez-vous un ?” Le berger : ”Ben, si vous l’voulez !” L’X prend sa calculatrice...
compute et donne le bon nombre de moutons . Le berger étonné lui accorde d’en prendre
un, lui propose un pari : ”Si j’vous dis votre formation, vous m’rendez mon mouton ?”.
L’X est surpris, mais accepte. ”Ben j’crois qu’vous tes polytechnicien !” L’X époustouflé
lui demande comment il a fait. ”Ben, c’est simple, seul un polytechnicien pouvait prendre
mon chien pour un mouton”.

Blague du jour

Les Bernoulli qui se sont illustrés dans les mathématiques et la physique, sont issus de Nicolas Bernoulli (1623-
1708), descendant d’une famille ayant migré de Belgique en Suisse la fin du XVIe sicle. Les plus connus de
cette famille sont : Jacques (1654-1705) et Jean (1667-1748), tous deux fils de Nicolas, et Daniel (1700-1782),
son petit-fils.
• Jacques posa les principes du calcul des probabilités et introduit les nombres de Bernoulli.
• Jean bien que formé par son frère Jacques, en devient un rival acharné, il était professeur d’Euler et ami de
L’Hôpital.
• Daniel était un médecin, physicien et mathématicien, ami d’Euler et de D’Alembert.

La Famille Bernoulli

M
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Contrôle

Algèbre Linéaire

Mamouni My Ismail

MP-CPGE Rabat

Un homme qui regarde un match de foot dans un café, son chien est assis à ses côtés.
Lorsque l’équipe nationale marque un but, le chien se met à courir dans tout les sens en
sautant sur les tables !
Le voisin demande à l’homme : Qu’est ce qui lui arrive votre chien ?
- Il est supporter de l’équipe nationale, il est content.
- Ben dites donc, juste pour un but ! Et qu’est-ce-qu’il fait quand elle gagne un match
? ! !
- Je ne sais pas, je ne l’ai que depuis 5 ans...

Blague du jour

Mathématicien russe, connu pour ses travaux dans le domaine des probabilités et des statistiques. Tcheby-
chev appartient à l’école mathématique russe fondée par Daniel Bernoulli et Euler. Il démontra en 1850 une
conjecture énoncée par Bertrand : Pour tout entier n au moins égal à 2, il existe un nombre premier entre n

et 2n.

Pafnouti Lvovitch Tchebychev (1821-1894)

M
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Source : e3a-PSI. Épreuve A, 2007

durée : 2 heures

calculatrices interdites

Dans tout le problème, n est un entier naturel non nul et Mn(C) désigne l’espace vectoriel des matrices carrées
d’ordre n à coefficients complexes.
GLn(C) est le groupe des matrices inversibles de Mn(C).
La matrice unité de cet espace sera noéte In et la matrice nulle On.
L’espace E = C

n est rapporté à une base (ej)1≤j≤n et on rappelle que toute matrice carrée d’ordre n représente
dans cette base un endomorphisme de E appelé endomorphisme associé.
Si v est un endomorphisme de E, on rappelle que :
– v0 est l’endomorphisme unité,
– ∀m ∈ N, vm+1 = v ◦ vm.
L’endomorphisme v sera dit nilpotent s’il existe un entier r ∈ N tel que vr = θ (endomorphisme nul de E).
Pour λ ∈ C

∗, on note J(λ) la matrice carrée d’ordre n définie par

J(λ) = (ui,j) avec






∀i ∈ {1, . . . , n − 1}, ui+1,i = 1
∀i ∈ {1, . . . , n}, ui,i = λ

ui,j = 0 sinon

Pour tout nombre complexe z = x + iy, (x, y) ∈ R
2, on rappelle que

ez = exeiy = ex(cos(y) + i sin(y))

myismail.chez.com 17 mamouni.myismail@gmail.com
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Pour M ∈ Mn(C), soit α(M) la matrice :

α(M) = lim
m→+∞

Sm avec Sm =

m∑

k=0

Mk

k!

On rappelle que pour calculer cette limite, il suffit de calculer la limite de chacun des termes de la matrice Sm.
On admettra et on utilisera sans le démontrer que cette matrice existe toujours et que si A et B sont deux
matrices de Mn(C) qui commutent, alors α(A + B) = α(A)α(B).

1 Quelques calculs préliminaire.

1. Soit A =





2 −3 3

−3 3 −4
−3 4 −5



 ∈ M3(C). Montrer que A + I3 et A − 2I3 sont non inversibles.

2. Vérifier que ker(A + I3)
2 ⊕ ker(A − 2I3) = C

3.

3. En déduire que la matrice A est semblable à la matrice





−1 1 0
0 −1 0
0 0 2



.

2 Quelques propriétés de la matrice J(0).

1. Déterminer le rang de J(0).
2.
2.1. Déterminer J(0)k pour k ∈ N, k ≤ n − 1, puis pour k ∈ N, k ≥ n.
2.2. Vérifier que toutes les puissances de J(0) sont des matrices nilpotentes.

3. Déterminer α(J(0)) puis U = α(J(0)) − In.
4. Montrer que toute combinaison linéaire de deux matrices nilpotentes qui commutent est encore une matrice
nilpotente.

5. Montrer que U est une matrice nilpotente de rang n − 1.

3 Quelques résultats sur les noyaux itérés d’un endomorphisme.

Soit u un endomorphisme de E.
1. Prouver que ∀(i, j) ∈ N

2, ker(ui) ⊂ ker(ui+j).
2. Pour tout m ∈ N, on note tm = dim(ker(um)). Prouver l’existence de

r = inf{m ∈ N, tm = tm+1}

3. Montrer que :
(i) ∀m < r, ker(um) est strictement inclus dans ker(um+1),
(ii) ker(ur) = ker(ur+1),
(iii) ∀m ≥ r, ker(um) = ker(um+1).

4 Recherche des endomorphismes nilpotents de rang n − 1.

Soit V une matrice de Mn(C), de rang n − 1 et vérifiant Vn = On. On note v l’endomorphisme de E associé
à V.

myismail.chez.com 18 mamouni.myismail@gmail.com
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1. Soient p et q deux entiers naturels et w la restriction de vq à Im(vp).
1.1. Déterminer Im(w).
1.2. Prouver que ker(w) ⊂ ker(vq).
1.3. Vérifier alors que l’on a

dim(ker(vp+q)) ≤ dim(ker(vp)) + dim(ker(vq))

1.4. En déduire
∀i ∈ {1, . . . , n}, dim(ker(vi)) ≤ i

1.5. Démontrer qu’en fait ∀i ∈ {1, . . . , n}, dim(ker(vi)) = i.
2. Prouver alors que vn−1 6= θ.
3. En déduire qu’il existe un vecteur e de E tel que

B1 = (e, v(e), v2(e), . . . , vn−1(e))

soit une base de E.
4. Ecrire la matrice de v dans cette base. Interpréter le résultat obtenu à l’aide des matrices J(λ).
5. Déterminer alors tous les endomorphismes nilpotents de rang n− 1 et montrer que les matrices de deux tels
endomorphismes sont semblables.

5 Résolution de l’équation J(µ) = α(X), d’inconnue X ∈ Mn(C).

1. Montrer que : ∀M ∈ Mn(C), ∀P ∈ GLn(C),

P−1α(M)P = α(P−1MP)

2. Résoudre dans C les équations :
ez = i, ez = −1, ez = −3 − 4i

3. Plus généralement, soit µ ∈ C. Déterminer, lorsque cela est possible, tous les nombres complexes z = x+iy ∈
C tels que ez = µ.

4. On prend alors µ 6= 0 et on note s un des nombres complexes tel que es = µ.
4.1. Déterminer α(sIn).
4.2. On écrit alors J(s) sous la forme : J(s) = sIn + J(0). Exprimer α(J(s)) à l’aide de α(J(0)) et de µ.
4.3. Vérifier que la matrice µ(α(J(0)) − In) est nilpotente de rang n − 1.
4.4. En déduire qu’il existe une matrice inversible Q ∈ GLn(C) telle que :

Q−1α(J(s))Q = J(µ)

5. Donner alors dans Mn(C) une solution à l’équation proposée α(X) = J(µ).
6. En déduire dans Mn(C) une solution à l’équation α(X) = tJ(µ).
7. Applications.

7.1. On considère la matrice T =

(

i 1

0 i

)

∈ M2(C), i
2 = −1. déterminer une matrice X1 telle que

α(X1) = T .
7.2. On va chercher une matrice X2 ∈ M3(C) telle que α(X2) = A où A désigne la matrice de M3(C)

définie à la partie 1.

7.2.1 Déterminer une matrice B1 ∈ M2(C) telle que α(B1) =

(

−1 1

0 −1

)

.

7.2.2 Soit H =





B1 0

0
0 0 ln(2)



 ∈ M3(C). Calculer α(H).

7.2.3 Déterminer alors une matrice X2 ∈ M3(C) telle que α(X2) = A

F

i

nF
i
n
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Un homme se rend aux urgences et dit au chirurgien :
- Il y a 2 ans j’ai avalé une pièce de 10 dhs pouvez vous m’opérer docteur ?
- Il y a 2 ans, vous dites ? Mais pourquoi n’êtes vous pas venu plutôt ?
- Parce qu’ à l’époque mes affaires marchaient bien, je n’avais pas besoin d’argent !

Blague du jour

Mathématicien et astronome d’origine italien, français de propre volonté. Fondateur du calcul des variations
avec Euler et de la théorie des formes quadratiques, il démontre le théorème de Wilson sur les nombres
premiers et le théorème de Bachet sur la décomposition d’un entier en quatre carrés. Son nom figure partout
en mathématiques. On lui doit le théorème de Lagrange sur la théorie des groupes, un autre sur les fractions
continues, l’équation différentielle de Lagrange, la fonction de Lagrange ainsi que les équations de Lagrange
en mécanique analytique. Il souffre parfois à la fin de sa vie de dépression.

Joseph Louis, Giuseppe Lodovico Lagrange en italien (1736-1813) M
ath

ém
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d
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r

1 Quelques calculs préliminaires.

1. Remarque : au vu des questions 2 et 3, on sait que les valeurs propres vont être −1 et 2. C’est en le sachant
que l’on agit comme suit. On aurait aussi pu calculer le polynôme caractéristique et faire des résolutions de
systèmes.
On remarque que

A + I3 =





3 −3 3
−3 4 −4
−3 4 4



 et A − 2I3 =





0 −3 3
−3 1 −4
−3 4 −7





Il est alors visible que (0, 1, 1) ∈ ker(A + I3) et (−1, 1, 1) ∈ ker(A − 2I3). −1 et 2 sont valeurs propres
et comme la trace de A est nulle, la “troisième” valeur propre de A vaut −1. 2 est valeur propre simple et
donc

ker(A − 2I3) = Vect((−1, 1, 1))

A + I3 est de rang au moins 2 (colonnes 1 et 2 indépendantes). Le noyau étant de dimsnion au moins 1, ce
rang vaut 2 et

ker(A + I3) = Vect((0, 1, 1))

2. Le calcul donne

(A + I3)
2 = 9





1 −1 1
−1 1 −1
−1 1 −1





C’est une matrice de rang 1 (colonnes toutes proportionnelles à la première) et (1, 1, 0), (0, 1, 1) sont des
éléments indépendants du noyau. Par théorème du rang, ce noyau est de dimension 2 et donc

ker((A + I3)
2) = Vect((1, 1, 0), (0, 1, 1))

myismail.chez.com 20 mamouni.myismail@gmail.com
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Pour montrer que ker((A + I3)
2) et ker(A − 2I3) sont supplémentaires dans C3, il suffit de montrer que la

concaténées de bases de ces sous-espace donne une base de C
3. On forme donc

P =





0 1 −1
1 1 1
1 0 1





Comme det(P) = 1, P est inversible et on a bien

ker((A + I3)
2) ⊕ ker(A − 2I3) = C

3

3. ker((A+ I3)
2) étant de dimension 2, il possède un élément e2 qui n’est pas dans le noyau de A+ I3. Si on

pose e1 = (A + I3)e2 on obtient un élement non nul du noyau de A + I3. Cet élément n’est pas colinéaire
à e2 (qui n’est pas dans ce noyau) et (e1, e2) est libre dans ker((A + I3)

3) (e1 est aussi dans cet ensemble
puisqu’il est dans ker(A + I3)). On note enfin e3 un élément non nul de ker(A − 2I3). Avec la question
précédente, (e1, e2, e3) est une base de C

3 et, par construction

Ae1 = −e1, Ae2 = e1 − e2, Ae3 = 2e3

L’endomorphisme canoniquement associé à A est, dans cette base représenté par





−1 1 0

0 −1 0
0 0 2



. A est

donc semblable à cette matrice.
Remarque : avec la matrice P de la question précédente, on a aussi P−1AP qui a la forme voulue.

2 Quelques propriétés de la matrice J(0).

1. Les n−1 premières colonnes de J(0) sont clairement indépendantes. La dernière est nulle et donc combinaison
des n − 1 premières. Le rang de J(0) vaut donc n − 1.

2.1. Soit j l’endomorphisme canoniquement associé à J et (u1, . . . , un) la base canonique de C
n. On a alors

∀l ∈ [1..n − 1], j(el) = el+1 et j(en) = 0

On en déduit alors, en itérant, que pour k ∈ [1..n − 1],

∀l ∈ [1, n − k], jk(el) = el+k et ∀l ∈ [n − k+ 1, n], jk(el) = 0

On en déduit que J(0)k =



























0 . . . . . . . . . . . . . . . 0
...

...

0
...

1
. . .

...

0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

...
0 . . . 0 1 0 . . . 0



























où la diagonale de 1 commence sur la ligne

k + 1. On peut aussi écrire que
∀i, j ∈ [1..n], (J(0)k)i,j = δj+k,j

On remarque que cei est encore valable si k = 0 (on obtient alors la matrice In).
On en déduit aussi que jn(el) = 0 pour tout l et que donc J(0)n = On et donc (on continue à multiplier par
J(0) et on obtient toujours la matrice nulle) :

∀k ≥ n, J(0)k = On

2.2. Soit k ≥ 1 (l’énoncé oublie de préciser que l’exposant n’est pas nul). (J(0)k)n = J(0)nk = On car nk ≥ n.
J(0)k est donc nilpotente.
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Problèmes Corrigés MP
2010-2011

Mamouni My Ismail
MP-CPGE Rabat

3. Dans la somme définissant α(J(0)), il n’y a qu’un nombre fini de matrices non nulles et on vient de les
calculer :

α(J(0)) =

















1 0 . . . 0
1

1!

. . .
...

...
. . .

. . . 0
1

(n − 1)!
. . .

1

1!
1

















= (vi,j) avec vi,j =






0 si i ≤ j − 1
1

(i − j)!
si i ≥ j

U = α(J(0)) − In est la même matrice où l’on a remplacé les 1 diagonaux par des zéros.
4. Soient A et B deux matrices nilpotentes qui commutent. On peut trouver des entiers p et q tels que
Ap = Bq = On. Soient α, β deux scalaires. Comme A et B commutent, on peut utiliser la formule du
binôme pour obtenir

(αA + βB)p+q =

p+q∑

k=0

(

p + q

k

)

αkβp+q−kAkBp+q−k

Si k ≥ p, Ak = ApAk−p est nulle et si k ≤ p alors p+q−k ≥ q et c’est alors Bp+q−k qui est nulle. Ainsi,
tous les termes de la somme sont nuls et (A + B)p+q = On. αA + βB est nilpotente.
On en déduit par récurrence que pour tout p, une combinaison linéaire de p matrices nilpotentes qui com-
mutent deux à deux est encore une matrice nilpotente.

5. On a

U =

n∑

k=1

1

k!
Jk

qui est une combinaison linéaire de matrices nilpotentes qui commutent deux à deux. Avec la question
précédente, U est nilpotente.
Les n − 1 premières colonnes de U sont indépendantes (famille “échelonnée” dans la base canonique de C

n)
et la dernière est nulle (et donc combinaison des précédentes). U est donc de rang n − 1.

3 Quelques résultats sur les noyaux itérés d’un endomorphisme.

1. Soient i, j ∈ N, on a
∀x ∈ E, ui+j(x) = uj(ui(x))

Si ui(x) = 0 alors ui+j(x) = uj(0) = 0 et on a donc l’inclusion

ker(ui) ⊂ ker(ui+j)

2. En particulier, la suite (ker(um))m∈N est croissante au sens de l’inclusion et, en passant aux dimension, la
suite (tm)m∈N est croissante. Comme elle est majorée par la dimension de E, elle converge. Et comme elle
est constituée d’entiers, elle est stationnaire à partir d’un certaine rang. Il existe donc un entier m0 tel que
tm0

= tm0+1 et l’ensemble {m ∈ N/ tm = tm+1} est donc non vide. Comme il est inclus dans N, il possède
un minimum (ce qui est mieux qu’une borne inférieure). On peut poser

r = min{m ∈ N/ tm = tm+1}

3. Par définition de r, si m < r alors tm 6= tm+1. On a donc ker(um) ⊂ ker(um+1) et les sous-espaces n’ayant
pas même dimension, l’inclusion est stricte.
r étant un minimum, on a tr = tr+1. Comme ker(ur) ⊂ ker(ur+1) et comme on a égalité des dimensions, on
a donc ker(ur) = ker(ur+1).
Enfin, on montre par récurrence sur l’entier m que l’affirmation

ker(um) = ker(um+1)

est vraie pour tout m ≥ r.
- Initialisation : on a vu que le résultat était vrai pour m = r.
- Etape de récurrence : soit m ≥ r tel que le résultat est vrai jusqu’au rang m. Soit x ∈ ker(um+2) ; on a

um+1(u(x)) = 0 et donc u(x) ∈ ker(um+1). Par hypothèse de récurrence, ker(um) = ker(um+1) et donc
um(u(x)) = 0 c’est à dire x ∈ ker(um+1). On a prouvé que ker(um+2) ⊂ ker(um+1) et comme l’inclusion
réciproque a déjà été prouvée, on a l’égalité et le résultat au rang m+ 1.
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4 Recherche des endomorphismes nilpotents de rang n − 1.

1.1. On a
Im(w) = vq(Im(vp)) = Im(vp+q)

1.2. w(x) = 0 équivaut x ∈ Im(vp) et w(x) = 0 c’est à dire à x ∈ Im(vp) et vq(x) = 0. On a donc

ker(w) = Im(vp) ∩ ker(vq) ⊂ ker(vq)

1.3. D’après le théorème du rang,

dim(Im(w)) + dim(ker(w)) = dim(Im(vp))

En utilisant les deux questions précédentes, on a donc

dim(Im(vp)) ≤ dim(ker(vq)) + dim(Im(vp+q))

Le théorème du rang donne aussi

dim(Im(vp)) = dim(E) − dim(ker(vp))

dim(Im(vp+q)) = dim(E) − dim(ker(vp+q))

En injectant ces relations dans l’inégalité, on obtient

dim(ker(vp+q)) ≤ dim(ker(vp)) + dim(ker(vq))

1.4. On prouve le résultat demandé par récurrence sur i.
- Initialisation : le résultat est vrai pour i = 1 car v est de rang n− 1 et donc dim(ker(v)) = 1 (l’inégalité
est une égalité).

- Etape de récurrence : soit i ∈ [1..n−1] tel que le résultat soit vrai jusqu’au rang i. La question précédente
indique que

dim(ker(vi+1)) ≤ dim(ker(vi)) + dim(ker(v))

Comme ker(v) est de dimension 1 et comme le résultat est vrai au rang i, on a donc

dim(ker(vi+1)) ≤ i + 1

ce qui prouve le résultat au rang i + 1.
1.5. v étant nilpotente, on a vn = 0 et dim(ker(vn)) = n. D’après la partie 3 la suite (dim(ker(vi)))i∈N

commence par crôıtre strictement puis stationne à la valeur n. D’après la question précédente, elle ne peut
donc pas stationner avant le rang n et on a

1 = dim(ker(v)) < dim(ker(v2)) < · · · < dim(ker(vn)) ≤ n

Pour que ces inégalité puissent avoir lieu, on doit nécessairement avoir

∀i ∈ [1..n], dim(ker(vi)) = i

2. Comme ker(vn−1) est de dimension n − 1, il n’est pas égal à E et v 6= θ.
3. Il existe donc e ∈ E tel que vn−1(e) 6= 0. Montrons que (e, v(e), . . . , vn−1(e)) est libre. Pour cela, on
suppose que

α0e + α1v(e) + · · ·+ αn−1v
n−1(e) = 0

On a bien sur vk = θ pour tout k ≥ N.
En composant par vn−1, on a alors α0v

n−1(e) = 0 et donc α0 = 0.
Si on compose par vn−2, on obtient de même α1 = 0. C’est donc un processus récurrent qui nous permet de
montrer la nullité de tous les αi.
La famille est libre et possède n = dim(E) éléments : c’est une base de E.

4. La matrice de v dans cette base est tout simplement J(0).
5. Si v et w sont deux endomorphismes nilpotents de rang n − 1 alors il existe des bases dans lesquelles ces
deux endomorphismes sont représentés par J(0). Les matrices de ces endomorphismes sont donc semblables
(transitivité de la relation de similitude).
Il est difficile de savoir ce qu’attend l’énoncé à la question “déterminer tous les endomorphismes nilpotents
d’ordre n − 1”. On peut, per exemple, dire que ce sont ceux dont la matrice dans la base canonique est
semblable à J(0).
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5 Résolution de l’équation J(µ) = α(X).

1. L’application M 7→ P−1MP est continue (par exemple, elle est linéaire et on est en dimension finie. On en
déduit que

P−1α(M)P = P−1

(

lim
k→+∞

k∑

m=0

Mm

m!

)

P = lim
k→+∞

k∑

m=0

P−1MmP

m!

Or, P−1MmP = (P−1MP)m (résultat connu que l’on retrouve sans peine par récurrence sur m) et donc

P−1α(M)P = α
(

P−1MP
)

2. Soit z ∈ C et z = x + iy son écriture algébrique. ez = zxeiy admet ex comme module et y est un de ses
arguments.

- On a ez = i = eiπ/2 si et seulement si ex = 1 et y =
π

2
[2π]. La première équation admet {

(

π

2
+ 2kπ

)

i/ k ∈
Z} comme ensemble de solutions.

- On a ez = −1 = eiπ si et seulement si ex = 1 et y = π[2π]. La première équation admet {(π + 2kπ) i/ k ∈
Z} comme ensemble de solutions.

- On a −3 − 4i = 5

(

−
3

5
−

4

5
i

)

. Soit θ0 = arccos(3/5) ; θ0 ∈ [0, π] et cos(θ0) = 3/5, sin(θ0) = 5/5).

On a ainsi ez = −3 − 4i = 5ei(θ0+π) si et seulement si ex = 5 et y = θ0 + π[2π]. La première équation
admet {ln(5) + (θ0 + π + 2kπ) i/ k ∈ Z} comme ensemble de solutions.

3. De manière plus générale, ez est non nul (module ex non nul).
- ez = 0 n’admet pas de solution dans C.
- ez = µ = |µ|eiarg(u) a lieu si et seulement si ex = |µ| et y = arg(u)[2π]. Les solutions sont donc les
z = ln(|µ|) + i(arg(u) + 2kπ) où k varie dans Z.

4.1. On a
m∑

k=0

(sIn)
k

k!
=

(

m∑

k=0

sk

k!

)

In

En passant à la limite, on en déduit que

α(sIn) = esIn = µIn

4.2. sIn et J(0) commutent et donc

α(J(s)) = α(sIn)α(J(0)) = µα(J(0))

4.3. Avec les notations de la partie 2, µ(α(J(0)) − In) = µU et on a vu que cette matrice est nilpotente. Elle
est aussi de rang n − 1 car U l’est et µ 6= 0.

4.4. µ(α(J(0)) − In) = α(J(s)) − µIn est nilpotente de rang n − 1 et donc semblable à J(0). Il existe donc
une matrice inversible Q telle que

Q−1 (α(J(s)) − µIn)Q = J(0)

On en déduit alors que
Q−1α(J(s))Q = J(0) + µIn = J(µ)

5. Avec la question 1, on a donc
α
(

Q−1J(s)Q
)

= J(µ)

et donc X = Q−1J(s)Q est une solution de l’équation α(X) = J(µ).
6. Comme la transposition est continue, α(tM) = tα(M) et donc X = t

(

Q−1J(s)Q
)

est une solution de
l’équation α(X) = tJ(µ).

7.1. On est dans le cas n = 2. Dans ce cas, µU = µJ(0) et Q = diag(1, µ) convient. On a aussi T1 = tJ(i) et
on est dans le cas µ = i et on peut prendre s = iπ/2. D’après la question 6, la matrice

X1 = t(diag(1, µ)α(J(iπ/2))diag(1, 1/µ))

est solution de α(X) = T1. Le calcul donne

X1 =

(

iπ/2 −1
0 iπ/2

)
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7.2.1 On est dans le cas n = 2 et µ = −1. Q = diag(1,−1) convient et le même calcul qu’à la question
précédente donne

α(B1) =

(

−1 1
0 −1

)

avec B1 =

(

iπ −1
0 iπ

)

7.2.2 Un calcul par bloc permet de montrer (par récurrence que)

∀k ∈ N, Hk =





Bk
1 0

0

0 0 (ln(2))k





En divisant par k!, en sommant et en passant à la limite, on a donc

α(H) =





α(B1) 0
0

0 0 2





7.2.3 On a trouvé en question I.3 une matrice P telle que P−1AP = α(H). On a donc A = Pα(H)P−1 =

α(PHP−1). On peut donc choisir

X2 = PHP−1 =





ln(2) iπ − ln(2) −iπ + ln(2)
iπ − ln(2) −1 − ln(2) iπ + 1 − ln(2)
iπ − ln(2) −iπ − 1 + ln(2) 2iπ + 1 − ln(2)





F
i
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n
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Devoir libre
Arithmétique
(fonctionsmultiplicatives)

Mamouni My Ismail

MP-CPGE Rabat

Quatre ingénieurs passent un entretien d’embauche, pour réussir il suffit de savoir compter.
Le X-man : ” une... deux... une... deux...” : Le jury : Eliminé.
Le HEC : ” Un KiloEuro ; deux KE, trois KE... : Le jury : Eliminé.
L’informaticien :” 0...1...0...1...0... ” : Le jury : Eliminé.
Le dernier candidat sortant de la fac commence : ” 1... 2... 3... 4... 5... 6... 7... ”
Le jury : ” continuez, continuez...”
Le jeune très épaté : ” 8... 9... 10... valet... dame... roi... ” !

Blague du jour

Mathmaticien et astronome théoricien à l’université de Leipzig. Il est principalement connu pour sa découverte
du ruban de Möbius, une surface non orientable à deux dimensions avec seulement un bord quand elle est
plongée dans un espace euclidien à trois dimensions.
Mb̈ius fut le premier à introduire les coordonnées homogènes en géométrie projective. L’importante fonction
µ(n) et la formule d’inversion de Möbius font partie de ses apports en thorie des nombres. Möbius a eu Gauss
comme professeur et tait un descendant de Martin Luther par sa mère.

August Ferdinand Möbius (1790-1868) M
ath

ém
aticien

d
u
jou

r

Notations :

– Une fonction f : N
∗ −→ N est dite arithmétique multiplicative si et seulement si elle vérifie la relation

suivante : f(nm) = f(n)f(m), pour tous n,m tel que n ∧ m = 1.
– On notera par M, l’ensemble de telles fonctions, sur lequel on définit l’opération suivante (f ∗ g)(n) =
∑

d|n

f(d)g

(

n

d

)

appelée produit de Dirichlet.

– Pour tout n ∈ N
∗ on note par Dn l’ensemble de ses diviseurs dans N

– La fonction de Möbius est définit pour tout n ∈ N
∗ par la relation suivante :

µ(n) = 0 si ∃p premier tel que p2 divise n
= (−1)rsinon, où r dsigne le nombre

des diviseurs premiers de n

– Soit n ∈ N
∗, on note par φ(n) la somme des diviseurs de n dans N

φ(n) =
∑

d|n

d.
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1) Montrer que ∗ définit sur M une LCI, puis une structure de groupe abélien d’élément
neutre l’application e(n) = 0 si n 6= 1 et e(1) = 1.

2) Montrer que ∗ est distributive par rapport à +.

3) Montrer que µ ∗ 1 = e où 1 est la fonction constante sur N
∗ égale à 1.

4) Soient f, g ∈ M tel que g(n) =
∑

d|n

f(d) pour tout n ∈ N
∗, montrer alors que :

f(n) =
∑

d|n

µ(d)g

(

d

n

)

Formule d’inversion de Möbius

5) Montrer que n est premier si et seulement si φ(n) = n+ 1.

6) Soit a, b, c ∈ N
∗ tel que a ∧ b = 1.

Montrer que : a ∧ (bc) = a ∧ c

(ab) ∧ c = (a ∧ c)(b ∧ c)
.

7) Soit (m,n) ∈ N
∗ × N

∗ tel que n ∧m = 1.

a) Montrer que les applications

ψ1 : Dn ×Dm −→ Dnm

(p, q) 7−→ pq

et ψ2 : Dnm −→ Dn ×Dm

d 7−→ (d ∧ n, d ∧m)

sont isomorphes l’une de l’autre.

b) En déduire que card(D(nm)) = card(D(n))card(D(m)).

c) Montrer que tout diviseur d de nm s’écrit sous la forme d1d2 où d1 divise n et d2 divise
m.

d) En deduire que l’application : f : D(n) ×D(m) −→ D(nm)
(d1, d2) 7−→ d1d2

est bijective.

e) En deduire enfin que : φ(nm) = φ(n)φ(m)

8) Soit p premier et α ∈ N, Donner tous les diviseurs de pα, puis en déduire φ(pα).

9) Soient p1, . . . , pr des nombres premiers et α1, . . . , αr des entiers naturels, en déduire φ(n)

où n =
r

∏

i=1

pαi

i
.
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Devoir libre
Polynômeminimal et
caractéristique

Mamouni My Ismail

MP-CPGE Rabat

Un vieux milliardaire téléphone à une conseillère : J’ai 60 ans et je veux me marier avec
une jeune fille de 20 ans. Pensez-vous que j’aie plus de chance de l’amener à m’épouser
si je lui dis il y a quelques année, j’avais juste 50 ans ? La conseillère lui répond : A mon
avis, vous feriez mieux de lui dire que quelques année, vous approchez des 80 ans !

Blague du jour

Mathématicien et avocat britannique, l’un des fondateurs de l’école britannique moderne de mathématiques
pures. Il est le premier à introduire la multiplication des matrices. Il a donné le premier, une définition qui
s’approche de la notion moderne de groupe. Il a reçu la Médaille Copley en 1882. On lui doit aussi la découverte
des nombres de Cayley, les octonions.

Arthur Cayley (1821-1895)

M
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Devoir libre 3
Déterminants par blocs

Mamouni My Ismail

MP-CPGE Rabat

4 Octobre 2010

Source : e3a,PSI-2010, Epreuve B

- Trois statisticiens vont la chasse au canard. Un canard décolle. Le premier tire et passe
dix centimètres au-dessus. Le second tire et passe dix centimètres en-dessous. Le troisième,
tout sourire : ”c’est bon les gars, on l’a eu !”
- La vie est complexe, elle a une partie réelle et une autre imaginaire.
- Qu’est-ce qu’un ours polaire ? C’est un ours cartésien qui a changé ses coordonnés.

Blague du jour

Mathématicien, physicien et astronome irlandais. Il est connu pour sa découverte des quaternions, mais il
contribua aussi au développement de l’optique, de la dynamique et de l’algèbre. Ses recherches se révélèrent
importantes pour le développement de la mécanique quantique.
Enfant prodige ; et doué pour les langues à l’âge de 7 ans, il parlait déjà en hébreu et, à l’âge de 13 ans, sous
la direction de son oncle qui est linguiste, il parlait déjà 13 langues : le persan, l’arabe, l’hindousthân̂ı, le
sanskrit, le malais,....

Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) M
ath

ém
aticien

d
u
jou

r

Dans cet exercice, les deux parties sont indépendantes. Le candidat pourra aborder le partie B en admettant le
résultat de la question A.3.b.
Soit n un entier naturel non nul. On notera Mn(C) l’ensemble des matrices carrées de taille n à coefficients
complexes. On note respectivement In et On la matrice identité et la matrice nulle de Mn(C). Le déterminant
d’une matrice A est noté det(A), sa trace Tr(A) et son polynôme caractéristique est désigné par PA(X).

Partie A.

1. Soient A, B,C,D des éléments de Mn(C).
a. Justifier brièvement les relations suivantes entre les déterminants de matrices de M2n(C) définies par
blocs et les déterminants de leurs blocs :

det(

(

In On

On D

)

) = det(D), det(

(

In B
On In

)

) = 1 et det(

(

A On

On In

)

) = det(A)

b. En déduire det(

(

A B
On D

)

) = det(A) det(D).

c. De la question précédente, déduire det(

(

A On

C D

)

) = det(A) det(D).

2. Dans toute la suite de cette partie, A, B,C,D sont des éléments de Mn(C) tels que DC = CD. Soit la
matrice définie par blocs

M =

(

A B
C D

)

∈ M2n(C)

A l’aide du produit

(

A B

C D

)(

D On

−C In

)

, montrer que si la matrice D est inversible alors on a

det(M) = det(AD − BC)
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3. Pour tout x ∈ C, on pose Dx = D− xIn et Mx =

(

A B

C Dx

)

∈ M2n(C).

a. Montrer que det(Mx) = det(ADx − BC) pour tout nombre complexe x ∈ S où S est un sous-ensemble
fini de C.

b. En déduire que l’on a det(

(

A B

C D

)

) = det(AD − BC) en toute généralité.

Partie B.

Dans cette partie, q désigne un nombre complexe différent de 0 et de 1. On considère l’espace vectoriel M2(C)

dont on note B = (E1,1, E1,2, E2,1, E2,2) la base canonique (tous les coefficients de Ei,j sont nuls sauf celui à
l’intersection des ligne i et colonne j qui vaut 1).

Soit la matrice non nulle A =

(

a b
c d

)

. On note Ã =

(

d −b
−c a

)

.

On définit les deux endomorphismes de M2(C) suivants :

RA : X 7→ AX et LA : X 7→ XA

1. Déterminer les matrices de RA et LA dans la base B.
2. Montrer que la matrice de l’endomorphisme RA − qLA dans la base B est la matrice définie par blocs par

MA =

(

aI2 − qtA bI2
cI2 dI2 − qtA

)

3. Montrer que l’on a successivement les égalités suivantes
a. det(MA) = det(A) det(Ã + q2A − q(a + d)I2),

b. det(MA) = (1 − q)2 det(A) det(

(

d − qa −(1 + q)b
−(1 + q)c a − qd

)

),

c. det(MA) = (1 − q)2 det(A)
(

(1 + q)2 det(A) − q(Tr(A))2
)

.
4. On suppose à présent que le polynôme caractéristique de A se décompose en le produit PA(X) = (X −

α)(X − β) où α, β ∈ C.
a. Montrer que l’on a det(MA) = PA(qα)PA(qβ).
b. A l’aide des questions précédentes, montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :

- il existe une matrice non nulle B de M2(C) telle que AB = qBA
- on a det(A) = 0 ou α = qβ ou β = qα.

5. Soit A ∈ M2(C) telle qu’il existe B ∈ M2(C) non nulle avec AB = qBA où q ∈ C \ {0, 1}. Montrer que
A est semblable à une matrice de l’un des trois types suivants :

A1 =

(

α 0
0 qα

)

, A2 =

(

α 0
0 0

)

, A3 =

(

0 1
0 0

)

où α ∈ C
∗.
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Corrigé Devoir libre 3 (Pr. Devulder)

Déterminants par blocs

Mamouni My Ismail

MP-CPGE Rabat

• Deux puces se retrouvent avec un labrador et elles commencent discuter :
- Qu’est-ce que tu a regardé hier soir à la télé ? La deuxième chienne ?
- Non, canal puce ...
• Qu’est-ce qu’un dromadaire ?
Réponse : c’est un chameau qui bosse double !

Blague du jour

Mathématicien français, le premier à avoir représenté les paramètres d’une équation par des lettres. Il était
aussi chargé du déchiffrage des codes secrets ennemis. Il se lance dans des travaux d’astronomie et de
trigonométrie. Parmi ses belles formules, notons celle-ci qui donne une valeur approchée de

π ≃ 2 × 2√
2
× 2
√

2 +
√
2
× 2
√

2 +
√

2 +
√
2

× . . .

François Viète (1540-1603)

M
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Partie A.

1.a. Au vu de la question suivante, on ne doit pas mentionner un calcul de déterminant triangulaire par blocs.
Pour la première relation ainsi que la seconde, on peut faire des développements successifs selon la première
colonne (n fois). Pour la troisième, on développe cette fois successivement (n fois) par rapport à la dernière
colonne.

1.b. Il suffit de remarquer que
(

In On

On D

)(

In B
On In

)(

A On

On In

)

=

(

A B
On D

)

puis d’utiliser la propriété de morphisme multiplicatif du déterminant pour obtenir, avec la question précédente,

det(

(

A B
On D

)

) = det(A) det(D)

1.c. En utilisant l’invariance du déterminant par transposition, on obtient alors

det(

(

A On

C D

)

) = det(A) det(D)

2. On a
(

A B
C D

)(

D On

−C In

)

=

(

AD − BC B
On D

)

et donc (avec la propriété de morphisme multiplicatif du déterminantet la question 1) det(M) det(D) =

det(AD − BC) det(D). Si D est inversible, on peut simplifier par det(D) 6= 0 et obtenir

det(M) = det(AD − BC)
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3.a. Soit S le spectre complexe de D (c’est un ensemble de cardinal fini ≤ n). Si x /∈ S alors Dx est inversible
et donc (question précédente) det(Mx) = det(ADx − BC).

3.b. Comme S est fini, il existe r > 0 tel que ]0, r[∩S = ∅. On a ainsi

∀x ∈]0, r[, det(Mx) = det(ADx − BC)

Le passage au déterminant étant continu, on peut faire tendre r vers 0 pour obtenir

det(M) = det(AD − BC)

On a bien sûr utilisé Dr → D quand r → 0 qui donne Mr → M et ADr − BC → AD − BC.

Partie B.

1. Il est important de prendre garde à l’ordre des vecteurs choisi pour la base canonique. A part cela, on doit
juste exprimer RA(Ei,j) ou LA(Ei,j) et mettre les coordonnées en colonnes. Le calcul donne

Mat(RA,B) =









a 0 b 0
0 a 0 b

c 0 d 0
0 c 0 d









et Mat(LA,B) =









a c 0 0
b d 0 0

0 0 a c
0 0 b d









2. On écrit les matrices précédentes par blocs

Mat(RA,B) =

(

aI2 bI2
cI2 dI2

)

et Mat(LA,B) =

(

tA 0
0 tA

)

Il suffit alors de combiner ces matrices pour obtenir

MA =

(

aI2 − qtA bI2
cI2 dI2 − qtA

)

3.a. Comme cI2 et dI2 − qtA commutent, on peut utiliser la formule de la partie A :

det(MA) = det((aI2 − qtA)(dI2 − qtA) − bcI2)

= det((ab − bc)I2 − q(a + d)tA + q2(tA)2)

Par ailleurs, Ã étant la transposée de la comatrice de A on a (formule de cours que l’on peut vérifier à la
main pour cette matrice de taille 2)

AÃ = det(A)I2

On en déduit que

det(A) det(Ã + q2A − q(a + d)I2) = det(AÃ + q2A2 − q(a + d)A)

= det((ad − bc)I2 − q(a + d)A + q2A2)

Le déterminant étant invariant par transposition, on conclut que

det(MA) = det(A) det(Ã + q2A − q(a + d)I2)

3.b. On a

det(Ã + q2A − q(a + d)I2) = det(

(

(q − 1)(qa − d) b(q − 1)(q + 1)
c(q − 1)(q + 1) (q − 1)(qd − a)

)

)

Par multilinéarité du déterminant on a ainsi

det(Ã + q2A − q(a + d)I2) = (1 − q)2 det(

(

−qa + d −b(q + 1)

−c(q + 1) −qd + a

)

)

et avec la question précédente,

det(MA) = (1 − q)2 det(A) det(

(

d − qa −(1 + q)b
−(1 + q)c a − qd

)

)
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3.c. On a maintenant

det(

(

−qa + d −b(q + 1)
−c(q + 1) −qd + a

)

) = (1 + q)2(ad − bc) − q(a + d)2 = (1 + q)2 det(A) − q(Tr(A))2

et la question précédente donne

det(MA) = (1 − q)2 det(A)
(

(1 + q)2 det(A) − q(Tr(A))2
)

4.a. PA(X) = X2 − (α + β)X + αβ et donc Tr(A) = α + β et det(A) = αβ. La question précédente donne
alors

det(MA) = (1 − q)2αβ((1 + q)2αβ − q(α + β)2) = (1 − q)2αβ((1 + q2)αβ − qα2 − qβ2)

Il reste à remarquer que PA(qα)PA(qβ) = (q−1)2αβ(qβ−α)(qα−β) et à développer le dernier produit
pour conclure que

det(MA) = PA(qα)PA(qβ)

4.b. On travaille en deux temps.
- S’il existe B 6= 0 telle que AB = qBA alors (RA − qLA)(B) = 0 et donc RA − qLA est non inversible.
Son déterminant est nul et donc PA(qα) = 0 ou PA(qβ) = 0 c’est à dire qα ∈ {α, β} ou qβ ∈ {α, β}.
Si det(A) 6= 0 alors α et β sont non nuls (0 non valeur propre de A) et qα 6= α, qβ 6= β (q 6= 1). La
condition devient alors α = qβ ou β = qα.
Finalement, on a det(A) = 0 ou α = qβ ou β = qα.

- Réciproquement, si cette condition a lieu alors det(MA) = 0 et RA − qLA n’est pas inversible. Il existe
B 6= 0 dans son noyau et ceci s’écrit AB = qBA.

5. Distinguons trois cas.
- 0 est valeur propre simple de A. Dans ce cas, il existe une autre valeur propre complexe α 6= 0 et A est
diagonalisable, semblable à diag(α, 0) (deux sous-espaces propres qui sont des droites).

- 0 est valeur propre double. Dans ce cas, PA = X2 et A2 = 0 (Cayley-Hamilton). Comme A 6= 0, il existe
un vecteur colonne E1 tel que E2 = AE1 6= 0. Si c1E1 + c2E2 = 0 alors (on compose par A) c1E2 = 0 et
donc c1 = 0 (car E2 6= 0) puis c2E2 = 0 et donc c2 = 0. La famille (E1, E2) est libre et est une base de R

2

(identifié à l’espaces des matrices unicolonnes). Dans cete base, l’endomorphisme canoniquement associé à

A est représenté par

(

0 1

0 0

)

et A est donc semblable à cette matrice.

- Si 0 n’est pas valeur propre de A alors det(A) 6= 0 et α = qβ ou β = qα. Comme q 6= 1, on a α 6= β et
on a deux valeur propres. A est diagonalisable et semblable à diag(α, β).
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Crochet de Lie

Mamouni My Ismail

MP-CPGE Rabat

8 octobre 2010

Êtes-vous accro l’Internet ? La réponse serait oui si :
• A trois heures du matin, vous vous levez pour un besoin pressant et regardez en revenant
si vous avez reçu des mails.
• Vous inclinez la tête gauche quand vous souriez
• Sur la porte de la cuisine est écrit : ”upload”
• Sur la porte des toilettes est écrit : ”download”

Blague du jour

Mathématicien norvégien. Il a participé activement à la création de la théorie des symétries continues, et l’a
appliquée à la géométrie et aux équations différentielles. On lui doit la création de l’algèbre de Lie, ainsi que
des groupes de Lie. Arrêté et incarcéré en France lors de la guerre, soupçonné d’être un espion allemand, il en
profite pour avancer sa thèse sur ≪ une classe de transformation géométrique. Il était marié à la petite fille
de Niels Henrik Abel.

Sophus Lie (1842-1899)
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Dans un K-espace vectoriel non nul, E, on pose pour tous endomorphismes u et v :

[u, v] = u ◦ v − v ◦ u Crochet de Lie.

1) Montrer que (L(E),+, ., [, ]) est une K-algèbre.

2) Montrer que l’application : Φ : L(E)2 −→ L(E)
(u, v) 7−→ [u, v]

est bilinéaire symétrique.

3) Montrer que ∀u, v, w ∈ L(E), on a :

[u, [v, w]] + [v, [w, u]] + [w, [u, v]] = 0. identité de Jacobi.

4) Soient u, v deux endomorphisme de E tels que [u, v] = idE. Montrer que :

a) [uk, v] = kuk−1 pour k ∈ N.

b) [P (u), v] = P ′(u) pour P ∈ K[X ].

c) u et v n’ont pas de polynômes minimaux.

5) Oral CCP 99.
On suppose dans cette question que E un espace vectoriel réel de dimension
finie et que f, g ∈ L(E), α ∈ R∗ tels que [f, g] = αf .

a) Montrer pour tout entier naturel n : [fn, g] = αnfn.

b) Montrer qu’il existe n ∈ N tel que fn = 0 (raisonner par l’absurde et
considérer l’application Φ : L(E) −→ L(E)

h 7−→ [h, g]
.

40
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Oral X 2001

On suppose dans cette question que E est de dimension finie sur K et que f un
endomorphisme de E tel que χf soit irréductible. On se propose de montrer que
pour tout endomorphisme g, le crochet de Lie rg[f, g] 6= 1. Supposons qu’il existe
g ∈ L(E) tel que rg[f, g] = 1.

a) Montrer qu’il existe ϕ ∈ E∗ et a ∈ E tous deux non nuls tels que :

∀ x ∈ E, on a :f(g(x)) − g(f(x)) = ϕ(x)a.

b) En déduire par récurrence sur k que :

∀ x ∈ E, fk(g(x)) − g(fk(x)) = ϕ(x)fk−1(a) + ϕ(f(x))fk−2(a) + · · · + ϕ(fk−1(x))a.

c) En déduire que : (a, f(a), . . . , fn−1(a)) est une base de E avec n = dimE et
que ∃P ∈ Kn−1[X ] tel que fn(a) = P (f).

d) En déduire que µf (X) = Xn − P (X).

e) En déduire que `(x) = 0 pour tout x ∈ E.

f) En déduire une contradiction.

Oral Ens Cachan 2003.

Soit Φ : Mn(C) −→ Mn(C) un automorphisme d’espace vectoriel tel que :

∀ A,B ∈ Mn(C), Φ([A,B]) = [Φ(A),Φ(B)]

On se propose de montrer : ∀ D ∈ Mn(C), D est diagonalisable ssi Φ(D) est
diagonalisable. Pour cela considérons l’application : φD : X −→ [D,X ] et montrons
que (D est diagonalisable) ⇐⇒ (φD est diagonalisable).

a) On suppose que D est diagonalisable. Montrer alors que les applications
X −→ DX et X −→ XD le sont aussi (annulateur scindé à racines simples)
et elles commutent, donc elles sont simmultanément diagonalisables et leur
différence, φD, est aussi diagonalisable.

b) Réciproquement, on suppose que φD est diagonalisable.

i. Montrer que si P est un polynôme quelconque de degré m, alors :

∀ X ∈ Mn(C), P (φD)(X) =

m
∑

k=0

(−1)kDkX
P (k)(D)

k!
=

m
∑

k=0

(−1)kP
(k)(D)

k!
XDk.

ii. Prenons P annulateur scindé à racines simples de φD, X = U tV où U est
un vecteur propre de D associé à une certaine valeur propre λ et V un
vecteur arbitraire. Montrer que U tV P (D− λI, puis que tV P (D− λI) = 0.

iii. En déduire que P (D − λI) = 0, puis conclure.

3) Soient A et B deux matrices de Mn(()R) telles que [A,B] = A,
montrer que A est nilpotente. Pour cela on considère l’application :
ψ : Mn(()R) −→ Mn(()R)

M 7−→ MB −BM

a) Montrer que ψ est linéaire de E dans E.

b) Montrer par récurrence que : ∀k ∈ N ψ(Ak) = kAk.

c) On suppose que ∀k ∈ N, Ak 6= 0. Montrer que ψ a une infinité de valeurs
propres.

d) Conclure.

7)

8)

9

10) CNC 2000, Math II, MP
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Diagonalisation dematrices

Mamouni My Ismail

MP-CPGE Rabat

11 Octobre 2011
Source : Banque PT, 2008

• Un gendarme fait stopper une automobile :
- Vous n’aviez pas vu le feu rouge ?
- Si si. C’est vous que je n’avais pas vu !
• Quelle différence y a-t-il entre Windows et un clou ?
- Aucune : tous deux sont destins se planter.
• Quelle est la différence entre Windows XP et un virus ?
- Le virus il fonctionne !

Blague du jour

Mathématicien allemand. Il était issu d’une famille de mathématiciens. Excellent pédagogue, Toeplitz
s’intéressait aussi à l’histoire des mathématiques. On lui doit les matrices dites de Toeplitz, dont toutes
les diagonales sont constantes, ces matrices sont très utilises dans les théorie de complexité et d’analyse de
Fourrier.

Otto Toeplitz (1881-1940)
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Exponentielle dematrices

Mamouni My Ismail

MP-CPGE Rabat

Source : CCP, 2010, MP, Math 2

• Quel est le genre d’humour que les dindes n’aiment pas ?
Réponse : les farces.
• Pourquoi les lapins jouent-ils avec 46 cartes au lieu de 52 cartes ?
Réponse : parce qu’ils ont mangent les trèfles !
• C’est une bande de poissons en train de faire des bêtises, quand l’un voit une étoile de
mer et dit : Attention voilà le shérif qui arrive !

Blague du jour

Mathématicien britannique, professeur à l’université de Princeton, aux États-Unis. Il est surtout connu pour
sa démonstration du dernier théorème de Fermat en 1994, résolvant ainsi l’un des problèmes les plus connus
de l’histoire des mathématiques. Travaillant dans le plus grand secret pendant huit ans, et faisant part de
ses idées et progrès à Nicholas Katz, un collègue de Princeton, Wiles démontre la conjecture de Shimura-
Taniyama-Weil et, par conséquent, le théorème de Fermat. Pour dévoiler sa démonstration, Wiles s’y prend
de manière quasi théâtrale. Il annonce trois conférences (les 21, 22 et 23 juin 1993) sans en donner l’objet,
ce qu’il ne fait que lors de la dernière en précisant que le grand théorème de Fermat est un corollaire de ses
principaux résultats. Son travail met ainsi fin à une recherche qui a duré plus de 300 ans.

Sir Andrew John Wiles (1953- )
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16 octobre 2010

QUELQUES UTILISATIONS DES PROJECTEURS

Notations et objectifs :
Dans tout le texte E désigne un R-espace vectoriel de dimension finie n > 1. On note id
l’endomorphisme identité de E, Mn(R) le R-espace vectoriel des matrices réelles carrées de
taille n.
Si E1 et E2 sont des sous-espaces vectoriels de E supplémentaires, c’est-à-dire E = E1 ⊕ E2,
on appelle projecteur sur E1 parallèlement à E2 l’endomorphisme p de E qui, à un vecteur x
de E se décomposant comme x = x1 + x2, avec (x1, x2) ∈ E1 × E2, associe le vecteur x1.
On rappelle que si A est une matrice deMn(R), la matrice exponentielle de A est la matrice :

exp(A) =
+∞∑
k=0

Ak

k! .

De même si u est un endomorphisme de E, l’exponentielle de u est l’endomorphisme :

exp(u) =
+∞∑
k=0

uk

k! .



Problèmes Corrigés MP
2010-2011

Mamouni My Ismail
MP-CPGE Rabat

.

myismail.chez.com 47 mamouni.myismail@gmail.com

Dans les parties II. et III., on propose une méthode de calcul d’exponentielle de matrice à l’aide
de projecteurs spectraux dans les cas diagonalisable et non diagonalisable. Dans la dernière
partie IV., on utilise les projections orthogonales pour calculer des distances à des parties.
Les quatre parties sont indépendantes.

I. Questions préliminaires

1. Soit les matrices A =
(

0 1
0 0

)
et B =

(
0 0
1 0

)
.

Calculer exp(A), exp(B), exp(A) exp(B) et exp(A + B) (pour exp(A + B), on donnera la
réponse en utilisant les fonctions ch et sh).

2. Rappeler sans démontration, une condition suffisante pour que deux matrices A et B de
Mn(R) vérifient l’égalité exp(A) exp(B) = exp(A+B).

II. Un calcul d’exponentielle de matrice à l’aide des projecteurs spectraux, cas
diagonalisable

Soit A ∈Mn(R) une matrice diagonalisable dont les valeurs propres sont :

λ1 < λ2 < · · · < λr,

où r désigne un entier vérifiant 1 6 r 6 n.

3. Polynôme interpolateur de Lagrange : on note Rr−1[X] le R-espace vectoriel des polynômes
à coefficients réels de degré inférieur ou égal à r − 1.
On considère l’application linéaire φ de Rr−1[X] dans Rr définie par :

P 7→ (P (λ1), P (λ2), . . . , P (λr)).

Déterminer le noyau de φ, puis en déduire qu’il existe un unique polynôme L de Rr−1[X] tel
que pour tout i ∈ {1, . . . , r}, L(λi) = eλi .

4. Pour i ∈ {1, . . . , r}, on définit le polynôme li de Rr−1[X] par :

li(X) =
r∏

k = 1
k 6= i

X − λk
λi − λk

.

(a) Calculer li(λj) selon les valeurs de i et j dans {1, . . . , r}.
(b) En déduire une expression du polynôme L comme une combinaison linéaire des polynômes

li avec i ∈ {1, . . . , r}.
5. Une propriété de l’exponentielle : soit P une matrice inversible deMn(R) et D une matrice

deMn(R).
(a) Justifier que l’endomorphisme deMn(R) défini par M 7→ PMP−1 est une application

continue.
(b) En déduire que :

exp(PDP−1) = P exp(D)P−1.
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6. Déduire des questions 3. et 5. que exp(A) = L(A).
7. On suppose que E est munie d’une base B et on désigne par v l’endomorphisme de E dont la

matrice par rapport à B est A. Soit λ une valeur propre de v, et x un vecteur propre associé.
Démontrer que pour tout polynôme P ∈ R[X], on a :

P (v)(x) = P (λ)x.

8. Soit i ∈ {1, . . . , r}, on note Ei = Ker(v − λi id) le sous-espace propre de v associé à λi.
(a) Démontrer que l’endomorphisme de E, pi = li(v) est le projecteur sur Ei, parallèlement

à
r⊕

k = 1
k 6= i

Ek (on dit que les pi sont les projecteurs spectraux de v).

(b) En déduire une expression de exp(A) comme une combinaison linéaire de matrices de
projecteurs.

III. Un calcul d’exponentielle de matrice à l’aide des projecteurs spectraux, cas
non diagonalisable

Soit u un endomorphisme de E dont le polynôme minimal est (X − 1)2(X − 2).

9. L’endomorphisme u est-il diagonalisable ? Justifier la réponse.
10. Écrire, sans justifier, un exemple de matrice triangulaire de M3(R) dont l’endomorphisme

canoniquement associé a pour polynôme minimal (X − 1)2(X − 2).
11. Démontrer, sans aucun calcul, que E = Ker(u− id)2 ⊕Ker(u− 2 id).
12. On considère les endomorphismes de E : p = (u− id)2 et q = u ◦ (2 id−u). Calculer p+ q.
13. Démontrer que l’endomorphisme p est le projecteur sur Ker(u − 2 id), parallèlement à

Ker(u− id)2. Que dire de l’endomorphisme q ?
14. Soit x un élément de E.

(a) Préciser (u− 2 id) (p(x)).
(b) Déterminer un nombre réel α tel que pour tout entier naturel k, uk ◦ p = αkp.
(c) En déduire que exp(u) ◦ p = βp où β est un réel à déterminer.

15. Que vaut pour tout entier k > 2, (u− id)k ◦ q ?
Démontrer que exp(u)◦q = γu◦q où γ est un réel à déterminer (on pourra écrire en justifiant
que exp(u) = exp(id) ◦ exp(u− id) ).

16. Écrire enfin l’endomorphisme exp(u) comme un polynôme en u.

IV. Calcul de distances à l’aide de projecteurs orthogonaux

Dans cette partie, on suppose en plus que l’espace E est muni d’un produit scalaire < ·, · >, ce
qui lui confère une structure d’espace euclidien. On rappelle que la norme euclidienne associée,
notée ‖ · ‖, est définie par :

∀x ∈ E, ‖x‖ =
√
< x, x >.

Si F est un sous-espace vectoriel de E, on note F⊥ son orthogonal, et on appelle projecteur
orthogonal sur F , noté pF le projecteur sur F , parallèlement à F⊥.
Enfin, si x est un vecteur de E, la distance euclidienne de x à F , notée d(x, F ) est le réel :

d(x, F ) = inf{‖x− y‖ | y ∈ F}.
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17. Théorème de la projection orthogonale : soit F un sous-espace vectoriel de E et x un vecteur
de E. Rappeler sans démonstration, la formule permettant de calculer d(x, F ) à l’aide du
vecteur pF (x).

18. Cas des hyperplans : soit n un vecteur non nul de E et H l’hyperplan de E orthogonal à
n, c’est à dire H = (Vect {n})⊥. Exprimer pour x ∈ E, la distance d(x,H) en fonction de
< x, n > et de ‖n‖.

19. Une application : dans cette question uniquement, E =Mn(R) muni de son produit scalaire
canonique : si A et B sont dansMn(R), en notant Tr la trace,

< A,B > = Tr(tAB).

Enfin on note H l’ensemble des matrices deMn(R) dont la trace est nulle.

(a) Justifier que H est un hyperplan deMn(R) et déterminer H⊥.
(b) Si M est une matrice deMn(R), déterminer la distance d(M,H).

20. Et pour une norme non euclidienne ? Dans cette question E = R2 est muni de la norme infinie
notée N∞ : si x = (x1, x2) ∈ R2, N∞(x) = max{|x1|, |x2|}. On pose F = Vect {(1, 0)} et
x = (1, 1). Déterminer la distance «infinie» du vecteur x à F , c’est-à-dire le réel :

d∞(x, F ) = inf{N∞(x− y) | y ∈ F},

et préciser l’ensemble des vecteurs m pour lesquels cette distance est atteinte, c’est-à-dire
d∞(x, F ) = N∞(x−m). Commenter.
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Exponentielle dematrices

Mamouni My Ismail

MP-CPGE Rabat

- Un fils de banquier à son père : Papa, prête-moi 20 dhs, mais ne m’en donnes que 10.
Le père demande : Pourquoi, mon garçon ?
Le fils répond : Comme ça tu me devras 10 dhs, je te devrai 10 dhs et nous serons quittes !
- Une mère au service de scolarité : Je refuse de vous payer l’assurance scolaire pour les
petits car moi j’élève mes enfants à la dure et si ils leurs arrivent quelque chose c’est
comme ça qu’ils apprendront que la vie c’est pas une partie de plaisir.

Blague du jour

Mathématicien français, deuxième au concours d’entrée de l’école polytechnique, premier à celui de l’école
normale supérieure, et premier au concours d’agrégation de mathématiques. Les travaux très innovants de
Picard ouvrirent la voie à de nouvelles recherches. Il fut le premier à utiliser le théorème du point fixe de
Banach dans une méthode d’approximations successives de solutions d’équations différentielles ou d’équations
aux dérivées partielles. On lui doit également des travaux en géométrie algébrique et des recherches appliquées
sur l’élasticité et sur la chaleur. Son Traité d’analyse constitua longtemps une référence, mais Picard fut aussi
philosophe et historien des sciences. Il épouse la fille de son professeur Charles Hermite. Sa fille Louise Picard
épousa le physicien Louis Dunoyer.

Charles mile Picard, (1856-1941)
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Partie I

1. � On a A2 = 0 donc ∀k > 2, Ak = 0 donc exp(A) = I2 + A soit exp(A) =
(

1 1
0 1

)
.

� B = tA et l’application M 7→ tM est un endomorphisme d’un epace vectoriel de dimension fine donc

continue. Ainsi exp( tA) = t(exp(A)) donc exp(B) =
(

1 0
1 1

)
.

� On a donc directement exp(A) exp(B) =
(

2 1
1 1

)
.

� Soit C = A + B =
(

0 1
1 0

)
. On a C2 = I2 donc ∀k ∈ N, C2k = I2 et C2k+1 = C donc exp(C) =(

∞∑
p=0

1
(2p)!

)
I2 +

(
∞∑

p=0

1
(2p + 1)!

)
C = ch 1 I2 + sh 1C donc exp(A + B) =

(
ch 1 sh 1
sh 1 ch 1

)
.

2. � Si on veut rester dans le cadre du programme, on peut utiliser le fait que

∀M ∈Mn(R), ∀(s, t) ∈ R2, exp((s + t)M) = exp(sM) exp(tM).

Ainsi une condition suffisante est ∃M ∈Mn(R), ∃ (s, t) ∈ R2, A = tM, B = sM .

� Une condition suffisante usuelle (mais qui n’est pas explicitement au programme) est AB = BA.

Remarquons que cette condition n’est pas nécessaire: A =

 0 0 0
0 0 −2 π
0 2 π 0

 et B =

 0 0 1
0 0 −2 π
0 2 π 0


vérifient exp(A + B) = exp(A) exp(B) bien que AB 6= BA.
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Partie II

3. � Si P ∈ Ker φ alors P (λ1) = · · · = P (λr) = 0 donc P admet r racines distinctes. Or deg(P ) 6 r − 1
donc ceci implique que P = 0. Comme 0 ∈ Ker φ, on a unKer φ = {0} .

� Ainsi φ est une application linéaire injective de Rr−1[X] dans Rr. Mais dim
(
Rr−1[X]

)
= dim

(
Rr
)

donc
φ est une bijection. Tout élément de Rr admet donc un unique antécédent par φ et c’est notamment le
cas pour

(
eλ1 , . . . , eλr

)
.

Ainsi il existe un unique polynôme L ∈ Rr−1[X] tel que ∀i ∈ [[1, r]], L(λi) = eλi .

4. (a) On a facilement li(λi) =
{

0 si j 6= i
1 si j = i

.

(b) Si L s’écrit comme combinaison linéaire de la famille
(
li
)
i∈[[1,r]]

: L =
r∑

i=1

αili alors ∀j ∈ [[1, r]], eλj =

L(λj) =
r∑

i=1

αili(λj) = αj selon [a]. Réciproquement, le polynôme P =
r∑

i=1

eλi li vérifie ∀j ∈ [[1, r]], P (λj) =

eλj et P ∈ Rr−1[X] donc P = L. Ainsi L =
r∑

i=1

eλi li .

5. (a) Toute application linéaire de source un espace vectoriel de dimension finie et de but un espace vectoriel
normé quelconque est continue. Donc, ici, M 7→ PMP−1 est continue .

(b) Par récurrence immédiate, ∀k ∈ N,
(
PDP−1

)k = PDkP−1 donc, pour tout N ∈ N,
N∑

k=0

(
PDP−1

)k
k! =

N∑
k=0

PDkP−1

k! = P

(
N∑

k=0

Dk

k!

)
P−1. Par définition, le premier membre tend quand N tend vers +∞ vers

exp
(
PDP−1

)
tandis que le second tend quand N tend vers +∞ vers P exp(D)P−1 grâce à la continuité

de M 7→ PMP−1 car
N∑

k=0

Dk

k! −−−→
N→+∞

exp(D). Donc exp
(
PDP−1

)
= P exp(D)P−1 .

6. Puisque A est diagonalisable, il existe P ∈ GLn(R) et D = Diag
(
µ1, . . . , µn

)
telles que A = PDP−1. On

a alors,par récurrence immédiate, ∀k ∈ N, Dk = Diag
(
µk

1 , . . . , µk
n

)
donc, pour tout polynôme P ∈ R[X],

P (D) = Diag
(
P (µ1), . . . , P (µn)

)
. Ainsi, d’une part, ∀N ∈ N,

N∑
k=0

Dk

k! = Diag
(

N∑
k=0

µk
1

k! , . . . ,
n∑

k=0

µk
n

k!

)
et

donc exp(D) = Diag (eµ1 , . . . , eµn) et, d’autre part, L(D) = Diag
(
L(µ1), . . . , L(µn)

)
= Diag (eµ1 , . . . , eµn)

car chaque µj appartient à Sp(A) =
{
λ1, . . . , λr

}
.

Donc exp(A) = exp
(
PDP−1

)
= P exp(D)P−1 = PL(D)P−1. Or, comme au [5.b], on a L

(
PDP−1

)
=

PL(D)P−1 donc exp(A) = L(A) .

7. Par récurrence immédiate, on a ∀k ∈ N, vk(x) = λk x donc, si P =
∑

k∈N
akXk, P (v)(x) =

∑
k∈N

akvk(x) =∑
k∈N

akλk x =
(∑

k∈N
akλk

)
x soit P (v)(x) = P (λ)x .

8. (a) Tout x de E s’écrit x =
r∑

j=1

xj avec xj ∈ Ej donc

li(v)(x) =
r∑

j=1

li(xj) =
[7]

r∑
j=1

li(λj)xj =
[4.a]

xi

donc pi = li(v)est le projecteur sur Ei, parallèlement à
r⊕

k=1
k 6=i

Ek .

(b) On a donc exp(A) =
[6]

L(A) =
[4.b]

r∑
i=1

eλi li(A) =
r∑

i=1

eλi li
(
Mat

(
v,B

))
=

r∑
i=1

eλiMat
(
li(v),B

)
ce qui donne

avec [a], exp(A) =
r∑

i=1

eλiMat
(
pi,B

)
.



Problèmes Corrigés MP
2010-2011

Mamouni My Ismail
MP-CPGE Rabat

.

myismail.chez.com 52 mamouni.myismail@gmail.com

Partie III

9. Si u était diagonalisable, son polynôme minimal aurait des racines simples. Donc u n’est pas diagonalisable .

10. Prenons A =

 1 1 0
0 1 0
0 0 2

: on a χA(X) = (X − 1)2(X − 2) donc πA(X) = (X − 1)m(X − 2) avec

1 6 m 6 2. Mais E1(A) = R.

 1
0
0

 donc A n’est pas diagonalisable donc m 6= 1 et A répond à la

question.

11. Puisque π = (X − 1)2(X − 2) est annulateur pour u, on a E = Ker
[
π(u)

]
= Ker

[
(u − id)2 ◦ (u − 2id)

]
.

Or (X − 1)2 et X − 2 sont premiers entre eux donc le théorème de décomposition des noyaux donne
E = Ker

[
(u− id)2

]
⊕Ker

[
u− 2id

]
.

12. (u− id)2 + u ◦ (2id− u) = (u2 + 2u + id) + (2u− u2) soit p + q = id .

13. � Selon [11], tout x ∈ E s’écrit x = x1 + x2 avec x1 ∈ Ker
[
(u− id)2

]
et x2 ∈ Ker

[
u− 2id

]
. On a alors

p(x) = p(x1) + p(x2) = p(x1) + (id− q)(x2) = (u− id)2(x1) + x2 + u ◦ (u− 2id)(x2) = 0E + x2 + 0E

donc p(x) = x2. Donc p est le projecteur sur Ker
[
u− 2id

]
, parallèlement à Ker

[
(u− id)2

]
.

� q(x) = x− p(x) = x1 donc q est le projecteur sur Ker
[
(u− id)2

]
, parallèlement à Ker

[
u− 2id

]
.

14. (a) ∀x ∈ E, p(x) ∈ Ker
[
u− 2id

]
donc ∀x ∈ E, (u− 2id)(p(x)) = 0E .

(b) La démonstration vue à la question [7] donne ∀x ∈ E, uk(p(x)) = 2kp(x) donc u ◦ p = 2kp .

(c) Donc, pour tout N ∈ N,
(

N∑
k=0

uk

k!

)
◦ p =

N∑
k=0

uk ◦ p
k! =

N∑
k=0

2kp
k! =

(
N∑

k=0

2k

k!

)
p. Or l’endomorphisme de

L(E): v 7→ v ◦ p est continue car L(E) est de dimension finie. De même, l’application linéaire t 7→ tp est
continue de R dans L(E). En passant à la limite dans l’égalité ci-dessus, on obtient exp(u) ◦ p = e2 p .

15. � ∀x ∈ E, q(x) ∈ Ker
[
(u − id)2

]
donc ∀k > 2, (u − id)k(q(x)) = (u − id)k−2

[
(u − id)2(q(x))

]
=

(u− id)k−2(0E) = 0E donc ∀k > 2, (u− id)k ◦ q = 0L(E) .

�Méthode 1: en utilisant le résultat hors-programme :
(
v◦w = w◦v

)
⇒
(
exp(v+w) = exp(v)◦exp(w)

)
.

Ainsi ∀N > 2,

(
N∑

k=0

(u− id)k

k!

)
◦ q = q +(u− id)◦ q = u◦ q donc, comme au [14.c], en passant à la limite

exp(u−id)◦q = u◦q. D’autre part, le résultat du [8] s’applique à l’identité et donc exp(id) = e1 id. Comme
id et u− id commutent, on a exp(u)◦q = exp(id+u− id)◦q = exp(id)◦exp(u− id)◦q = u◦q = e id◦u◦q
donc exp(u) ◦ q = e u ◦ q .
Méthode 2: en restant dans le cadre du programme .
Effectuons la division euclidienne de Xk par (X − 1)2 : Xk = Qk(X)(X − 1)2Qk(X) + akX + bk. En
appliquant en 1, on a 1 = ak + bk et en prenant la dérivée en 1, on trouve k = ak. Ainsi ∀k ∈ N, uk ◦ q =[
Qk(u)◦ (u− id)2 +k u+(1−k) id

]
◦ q = Qk(u)◦ (u− id)2 ◦ q +k u◦ q +(1−k) q = k u◦ q +(1−k) q donc

exp(u) ◦ q =

( ∞∑
k=0

k

k!

)
u ◦ q +

( ∞∑
k=0

1− k

k!

)
q =

( ∞∑
h=0

1
h!

)
u ◦ q +

( ∞∑
k=0

1
k!
−

∞∑
h=0

1
h!

)
q = e u ◦ q.
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16. Ainsi exp(u) = exp(u) ◦ id = exp(u) ◦ (p + q) = exp(u) ◦ p + exp(u) ◦ q = e2 p + e u ◦ q et les résultats
précédents donnent exp(u) = e2 (u− id)2 − e u2 ◦ (u− 2id) .

Partie IV

17. d(x, F ) =
∥∥x− pF (x)

∥∥ .

18.
(

n
‖n‖

)
est une base orthonormée de H⊥ donc pH⊥(x) =

〈
n
‖n‖ , x

〉
n
‖n‖ = 〈n, x〉

‖n‖2 n et x−pH(x) = pH⊥(x)

donc d(x,H) = |〈n, x〉|
‖n‖ .

19. (a) � Tr est une forme linéaire non nulle et H = Ker(Tr) donc Hest un hyperplan de Mn(R) .

� M ∈ H ⇐⇒ Tr(M) = Tr( tInM) = 〈In,M〉 = 0 donc H = {In}⊥ et donc H⊥ =
(
{In}⊥

)⊥ soit
H⊥ = R.In .

(b) La formule du [18] donne donc d(x,H) = |Tr(M)|√
n

.

20. � y ∈ F si et seulement si ∃ t ∈ R, y = (t, 0) donc N∞(x−y) = Max (|1− t|, 1). Donc ∀y ∈ F, N∞(x−y) >
1 et N∞(x− (1, 0)) = 1 donc d∞(x, F ) = 1 .

�
(
m ∈ F et N∞(x−m) = d∞(x, F )

)
⇐⇒

(
∃ t ∈ R, m = (t, 0) et Max (|1− t|, 1) = 1

)
⇐⇒

(
∃ t ∈ R, m = (t, 0) et |1− t| 6 1

)
⇐⇒

(
∃ t ∈ [0, 2], m = (t, 0)

)
donc

{
m ∈ F | N∞(x−m) = d∞(x, F )

}
= [0, 2]× {0} .

� On peut remarquer que, contrairement au cas euclidien, la distance est atteinte en plusieurs vecteurs
m ∈ F . Si on veut en dire un peu plus, on peut remarquer que pour une norme N quelconque dans un
espace de dimension finie{

m ∈ F | N∞(x−m) = d∞(x, F )
}

est une partie non vide, convexe et compacte de F.

En effet, posons d = d∞(x, F ) et C =
{
m ∈ F | N∞(x−m) = d∞(x, F )

}
, on a:

• d 6 N(x− 0E) car 0E ∈ F donc d = Inf
{
N(x− y) | y ∈ F ∩ B(x,N(x))

}
et, comme y 7→ N(x− y)

est continue sur E et que F ∩ B(x,N(x)) est un compact en tant qu’intersection de F fermé et de
B(x,N(x)) compact, cette borne inférieure et atteinte ce qui montre C 6= ∅.
• C = F ∩ S(x, d) est un compact, comme ci-dessus en tant qu’intersection de F fermé et de S(x, d)
compact.
• Si (m1,m2) ∈

(
C
)2 et α ∈ [0, 1], on a m3 = α m1 + (1− α)m2 ∈ F et

d 6 N
[
x−m3

]
= N

[
α(x−m1) + (1− α)(x−m2)

]
6 αN

[
x−m1

]
+ (1− α)N

[
x−m2

]
= d

donc αm1 + (1− α)m2 ∈ C donc C est convexe.
Dans le cas où F est une droite, C est donc un segment.
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Contrôle 2

Racine d’un endomorphisme

Mamouni My Ismail

MP-CPGE Rabat

16 Octobre 2010
Durée : 2 heures

Source : CCP 2010, PC, Math 1

• A combien rouliez-vous ? demande le gendarme.
- A deux seulement, mais si vous voulez monter, il reste de la place.
• Quelle est la différence entre un agent de police et une cocotte-minute ?
Il n’y en a pas car pour tous les deux, ds qu’ils sifflent c’est cuit !
• Un gendarme fait stopper une automobile :
- Vous n’aviez pas vu le feu rouge ?
- Si si. C’est vous que je n’avais pas vu !

Blague du jour

Juriste et mathématicien français, surnommé le prince des amateurs. Il cachait ses méthodes, dont quelques-
unes ont été perdues avec lui. Il s’est aussi aux sciences physiques ; on lui doit notamment le Principe
de Fermat en optique. Il est le premier inventeur du calcul différentiel dont il est un précurseur : il est
le premier utiliser la formule (sinon le concept) du nombre dérivé (découvert par un grand mathématicien
indien, Aryabhata). Il pose avec Blaise Pascal les bases du calcul des probabilités. Fermat est l’inventeur d’une
méthode de démonstration : la descente infinie

Pierre de Fermat (160 ?-1665) M
ath

ém
aticien

d
u
jou

r
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Notations et objectifs

Dans tout ce problème n est un entier naturel supérieur ou égal à 2 et E est un espace
vectoriel de dimension finie n sur le corps R des nombres réels.
L(E) désigne l’algèbre des endomorphismes de E et GL(E) l’ensemble des endomor-

phismes de E qui sont bijectifs.
On note 0 l’endomorphisme nul et id l’application identité.
Pour tout endomorphisme f , Ker (f) et Im (f) désigneront respectivement le noyau et

l’image de f .
L’ensemble des valeurs propres de f sera noté Sp(f) et on notera :

R(f) = {h ∈ L(E) | h2 = f}

R[X] désigne l’espace des polynômes à coefficients réels.

Étant donné f ∈ L(E) et P ∈ R[X] donné par P (X) =
∑̀
k=0

akX
k, on définit

P (f) ∈ L(E) par : P (f) =
∑̀ k=0

akf
k

.
où f 0 = id et pour k ∈ N?, fk = f ◦ . . . ◦ f︸ ︷︷ ︸

k fois

.

Si f1, . . . , fq désignent q endomorphismes de E (q ∈ N?) alors
∏

16i6q

fi désignera l’endo-

morphisme f1 ◦ . . . ◦ fq.
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Pour tout entier p non nul,Mp(R) désigne l’espace des matrices carrées à p lignes et p
colonnes à coefficients dans R.

Ip est la matrice identité de Mp(R).
L’objectif du problème est d’étudier des conditions nécessaires ou suffisantes à l’existence

de racines carrées d’un endomorphisme f et de décrire dans certains cas l’ensemble R(f).

PARTIE I

A) On désigne par f l’endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique est
donnée par :

A =

 8 4 −7
−8 −4 8
0 0 1


1) Montrer que f est diagonalisable.
2) Déterminer une base (v1, v2, v3) de R3 formée de vecteurs propres de f et donner la

matrice D de f dans cette nouvelle base.
3) Soit P la matrice de passage de la base canonique à la base (v1, v2, v3). Soit un entier

m > 1. Sans calculer l’inverse de P , exprimer Am en fonction de D, P et P−1.
4) Calculer P−1, puis déterminer la matrice de fm dans la base canonique.
5) Déterminer toutes les matrices deM3(R) qui commutent avec la matrice D trouvée

à la question 2).
6) Montrer que si H ∈M3(R) vérifie H2 = D, alors H et D commutent.
7) Déduire de ce qui précède toutes les matrices H de M3(R) vérifiant H2 = D, puis

déterminer tous les endomorphismes h de R3 vérifiant h2 = f en donnant leur matrice dans
la base canonique.

B) Soient f et j les endomorphismes de R3 dont les matrices respectives A et J dans la
base canonique sont données par :

A =

2 1 1
1 2 1
1 1 2

 et J =

1 1 1
1 1 1
1 1 1


1) Calculer Jm pour tout entier m > 1.

2) En déduire que pour tout m ∈ N?, fm = id +
1

3
(4m − 1)j. Cette relation est-elle

encore valable pour m = 0 ?
3) Montrer que f admet deux valeurs propres distinctes λ et µ telles que λ < µ.

4) Montrer qu’il existe un unique couple (p, q) d’endomorphismes de R3 tel que pour
tout entier m > 0, fm = λmp + µmq et montrer que ces endomorphismes p et q sont
linéairement indépendants.

5) Après avoir calculé p2, q2, p ◦ q et q ◦ p, trouver tous les endomorphismes h, combi-
naisons linéaires de p et q qui vérifient h2 = f .

6) Montrer que f est diagonalisable et trouver une base de vecteurs propres de f . Écrire
la matrice D de f , puis la matrice de p et de q dans cette nouvelle base.

7) Déterminer une matrice K de M2(R) non diagonale telle que K2 = I2, puis une
matrice Y de M3(R) non diagonale telle que Y 2 = D.

8) En déduire qu’il existe un endomorphisme h de R3 vérifiant h2 = f qui n’est pas
combinaison linéaire de p et q.

9) Montrer que tous les endomorphismes h de R3 vérifiant h2 = f sont diagonalisables.
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PARTIE II

Soit f un endomorphisme de E. On suppose qu’il existe (λ, µ) ∈ R2 et deux endomor-
phismes non nuls p et q de E tels que :

λ 6= µ et


id = p+ q
f = λp+ µq
f 2 = λ2p+ µ2q

1) Calculer (f − λid) ◦ (f − µid). En déduire que f est diagonalisable.
2) Montrer que λ et µ sont valeurs propres de f et qu’il n’y en a pas d’autres.
3) Déduire de la relation trouvée dans la question 1) que p ◦ q = q ◦ p = 0 puis montrer

que p2 = p et q2 = q.
4) On suppose jusqu’à la fin de cette partie que λµ 6= 0.

Montrer que f est un isomorphisme et écrire f−1 comme combinaison linéaire de p et q.
5) Montrer que pour tout m ∈ Z :

fm = λmp+ µmq

6) Soit F le sous-espace de L(E) engendré par p et q. Déterminer la dimension de F .
7) On suppose dans la suite de cette partie que λ et µ sont strictement positifs.

Déterminer R(f) ∩ F .
8) Soit k un entier supérieur ou égal à 2. Déterminer une matrice K de Mk(R) non

diagonale et vérifiant K2 = Ik.
9) Montrer que si l’ordre de multiplicité de la valeur propre λ est supérieur ou égal à

2, alors il existe un endomorphisme p′ ∈ L(E) \ F tel que p′2 = p et p′ ◦ q = q ◦ p′ = 0.
10) En déduire que si dim(E) > 3, alors R(f) 6⊂ F .

F
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2. Soit ( )nS S ++∈ . 

Si ( )1,..., nx x x=  et ( )1,..., ny y y=  sont deux vecteurs de E, on note 
1

n

x
X

x

 
 =  
 
 

 et 
1

n

y
Y

y

 
 =  
 
 

 les 

matrices colonnes associées. Montrer que si l’on pose , t
Sx y XSY< > = , alors , S<⋅ ⋅>  définit un 

produit scalaire sur E. 
 
 

3. Soit ϕ  un produit scalaire sur E et S la matrice de coefficients ( )( , )i je eϕ . Justifier que pour 

tous vecteurs x et y de E  ( , ) tx y XSYϕ =  et que ( )nS S ++∈ . 
On a donc montré que , Sϕ = <⋅ ⋅> . 

Toute norme euclidienne peut donc s’écrire sous la forme : t
SN x XSX  avec ( )nS S ++∈  

où X désigne la matrice colonne associée à x.   
II. Quelques généralités et exemples 
 

Soit N une norme sur E. 
 

4. Montrer que ( )Isom( ),N  est un sous-groupe de ( )GL E . 
 
5. Une caractérisation géométrique des N-isométries  
 On note { }( ) , ( ) 1N x E N x∑ = ∈ = , la sphère unité pour N. 

 Soit ( )u E∈L . Montrer que u est une N-isométrie si et seulement si ( )( ) ( )u N NΣ = Σ . 
 

Le groupe des N-isométries est donc l’ensemble des endomorphismes laissant stable la N-
sphère unité. 

 
6. Dans cette question uniquement 2n =  et donc 2E = . 
 On note s la symétrie orthogonale par rapport à la droite { }1 2VectD e e= −  où ( )1 2,e e  est la 

base canonique de 2  et r la rotation vectorielle d’angle 
3
π .  

 Les endomorphismes s  et r sont-ils des 
1

⋅ -isométries ?  
 
7. Dans cette question uniquement 3n =  et donc 3E = . 

Si 3( , , ) ,x y z ∈  on pose 2 2 2( , , ) 3 2 3 2q x y z x y z xz= + + − , ce qui définit une forme 
quadratique q. 

a. On note 
x

X y
z

 
 =  
 
 

, déterminer une matrice symétrique 3( )S M∈ , telle que 

( , , ) tq x y z XSX= . 
b. Déterminer une matrice 3( )P O∈  et une matrice diagonale 3( )D M∈  telles que 

tS PD P= . 
c. Justifier alors que l’application qN  : ( , , ) ( , , )x y z q x y z  est une norme euclidienne sur 

3 . 
d. qN∑ , la sphère unité pour la norme qN  

et en donner une équation simple dans une nouvelle base. 
Donner l'allure géométrique de
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e. Justifier que ( )qN∑

f. Déduire de la question 5, par une considération géométrique, que ( )Isom qN  a une infinité 
d’éléments. 

admet un axe de symétrie, préciser un vecteur qui dirige cet axe

III. Étude de Isom(N) lorsque N est une norme euclidienne 
 

Si ( )u E∈L , on note [ ]u
B

 la matrice de u dans la base B . 

Si N est une norme, on note ( ) [ ]{ }ISOM , Isom( )N u u N= ∈
B

. L’ensemble ( )ISOM N  est par 

construction un groupe isomorphe à ( )Isom N , c’est « sa version matricielle ». 
 
8. Caractérisation matricielle des isométries euclidiennes 

a. Soit ( )nS S ++∈ , SN  la norme euclidienne associée et , S<⋅ ⋅>  le produit scalaire associé. 
Soit ( )u E∈L . 
Montrer que u est une SN -isométrie si et seulement si pour tous vecteurs x et y de E, on a 

( ) , ( ) ,S Su x u y x y< > =< > . 
b. En déduire que u est une SN -isométrie si et seulement si sa matrice A dans B  vérifie 

t ASA S= .  
 
9. Reconnaître alors ( )2

ISOM ⋅ . Que peut-on dire du nombre d’éléments de ( )2
ISOM ⋅  ? 

Justifier votre réponse.  
10. Une application des polynômes interpolateurs 

[ ]r X  désigne le -espace vectoriel des polynômes à coefficients réels de degré inférieur ou 
égal à r. 
On se donne 1r +  réels 0 1 ... rx x x< < <  . 

 

On considère l’application linéaire u  de [ ]r X  vers 1r+  définie par 
( ) ( ) ( )( )0 1, ,..., rP P x P x P x . 

a. Déterminer le noyau de u . En déduire que pour tous réels 0 1, ,..., ry y y , il existe un unique 
polynôme L  de [ ]r X  tel que pour tout { }0,..., , ( )i ii r L x y∈ =  (un tel polynôme est 
appelé polynôme interpolateur). 

b. Application : soit n un entier naturel non nul et 1,..., nu u  des réels strictement positifs, on 

pose 1diag( ,..., )nU u u=  et 1diag( ,..., )nV u u= . Montrer qu’il existe un polynôme L, à 
coefficients réels, tel que ( )V L U= . 

 
11. Racine carrée dans ( )nS ++  

a. Soit ( )nS S ++∈ . Déterminer une matrice ( )nA S ++∈  telle que 2A S= . On dit que A est 
une racine carrée de S. 

b. Soit ( )nB S ++∈  une autre racine carrée de S. Montrer qu’il existe un polynôme Q, à 
coefficients réels, tel que ( )A Q B= . En déduire que A et B commutent.  

c. Montrer que la somme de deux matrices symétriques définies positives est une matrice 
inversible. 

d. Déduire des questions précédentes que A B=  (on pourra calculer ( )( )A B A B+ − ).  

Désormais, on note S  l’unique racine carrée dans ( )nS ++  de S. 
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12. Étude du groupe d’isométrie pour une norme euclidienne 
Soit N  une norme euclidienne. Il existe donc une matrice ( )nS S ++∈  telle que pour tout 

, ( ) ( ) t
Sx E N x N x XSX∈ = =  où X est le vecteur colonne associée à x. 

a. Montrer que si ( )nM O∈ , la matrice 1( )S M S−  appartient à ( )ISOM SN . 

b. Montrer que l’application ψ  de ( )nO  dans ( )ISOM SN  définie par ( ) 1
M S M S

−
 

est une bijection. 
 Le groupe d’isométrie d’une norme euclidienne est-il fini? 

 
  
IV. Étude du cardinal de Isom(p) 

 
Dans cette partie p est un réel strictement supérieur à 1, on appelle exposant conjugué de p 

l’unique réel q tel que 1 1 1
p q
+ = .  

Pour alléger l’écriture, une p-isométrie désigne une isométrie pour la norme 
p

⋅  et on note 

Isom( )p  le groupe des p-isométries. 
Si ( )u E∈L , *u  désigne l’adjoint de u pour ,<⋅ ⋅> . On rappelle que * ( )u E∈L , est 
caractérisé par l’égalité suivante : pour tout ( ) 2, , ( ), , *( )x y E u x y x u y∈ < >=< > . 

  
13. Endomorphismes de permutation signée 

nP  désigne le groupe des permutations de l’ensemble { }1, 2,..., n . 

Soit nσ ∈P  et ( ) { }1,..., 1, 1 n
nε ε ε= ∈ − + . On note ,uσ ε  l’endomorphisme de E qui vérifie pour 

tout { }1, 2,...,i n∈ , , ( )( )i i iu e eσ ε σε= . 
a. Montrer que ,uσ ε  est une p-isométrie. 

b. Écrire la matrice de ,uσ ε  dans la base canonique dans le cas où 4n = , 
1 2 3 4
3 4 1 2

σ
 

=  
 

 et 

( )1,1, 1,1ε = − . 
 
14. Inégalité de Holdër 

a. Montrer que pour tous réels a et b positifs ou nuls, on a 1 1p qab a b
p q

≤ + . On pourra utiliser 

la fonction logarithme népérien. 
b. En déduire que pour tous vecteurs x et y de E, on a ,

p q
x y x y< > ≤ . Ce résultat s’appelle 

l’inégalité de Holdër (on pourra d’abord démontrer l’inégalité lorsque 1
p q

x y= = ). 

c. Que devient l’inégalité si 2p =  ? 
 
 

Dans toute la suite, u désigne une p-isométrie. On note ( )ija  les coefficients de la matrice [ ]A u=
B

. 
 

15. Montrer que pour tout { }1, 2,...,j n∈ , 
1

1
n p

ij
i

a
=

=∑ . En déduire la valeur de
1 1

n n p

ij
j i

a
= =
∑∑ . 
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16. Une formule clé de dualité 
Soit x E∈ . On note { }, 1q q

z E zΣ = ∈ = . 

a. Justifier l’existence du réel max ,
qy

x y
∈∑

< > . 

 b. Justifier que max ,
q

py
x y x

∈∑
< > ≤ . 

Soit { }1, 2,...,i n∈  ; si 0ix ≠ , on pose 1 1p p
i i i p

y x xε − −=  où iε  désigne le signe de ix  et si 

0ix = , on pose 0iy = . On définit ainsi un vecteur ( )1,..., ny y y= .  

Montrer que ,
p

x y x< > =  puis montrer l’égalité suivante : max ,
q

p y
x x y

∈∑
= < > .  

 
17. En déduire que si u est une p-isométrie, *u  est une q-isométrie. Donner alors, en justifiant, la 

valeur de 
1 1

n n q

ji
j i

a
= =
∑∑ .  

 
18. On suppose de plus que 2p ≠ . 

a. Soient 1 2, ,..., rα α α  des réels dans [ ]0,1  vérifiant 
1 1

r r
p q

k k
k k
α α

= =

=∑ ∑ . Montrer avec soin que 

pour tout { }1, 2,...,k r∈ , kα  ne prend qu’un nombre fini de valeurs à déterminer. 

b. En déduire que pour tout i et j dans { }1, 2,..., n , ija  ne peut prendre que 2 valeurs 

différentes que l’on précisera (on rappelle que les ija  sont les coefficients de la matrice 
d’une p-isométrie). 

 
19. Conclusion 

Montrer alors que lorsque 2p ≠ , Isom( )p  est un groupe fini dont on déterminera le cardinal. 
On remarquera en particulier que ce cardinal est indépendant de p. 

 
 
Commentaire : Les p-isométries pour 2p ≠  sont seulement en nombre fini, contrairement aux 
isométries euclidiennes qui forment un groupe infini mais compact (pas très difficile à 
montrer). Sur n , la géométrie euclidienne est donc plus riche que celle des normes p pour 

2p ≠ . 


