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Série N°
ﬂ Algebre linéaire

,{ Blague du jour } N

C’est un voleur qui fait son tour de prospection habituel, il voit ac-
croché sur la porte d’'une entre d'un jardin ATTENTION PERRO-
QUET MECHANT. 11 s’éclate de rire et revient la nuit, quand il passe
la barriere et pénetre dans le jardin. Soudain, le perroquet crie :
"REX, ATTAQUE !!!!"

Noyaux et images itérés Soit E un ev de dimension finie et f € L(E).

On pose Nj = ker(f*) et I, = Im f*.

O

O
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Montrer que la suite (Nj) est croissante (pour l'inclusion) et que la
suite (I;) est décroissante.

Soit p tel que N, = Nj1. Justifier I'existence de p et montrer que
Npi1=Nppp == Nppp=...

Montrer que les suites (Nj) et (I;) sont stationnaires partir du méme
rang p.

Montrer que N, & I, = E.

Montrer que la suite (dim (N 1) — dim(Nj)) est décroissante.

O Indication : Prendre F supplémentaire de Iy, dans I; et montrer
que Iiyp = 1 + f(F).
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Mathématicien grec. Surtout connu pour son étude des équations dio-
phantiennes, il est surnommé le pere de I'algebre. Peu de choses sont
connues de sa vie. Il était probablement un babylonien. Son ceuvre
est en partie perdue. Son ouvrage le plus important est son Arithmé-
tigue, qui influenca les mathématiciens arabes et plus tard ceux de la
Renaissance.
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Autour durang Soient E, F deux R-espace vectoriel de dimensions

finies et u,v : E — F linéaires.

1.

Montrer que VA # 0, on a
Im (Au) = Im u et ker(Au) = ker u.

Montrer que Im u + v C Im u + Im v.

En déduire que
rg(u+v) <rg(u) +rg(v).
Montrer que Im u NIm v = {Og} = keru + v = keru Nkero.

En déduire que rg(u + v) = rg(u) + rg(v) si et seulement si Im u N
Imov = {0f} etkeru + kerv = E.

Montrer que
[rg(u) —rg(v)| < rg(u +v).
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Théoréme de Hadamard Une matrice A = (a;)1<;j<n € Mu(R)
est dite diagonale strictement dominante si elle vérifie la relation suivante :

laiil > Y lai;l, Vie[l,n]
j#i

Montrer que de telles matrices sont toujours inversibles.
O Indication : S'intéresser dans le systeme linéaire AX = 0 a la k*™° ligne ot
k vérifie x; = max |x;| et X = (x;)1<i<p-.

Endomorphisme cyclique Soit E un espace vectoriel de dimension
net f € L(E). On suppose qu'il existe un vecteur xo € E tel que la famille

(f k (x0)), on engendre E, on dit alors que f est un endomorphisme cyclique,
engendré par x.

0 On considére p maximal tel que F = (xq, ..., f*~*(xp)) est libre, justi-
fier d’abord son existence.

O Dire pourquoi p < n

O Montrer par récurrence k > p que f*(x0) est combinaison linéaire de
F.

0 En déduire que (xo, f(xo), ..., f" }(x0)) est une base de E.

0 Soit un endomorphisme g € £(E) qui commute avec f.

n—1
a  Dire pourquoi 3(ag)o<p—1 € R" tel que g(xg) = | arf*(xo)
k=0
n—1
b Montrer que g(x) = Y af*(x), Vx € F.
k=0
n—1
¢ Endéduireque g = Y arf .
k=0
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Limite de matrices .
On dit qu'une famille de matrice A, = ((ai,]-(e))ij converge vers une matrice

A= ((ai,]-)l.,]. ssi lima;;(e) = a;j, Vi, j. On écrit alors lim A = A.

O Soit B une matrice carré d’ordre n, montrer que :

a lim(A.A;) = A.lim A,.
& €

b Lm(A+ A;) = A+limA,.
& &

O Soit A une matrice carré d’ordre 1, on dit que A € K est une valeur
propre de A si et seulement si 3X # 0 tel que AX = AX, 'ensemble
de ces valeurs propres se note sp(A), on distingue deux cas :

a  lér cas: sp(A) # {0}. Soit &« = inf{|A|telquer €
K valeur propre non nulle de A}.
a Justifier 'existence de «.

b En déduire que Ve € Ktel que |e] < &, on a A — eI, est in-
versible, puis que lin}](A —ely) = A..
£—

b 2eéme cas:sp(A) = {0}. Montrer que Ve € Ktel quee # 0, on a
A — el est inversible, puis que liné(A —ely) = A.
e—

0 : Ainsi tout matrice carré d’ordre n est limite d"une suite de matrices
inversibles, on dit alors que GL, (K) est dense dans M, (K).

0 O Application : Montrer qu'une matrice qui commute avec toutes les
matrices inversibles, commute en général avec toutes les matrices car-
rés

O O Application : En déduire que, en dimension finie, tout endomor-
phisme qui commute avec tous les automorphismes, commute en
général avec tous les endomorphismes.
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Lemme de Schur Soit E un K-ev de dimension finie. Le centre de

L(E)est:Z={fe€ L(E)telqueV g € L(E), fog = go f}. Autrement dit
formé par les endomorphismes qui commutent avec tous les autres.

O

O
O
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Soit f € Z,x € Etelque (x, f(x)) est libre, montrer qu'il existe
g € L(E) telle que g(x) =xetgo f(x) = —f(x).

En déduire que Z est 'ensemble des homothéties de la forme AidE.
Déterminer Z' = {f € L(E) telqueV ¢ € GL(E), fog=gof}.

Formule du rang

Soient E,F deux K-espacevectorielet f € L(E,F), H est un
sous-espace vectoriel de E et K est un sous-espace vectoriel de F, mon-
trer que :

a Im fjy = f(H)etker fjy = ker f N H.

b dim f(H) = dim(H) — dim(H Nker f).

¢ dim(f }(K)) = dim(KNIm f) 4 dim(ker f).
Soit f € L(E) telle que f°> = 0.

a  Montrer que rg(f) + rg(f?) < dim(E).

b Montrer que 2rg(f2) < rg(f).
U Indication : On pourra appliquer le théoreme du rang fin, f.
Soit E un ev de dimension finie et f, ¢ € £(E). Etablir que :

a dimker(fog) < dimker f @ dimker g.

U Indication : On pourra appliquer le théoreme du rang fiim ¢-

b dim(Im f Nkerg) =rg(f) —rg(go f).
U Indication : On pourra appliquer le théoreme du rang gjim -

¢ rg(f) +rg(g) —dimE <rg(fog) < min(rg(f), rg(g))-
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Endomorphismes nilpotents.

Soit E un K-espace vectoriel , un endomorphisme f € L(E) est dit nilpotent
sl existe p € IN tel que f? = 0. Dans ce cas, I'indice de f est le plus petit
entier p tel que f¥ = 0. On considere f € L(E) nilpotent d'indice p.

O

O
O

Soit xg € E \ ker f7~1. Montrer que la famille (xo, f(xo), ..., f* ! (x0))

est libre.

En déduire que si E est de dimension finie 1, alors f" = 0.

Soit ¢ € GL(E) tel que f o g = g o f. Montrer que f + ¢ € GL(E).

O Indication : On pourra d’abord montrer que idg — f est inversible et

exprimer son inverse en fonction des puissances de f

On suppose que p = n. Soit B = (u, f(u),..., f" (1)) une base de E.
n—1

a  Montrer que 3(ax)o<n-1 € R" telque g = ) _ ap f*.

k=0

b Donner Mz(f).

E=1Imf+kerf?? Soit E un R-espace vectoriel, et f un endomor-

phisme de E.

O

O OO0 o4

On rappelle que si f est un projecteur, i.e, f> = f, alors
E=Imfdkerf (1)

Donner un exemple d’application linéaire qui ne vérifie pas (1).

Montrer que : Im f Nker f = {0g} <= ker f = ker f°.

Montrer que : E = Im f + ker f <= Im f = Im f2.

Donner une condition nécessaire et suffisante pour que f vérifie (1).

Donner un exemple d’application linéaire qui n’est pas projecteur et
qui vérifie pourtant (1).
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Exo Van Der Monde Exo Polynémes de Chebychev : On pose: T,(x) = cos(narccos(x))
10| Seitn € IN* et (a;)1<i<, famille de nombres réels et 11| pour tout x € [-1,1].
_ (1
A= (’Zi )1<i<n € Mn(R). O Trouver une relation de récurrence entre Ty, 11, Ty, Ty —1-
0 Résoudre le systeme linéaire suivant : . O Montrer que T, est un polynome de degré n, préciser son coefficient
X1 +apxp+ -+ a{‘_lxn =0 dominant.
n— —
Xtaxttan X = 0 0 Montrer que Ty(cos(t)) = cos(nt) pour tout réel t.

O

: En déduire les racines de Tj,.
x1+anx2—|—~~~+az—1xn =0 0
O En déduire que la matrice A est inversible si et seulement si les a; sont
deux deux distincts.

O Application :

a  Donner une forme factorise du déterminant
. . 1 cosa cos(2a
O On suppose A inversible, proposer une méthode pour résoudre le sys- 1 cosh cosEZbg

teme AX =Y, puis une pour inverser A. 1 cosc cos(2¢)

O Application : Donner l'inverse de la matrice
PP b  En déduire comment factoriser dans le cas général le détermi-

Lo tdel tri
A=11p ). nant de la matrice N
1 ¢ &2 (cos' M (a1))1<ij<n € Mu(R).
- _ (1 _
0 Dans la suite, on pose V(ay,...,a,) = (a- )1§i,j§n et P(X) =

det(V(a,...,a,-1,X).
a  Montrer que P(X) € R,_1[X].

. . . . . e 1. Exo Commutant d"une matrice (CNC) Soit A € M,(R)etCy = {M €
O Indication : Développer le déterminant suivant la derniére ligne. 12| M. (R) tel que AM — MA}, appelé commutant de A.
b Préciser son coefficient dominant. O Montrer que C, est une sous-algebre de M, (R).
¢ Calculer P(a;). O Soit A = diag(A1, Ay, ..., Ay) une matrice diagonale dont tous les A;
sont distincts.
d En déduire la décomposition en facteurs irréductibles de P(X) . a  Chercher Cy
e  Calculer le déterminant de la matrice de Van Der Monde b Soit ¢: Mu(R) — Myu(R)
. . n n
(@), M —s MA—AM
1<i,j<n

Montrer que Im ¢ est ’ensemble des matrices diagonale nulle.
f A quelle condition la matrice A est inversible.
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Exo Base canonique de M, (R) (CNC) :Soit EunR — espace vectoriel Exo Un peu de calcul .
13 de dimension n € IN* et B = (ey,...,e,) une base de E. Pour tous i,j € 15 .
{1,...,n}, on définit"endomorphisme de E, not u; j par la relation suivante : b Delagcometrie:
u; ].(ek) =0 ki Dans tout l'exercice, R® est muni de son repere canonique R =
Avec b =1 s% ] =k , appelé symbole de Kronecker. (O,i,],k).
=0sij#k . a  Déterminer l'équation du plan 7 passant par A(0,—1,2) et
On note aussi, Ei,j la matrice carre d’ordre 1, dont tous les coefficients sont
nuls, sauf celui de la i ligne et ;™ colonne, gal 1. B(—1,2,3) et contenant une droite parallele (O,j). b  Déterminer
0 Montrer que ( Ei/f)l<i ., est une base de M, (R). la projection de D sur 7t parallelement A, o
- p:y XYtz = b\ ex—oy=3z mix+dyt2:=6
O Calculer Mp(u;j), en déduire que (”iff)lgi,jgn est une base de L(E). VL x=2y—z = 0 t6x =2y =3z m:x+3y+2z=6.
O Soit 7,j,k,1 € {1,...,n} fixés, calculer pour tout p € {1,...,n}, ¢ On considere les deux droites
ujiouy(ep), puis en déduire E; ;Ey ;. — = =
! e . D:{ x+§z = a—l { §x++2g++222 = 7 otab€R.
0 O Application : Commutant de M, (R). Yy = y =
. ! PN
Soit A € Myu(R) tel que AM = MA, YM € M,(R), montrer que i Montrer que D et D’ ne sont pas paralléles.
A € Rtel que A = Aly. ii Donner une CNS sur a et b pour que D et D’ soient concour-
antes.
iii Dans ce cas, former 1’équation du plan les contenant.
Exo Formes linéaires et trace (CNC) O Des systemes linéaires.
14 O Exprimer la matrice A = (ai,j)l <ij<n dans la base (Eifj)l <ij<n puis Résoudre les systémes linéaires suivants :
en déduire les produits AEy | et Ej j A. X+ay+a’z = o
O Calculer Tr(AEy)). a Xx+by+bz = b
x+ey+c?z =

O En déduire que : Tr(AM) =0, YM € My(R) = A =0. O Indication : Pensez utiliser les relation de Newton-Vite en racines et

O Soit ¢ une forme linéaire sur M, (R). Montrer qu'il existe une et une coefficients d’un polynome.
seule matrice A € M, (R) telle que : wxy +Brat 4P = 0
VX € My(R) ¢(X) = Tr(AX) . Bxi+axa+ - taxy, = i

O On suppose que
VX, Y € Mu(R) ¢(XY) =¢(YX)
Montrer qu’il existe A € R tel que
VX e My(R) ¢(X) = ATr(X)

Bxy+Pxo+ - +axy, = yy

O Indication : Pensez a écrire le systeme sous sa forme matricielle
AX =b.
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