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ﬁ Algebre linéaire
% Blague du jour } . ,{ Diophante d'Alexandrie (env. 200/214 - env. 284/298) }

C'est un voleur qui fait son tour de prospection habituel, il voit ac-
croché sur la porte d'une entre d'un jardin ATTENTION PERRO-
QUET MECHANT . Il s'éclate de rire et revient la nuit, quand il passe
la barriéere et pénetre dans le jardin. Soudain, le perroquet crie :
"REX, ATTAQUE !!!!I"

Exo Noyaux etimages itérés  Soit E un ev de dimension nieet f 2 L (E).

1 On pose Ny = ker(fX) etl, = Im fK.
- Montrer que la suite (Ny) est croissante (pour l'inclusion) et que la
suite (1) est décroissante.
- Soit p tel que Np = Np+1. Justier I'existence de p et montrer que
Np+1: Np+2: = Np+k:
® Montrer que les suites (Ny) et (I,) sont stationnaires partir du méme
rang p.
~ Montrerque Np 1, = E.
° Montrer que la suite (dim(Ny+1) dim(Ny)) est décroissante.
* Indication : Prendre F supplémentaire de Iy, dans I, et montrer

que g2 = I g + F(F).

2 nieset u,v:E!

Exo

— 1
2.
5.
6.

Mathématicien grec. Surtout connu pour son étude des équations diophani
ennesil est surnommé le pére de l'algebré®eu de choses sont connues de s
vie. Il était probablement un babylonien. Son ceuvre est en partie perdue. Son
ouvrage le plus important est son Arithmétique qui in uenca les mathémati-

ciens arabes et plus tard ceux de la Renaissance.

[ 1nol np ue!ogmwaqmw]

Autourdurang  Soient E, F deux R-espace vectoriel de dimensions

F linéaires.

Montrer que 81 6 0,ona
Im (I u) = Im u et ker(l u) = keru.

Montrerque Im u+ v Imu+ Imv.

En déduire que
rg(u+v) rg(u)+ rg(v).
Montrerque Im u\ Im v = fOgg=) keru+ v = keru\ kerv.

En déduire que rg(u+ v) = rg(u) + rg(v) si et seulement si Imu\
Im v = fOggetkeru+ kerv = E.

Montrer que

jrg(u)  rg(v)j rg(u+v).

) . mamouni.myismail@gmail.com
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Exo Théoreme de Hadamard  Une matrice A = (&)1 ij n 2 M n(R) Exo Formule du rang
3 est dite diagonale strictement dominanseelle véri e la relation suivante : 5 Soient E,F deux K-espacevectorielet f 2 L(E F), H est un
AN > o - . il y - y ’
18] j%ija”J’ 8i 21.n] sous-espace vectoriel dekE et K est un sous-espace vectoriel deF, mon-
Montrer que de telles matrices sont toujours inversibles. trer que :
* Indication: S'intéresser dans le systéme linéaireAX = 0 alak®™ ligne ou a Im fjy = f(H)etker fjy = ker f\ H.

kverie Xi = maxjuj etX = (x)s i n: b dim f(H)= dim(H) dim(H\ ker f)

c dim(f Y(K))= dim(K\ Im f)+ dim (ker f).
- Soit f 2 L (E) telle que f3 = 0.
a Montrerque rg () + rg(f%)  dim (E).

Exo Endomorphisme cyclique  Soit E un espace vectoriel de dimension
4 netf 2L (E). On suppose qu'il existe un vecteur xg 2 E tel que la famille b  Montrer que 2rg (f2)  rg(f).
f(x0) ., €ngendre E, onditalors que f estun endomorphisme cyclique, * Indication : On pourra appliquer le théoréme durang f iy, f.

engendré par Xg. .
9 bat o ® Soit E un ev de dimension nieet f,g2 L (E). Etablir que :

- On considére pmaximal tel que F = xg,...,fP 1(xg) estlibre, justi-

er d'abord son existence. a dimker(f g) dimker f dimker g.

- Dire pourquoi p N * Indication : On pourra appliquer le théoreme durang f |y g.

® Montrer par récurrence k  p que f¥(xo) est combinaison linéaire de b dim(Im f\ kerg) = rg(f) rg(g f).
F. * Indication : On pourra appliquer le théoréme durang g m -
~ Endéduire que X, f(xq),...,f" 1(xg) estune base deE. . .
geduire que o, 1(xo) (xo) ¢ rg(f)+r1g(e) dmE rg(f o min(ra(f).r9(g).
°  Soit un endomorphisme g2 L (E) qui commute avec f.
n 1
a Dire pourquoi 9(a)o n 12 R"telque g(xo) = & af(xo)
k=0

n 1
b Montrerque g(x) = & afX(x), 8x2F.
k=0
n 1
C Endéduireque g= § afk
k=0

) . mamouni.myismail@gmail.com
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Exo Endomorphismes nilpotents.

6 Soit E un K -espace vectoriel , un endomorphisme f 2 L (E) est dit nilpotent
s'il existe p 2 N tel que fP = 0. Dans ce cas, l'indice def est le plus petit
entier ptel que fP = 0. On consideére f 2 L (E) nilpotent d'indice p.

- Soitxg 2 Enker fP 1. Montrer que la famille  xg, f(Xg), ..., fP (xq)
est libre.

- En déduire que si E est de dimension nie n, alors f" = 0.

® Soitg2 GL(E) telque f g= g f.Montrerque f+ g2 GL(E).

* Indication : On pourra d'abord montrer que idg f estinversible et
exprimer son inverse en fonction des puissances de f

~ Onsuppose que p= n.SoitB = u, f(u),...,f" (u) une base deE.

n 1
a Montrerque 9(a)o n 12 R"telqueg= § af“
k=0

b Donner M g(f).

Exo E=Im f+ ker f?? Soit E un R-espace vectoriel, etf un endomor-
/| phisme de E.
- Onrappelle que si f est un projecteur, i.e, 2 = f, alors
E=Imf kerf (1)
Donner un exemple d'application linéaire qui ne vérie pas ( 1).
- Montrerque:Im f\ kerf=fOgg( ker f = ker f2.

® Montrerque: E=Im f+ kerf () Im f=Im f°
Donner une condition nécessaire et suf sante pour que f vérie (1).

° Donner un exemple d'application linéaire qui n'est pas proj ecteur et
qui véri e pourtant (1).

Exo

il

o

Van Der Monde
8 Soitn 2 N et(a)1 i nfamille de nombres reels et

A=(8 D1i n2M a(R).

Résoudre le systgme linéaire suivant :

3 Xp+axa+  +ad xp = 0
X+ @aXa+  +a) xp = 0

' + n 1 —
X1+ anXo+ +a, Xn = O

En déduire que la matrice A est inversible si et seulement si lesg sont
deux deux distincts.

® On suppose A inversible, proposer une méthode pour résoudre le sys-

téme AX =Y, puis une pour inverser A.

Dans la suite, on pose V(ay,...
det(V(a ..

a

~ Application : Donner l'inverse dﬁ la matric?_

1 a &
A= @1 p KA.
1 ¢ &
8n) =

a]jl

et P(X) =
1i0jn
., an 1,X).
Montrer que P(X) 2 R, 1[X].

* Indication : Développer le déterminant suivant la derniéere ligne.

b

(9]

—h

~N. o0

Préciser son coef cient dominant.
Calculer P(g).
En déduire la décomposition en facteurs irréductibles de P(X) .

Calculer le déterminant de la matrice de Van Der Monde

j 1

1ij n

A quelle condition la matrice A estinversible.

) . mamouni.myismail@gmail.com
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Exo Polyndmes de Chebychev : On pose : Th(x) = cos(narccogx)) Exo Un peu de calcul
9 pourtout x 2 [ 1,1, 11 - De la géométrie.

- Trouver une relation de récurrence entre Tn+1, Tns Tn 1. b i ) 3 . . i :
ans tout l'exercice, R® est muni de son repére canonique R =

- Montrer que T, est un polyndme de degré n, préciser son coef cient (OT.1%)

dominant.
® Montrer que Tn(cos(t)) = cos(nt) pour tout réel t. a  Déterminer I'équation du plan p passant par A(0, 1,2) et
~ En déduire les racines de T,. B( 1,2,3 et contenant une droite parallele (O,7). b Déterminer
° *  Application: la projection de D sur p parallélement D, o
: o\ xty+z = 1 By = Dy = : _
a Donner une forme factorise du déterminant x 2y z = 0 D:6x=2y=3z p:x+3y+2z=6.
1 cosa cos(2a) ». )
1 cosb cos(2b) C On considéere les deux droites
1 cosc cos(2c) . X z = a X+ 2y+z = 2b .
. _ N\ e D yisz = 1 ax+3y+2r = 7 OUAPZR
b En déduire comment factoriser dans le cas général le détermi- ) 0
nant de la matrice i Montrer que D et D"ne sont pas paralleles.
(cos(j 1)a)), ij n 2M n(R). i Donner une CNS sur aet b pour que D et DO%soient concour-

antes.
i Dans ce cas, former I'équation du plan les contenant.

- Des systemes linéaires.
Rés%udre les systéemes linéaires suivants :

Exo Commutant d'une matrice (CNC) Soit A2 M p(R) etCy = fM 2 2, _ 3
M n(R) tel que AM = MA g, appelé commutant de A Az T e
10 . ' ' a x+by+tbz = b
= Montrer que C, est une sous-algebre deM ,(R). C x+coy+rz = &
- Soit A = diag(l 1,1 2,...,l n) une matrice diagonale dont tous les I ; * Indication: Pensez utiliser les relation de Newton-Vite en racines et
sont deux a deux distincts. coef céents d'un polynéme.
a  Chercher Cy. axy + bxz + + bxp = y1
bxy + axs + +axy = Y2
b Soit f: MuyR) ' M jx(R)
M 71 MA  AM 2 . O
Montrer que Im f estl'ensemble des matrices diagonale nulle. X ) %2 T Wn = Yn -
* Indication: Pensez a écrire le systeme sous sa forme matricielle

AX = b.

) . mamouni.myismail@gmail.com

.



| MAMOUNI .NEW.FR |
- AMOUNI MY ISMAIL

FEUILLE D 'EXERCICESMP

Exo Lemme de Schur Soit E un K -ev de dimension nie. Le centre de
12 L(E)est:Zz=ff2L(E)telque8g2L(E), f g= g fg. Autrement dit
formé par les endomorphismes qui commutent avec tous les autres.

- On suppose que 8x 2 E; fx, f(x)gestliée. Saitl x 2 K tel que f(x) =
| x.x. Soientx & y non nuls. On distingue deux cas :

a 1lercasfx,ygliée, montrerque | x = | y.
* Ecrirey = ax
b 1ércasfx,yglibre, montrerque | x = | y = | x+y.
* Ecrire f(x+ y) = | xay.(X+Y)
C En déduire que f est un homothétie de la forme | idg.

- Soit f 2 Z,x 2 Etelque (x, f(x)) est libre, montrer qu'il existe
g2L (E)tellequeg(x)= xetg f(x)= f(x).

® En déduire que Z est I'ensemble des homothéties de la formel idg.

Exo Base canonique de M (R) (CNC) :SoitEun R espace vectoriel
13 de dimension n 2 N etB = (e,...,e) une base deE. Pour tous i,j 2
f1,...,ng, ondé nitl'endomorphisme de E, not u;; par la relation suivante :
uij(a) = dy&
Avec djx = 1sij= k ,appelé symbole de Kronecker.
= 0sij6 k

On note aussi, E; j la matrice carre d'ordre n, dont tous les coef cients sont
nuls, sauf celui de la i™ ligne et j™ colonne, gal 1.

- Montrerque E; ; i , estune base deM (R).

- Calculer M g(uj;), en déduire que u;; , i , estune base del (E).

® Soit i,j,k 1 2 f1,...,ng xés, calculer pour tout p 2 f1,...,ng,
Uij Uki(ep), puis en déduire E;jEy.

~*  Application : Commutantde M ,(R).

Soit A 2 M n(R) telque AM = MA, 8M 2 M »(R), montrer que
9l 2 Rtelque A= 1I1Iy.
Ceci est la version matricielle du lemme de Schur

Exo

14

Formes linéaires et trace (CNC)

Exprimer la matrice A = g 1) o dans la base E
en déduire les produits AEy et Ey | A.
Calculer Tr(AEy)).
En déduire que: Tr(AM) = 0,8M 2M »(R)=) A=0.
Soit f une forme linéaire sur M ,(R). Montrer qu'il existe une et une
seule matrice A 2 M (R) telle que :
8X2M ,(R) f(X)= Tr(AX)
On suppose que

8X, Y2 M h(R) f(XY)=f(YX)
Montrer gu'il existe | 2 R tel que

8X2M p(R) f(X)=1Tr(X)

puis

1o

A la prochaine

) . mamouni.myismail@gmail.com
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ﬁ Arithmétique dans Z et K[X]

,{ Blague du jour } N

Blague belge : Un homme se jette du 8 éme étage d'un immeuble.
Ses cheveux arrivent en bas 2 minutes plus tard. Pourquoi ?
Réponse : Il utilise un shampoing anti-chute des cheveux.
Commentaire du francais : Hi hi Quelle blague!!! Quel idiot p eut
raconter ¢ca?

Commentaire du belge : Quel est l'autre idiot a qui cette blag ue peut
arracher un sourire du bout des levres.??

. J

@ Notion d'idea

Exo Idéaux et morphismes  Soit A, B deux anneaux commutatifs, |
Al A un morphisme d'anneaux et | ,J deux idéaux de A et B respec-
tivement.

- a Montrerque j %(J) estunidéal de A.
b  Montrer que si J est premier, alorsj *(J) estaussi premier.

b Montrer I'aide d'un contre-exemple, que ce résultat n'est p as vrai
dans le cas des idéaux maximaux.

- & On suppose que j est surjectif, montrer alors que j (1) est un
idéal de B.

b  Montrer a l'aide d'un contre-exemple, que ce résultat n'est pas
toujours vrai quand j n'est pas surjective.

— Etienne Bézout (1730-1783

Mathématicien francgais, il rédige le Cours complet de mathé matiques a
l'usage de la marine et de l'artillerie, qui devint plus tard le livre de chevet
des candidats au concours d'entrée a I'Ecole polytechnique. Il est également
l'auteur d'une Théorie générale des équations algébriques, publiée en 1779
sur la théorie de I'élimination et des fonctions symétrique s sur les racines
d'une équation : il utilise les déterminants dans un article de I'Histoire de
I'Académie royale, parue en 1764, mais ne traite pas de la théorie générale.

*-[ inol np uapueweumw}'

Exo Radical d'un idéal
2 Soit A un anneau ?pmmutatif et | unidéalde A, on appelle radicalde I , not

| =fx2 A/ 9n2 N telque x" 2 Ig
- Déterminer P 30Z, g 8Z et P 2007 .
En général donner p"fl ...p{" ou p; sont des nombres premiers et a;
des entiers naturels.
- Soientl etJ deuxidéaux de A. Montrer les propriétés suivantes :

p_— W/
a | estunidéal de A.

b I J =) pT Y 4

c | Io|_.

d qp?:pl_

e i =P ="nPr
L

g pI_:AOI = A.

) . mamouni.myismail@gmail.com
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Exo Idéaux particuliers
3 Soit A un anneau commutatif et | unidéal de A.
- idéal premier.
On dit que | est un idéal premier si et seulement si | est différent de

A, et pour tous aetbde A,on a
ab21 eta2l =) b2l.

a Montrer que si | est premier, a,b 2 A jalorsab2 | =) a2
l oub21 .

b Montrer que si | estpremier,a2 A,n2 N s alorsa” 21 =)
azl.

C Montrer que | est un idéal premier de A si et seulement si A/ |
est integre.

- idéal maximal.
| estdit maximal quand il n'existe que deux idéaux contenant | savoir
Aetl luiméme.
Montrer que :

a Montrer que tout idéal de A qui contient 1 5 est égal aA.
b Soit |
aA+ 1 = A.
C Tout idéal maximal est nécessairement premier.

idéal maximal de A eta 2 A,a 2 |, montrer que

d | estunidéal maximal de A sietseulementsiA/ | estun corps.

Exo Nilradical ~ Soit A un anneau commutatif. Le nilradical de A est

4 l'ensemble,
nil(A) = fa2 A9n 2 N telque a" = 0ag
c'est—dire I'ensemble des nilpotents de A. Montrer que :
= nil(A) estunidéal de A.
- Sil estunidéal premier de A, alorsnil (A) |

® nil (Al nil(A)) = f0a0.

Théoreme de factorisation et Idéaux de L (E)

a Soient E, F, G trois espaces vectoriels, soientw 2 L (E,G) et

v 2 L (F, G). Montrer I'équivalence :
mw Imv()9 Uu2L(E,F) w=v u.

, U et v des endomorphismes d'un espace vectoriel

k
& Im u;. Montrer qu'il existe des endomorphismes
i=1

b Soientuy,

Etels que Imv

k
a1, ,adeEtelsquev=3 u a.
i=1
C Soit E un R-espace vectoriel de dimension nie. Montrer que
les idéaux a droite de l'algebre L (E) sont les ensembles de la forme
le=fu2L(E)jlmu Fg, ou Festun sous-espace vectoriel deE.

a Soient E, F, G trois espaces vectoriels, soientw 2 L (E,G) et
u 2 L (E,F). Montrer I'équivalence

keru kerw()9 Vv2L(F,G) w=v u.
b Soientu;, ,ugetvdesendomorphismes d'un espace vectoriel
\K
Etels que keru; kerv. Montrer qu'il existe des endomorphismes

i=1
I3
&, .,xydeEtelsquev=g g u.
i=1
C Soit E un R-espace vectoriel de dimension nie. Montrer que

les idéaux a gauche de l'algebre L (E) sont les ensembles de la forme
Je=fu2L(E)jF kerug, ou Festun sous-espace vectoriel deE.

) . mamouni.myismail@gmail.com
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W Arithmetique

Indicatrice d'Euler.  l'indicateur d'Euler d'un entier positif n, not

j (n) est dé ni comme étant le nombre d'entiers positifs inférieu rs ou égaux
n et premiers avecn.

-

I+

Sy

Justier la relation j(n) = card(Z/nZ), ou (Z/nZ) désigne
I'ensemble des éléments inversibles dansZ / nZ .

Montrer que p premier si et seulementsij(p)= p 1.

Soit p premier et a 2 N . Donner tous les multiples de p inférieurs p@,
puis en déduire que : j (p?) = p* Y(p 1).

Soit n et m premiers entre eux.

a Construire unisomorphisme y :Z/nZ 2zZ/mzZ ! Z/nmZ

b Montrer 8(a,b) 2 Z/nZ Z/mZ,ona(ahb) estinversible dans
Z/nZ Z/mZ sietseulementsiy(a b) estinversible dansZ/ nmZ.
C Endéduire que j (nm) = j (n)j (m).
Soitn = p"fl pg" ol p; sont des nombres premiers, en déduire j (n).
Calculer j (180).
Soita2 N premier avecn,

a Montrer que l'application: f : (Z/nz) ! (ZInz) est
x 7! ax

bien dé nie et bijective.
b En déduire que C~) X = C~) f (x).
x2U x2U

¢ Endéduireque:d ™ 1 (modn)  Thorme d'Euler.

Exo

-

Théoréme chinois

Principe : Soienta,b,n,m?2 Z avecn”™ m= 1.

x a (modn
b (modm (S)

(u,v) 2 N 2,

On considere le systéeme :

a Justi er I'existence de

nu -1 (modm

tel que mv 1 (modn

b Endéduire que xg = amv+ bnu est une solution particuliére du
systeme (S).

C Montrer que toutes les autres solutions sont congrues avec Xg
modulo nm.
2 (modi140

d Résoudre: 3 (mod9g)

Les 17 pirates et le cuisinier chinois.

Une bande de 17 pirates dispose d'un butin composé de N piéces d'or
d'égale valeur. lls décident de se le partager également et de donner le
reste au cuisinier (non pirate). Celui ci regoit 3 pieces.

Mais une rixe éclate et 6 pirates sont tués. Tout le butin est reconsti-
tué et partagé entre les survivants comme précédemment; le cuisinier

recoit alors 4 pieces.

Dans un naufrage ultérieur, seuls le butin, 6 pirates et le cuisinier

sont sauvés. Le butin est a nouveau partagé de la méme maniéreet
le cuisinier recoit 5 pieces.

Quelle est alors la fortune minimale que peut espérer le cuisinier

lorsqu'il décide d'empoisonner le reste des pirates ?

Réponse : 785

Engrenages :

Une roue dentée comportant adents s'engréne dans une tringle hor-
izontale. Combien de dents doivent passer pour que sa r-ieme dent
vienne en coincidence avec la s-ime dent d'une autre roue dentée
comportant elle bdents ?

) . mamouni.myismail@gmail.com
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Exo Cryptographie-RSA.  Soit p et g deux nombres premiers, on pose
n = pg Soit M un entier naturel premier avec pg qui représente le message
a décoder, etC le message codé a envoyer.
- Ditespourquoi j(n)=(p 1(gq 1.
- Soit epremier avec j (n), justi er I'existence de
d2 Z telqueed 1 (modj(n)).
® Le messageM est codé enCtelque C M€ (mod n).
Endéduireque: CY M (mod n).
Indication : On pourra penser utiliser le théoréme d'Euler.
~ Application numérique : Onprend p= 3,g= 5etM = 7, donner les
messages codéC et décodéD.
On prend cette fois M = 12, que remarquez vous aprées avoir fait les
calculs. Expliquer ce phénomeéne et dite comment y remédier.
@ Elements propres
Exo SoitA 2 M p(R).
9 - On suppose que A est inversible.
a Exprimer ¢, 1(X) enfonctionde ca.
b Endéduire quesp(A ) =(sp(A)) t=fl 1 1 2sp(A)g.
- Soitab2 R, b6 0.
a Exprimer Caaxpl, (X) enfonctionde ca,a betn.
b  En déduire que sp(aA + b.l,) = asp(A)+ b= fa +b | 2
sp(A)g.
Exo Que peut-on dire d'un endomorphisme ayant un polynéme annul ateur de

10 degré 1.

Exo

11

Exo
1)

Exo
13

Soit f un endomorphisme de E et P un polynédme annulateur de f de degré
n.

- Montrer que si P(0) & 0, alors f est inversible. En déduire que dans ce
casf 12 Vect(f99 « n 1-

- Alaide d'un contre exemple, montrer que la réciproque n'es t pas tou-
jours vraie.

® Montrer que la réciproque estvraisi P= c;ou P = pj.

Matrice stochastique  Soit A une matrice stochastique de M n(R)
coef cients strictement positifs, i.e.
a;>0 8i,j2[1,n]
n
aa;j=1 82[1n]
=1
Montrer les résultats suivants :

- 1 estvaleur propre de A et que E; le sous-espace propre associé est de
dimension égalea 1.

- Pour toute valeur propre | 2 Cde A,ona :jlj 1.
® Sil estvaleur propre telle que jl j = lalorsl = 1.

Endomorphismes nilpotents.

Soit E un K -espace vectoriel , et un endomorphisme f 2 L (E) nilpotent: il
existe p2 N tel que fP = 0. Dans ce cas, l'indice def est le plus petit entier
ptel que fP = 0.

-~ Montrer que 0 est son unique valeur propre.
Etudier la réciproque

- Endéduire:
a Laforme son polyn6me minimal,
b Son degré en fonction de l'indice de nilpotence de f.
C Laforme du polyndme caractéristique.

) . mamouni.myismail@gmail.com
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Exo Nombres algébriques  Un nombre complexe z est dit algébrique 1 ...1
s'il est solution d'une équation polynomiale coef cientsd ansZ. Dans le cas Exo Soit J= %) X 2M n(R)
contraire on dit qu'il est transcendant. 16 1 .1

- Montrer que tout nombre rationnel est algébrique.

- Donner rg J, en déduire dimker J.
- Donner un exemple de nombre réel transcendent.

- En déduire une valeur propre de A et la dimension du sous-espace
® Soitz2 C. propre associé.
a Montrer que z est algébrique sietseulementsi9P 2
Q[X] tel que P(z) = 0.
On dit alors que P est un polynéme annulateur pour z.

® Calculer , en déduire un polynéme annulateur de J.
" Endéduire le spectre de J, p jetc.

b  Montrer que I'ensemble | ; = fP 2 Q[X]tel que P(z) = 0g est
soit vide, soit un idéal de Q[X].

C En déduire que tout nombre algébrique z, admet un unique
polyndbme annulateur unitaire de degré minimal qui divise to us les
autres polynémes annulateurs. On le note p.

A - , _ .. Zip
Donner les polyndmes minimaux suivants : pP5etpjouj= e3.

Exo Extrait de E3A 2008

15 - On note par E, le R-espace vectoriel engendré par les fonctions
Cos, sin, cosh, sinh.

a Quel est ladimension de E.

b Justi er que la dérivation induit sur  E un endomorphisme d.

C Déterminer pyg.

- & Justier que la dérivation induit sur - R[X] un endomorphisme

b Calculer di*tetdi(X").

C Endéduire pg,.

) . mamouni.myismail@gmail.com

w5



| MAMOUNI .NEW.FR |
- AMOUNI MY ISMAIL

FEUILLE D 'EXERCICESMP

Exo

Matrice compagnon

171 soitP(X) = ( (X" & aX+ a, 1X" 1) 2 Kn[X], sa matrice
compagnon est 0 1
0 (0 &
Mp = % 1 a4 g
0 :
(0) 1 a1

Soit E un K -espace vectoriel de dimensionn, B = (e, ..
etj I'endomorphisme de E de matrice M dans B.

./€n) une base deE

= @& Montrer que l'application P 7! Mp est linéaire injective.

b  En déduire que lI'ensemble des matrices compagnons est un
M n(K), dont on précisera la dimension.
- Montrerque cy = P.
® Calculer j k(&) pour0  k n.
~ En déduire que P(M) = 0, sans utiliser le théoréme de Hamilton-
Cayley.
° Application

a Montrer qu'une matrice compagnon est semblable a sa trans-
posée.

b  En déduire que pour toute M 2 M »(K) les matrices M et ‘M
sont semblables.

Exo

18

19

Centrale MP 2000 .

On considere leg matrices deM »(() C) : 0 1
c a ... a 1 e 1
A= %b § , A= % - ZE
: : “.a
b ... b ¢ 1 ... 1

On pose
P(x) = det(A + xJ)
- Montrer que P est un polynéme de degré 1, de la forme ax + b.
Indication: Faire des opérations sur les lignes ou colonnes.
- Onsuppose queaé b.
- Calculer P( a) et P( b), endéduire aeth

("
a b
® Montrer qu'en général les valeurs propres de A sont sur un cercle.

- Endéduire que cp(X) = (aX+b " b(X+a oM.

® Donner le polyndme caractéristique de A quand a= b.

Matrices a spectres disjoints
- SoientA,B2 M »(C). Montrer I'équivalence entre :

a :8C 2 M p(C), il existe un unigue X 2 M p(C) tel que
AX XB= C.

b :8X2M h(C)onaAX = XB=) X=0.
C :cg(A) estinversible.

d :AetBn'ontpas de valeur propre en commun.

- Application  : SoientA, B, P trois matrices carres complexes avec
P 6 0 telles que AP = PB. Montrer que A et B ont une valeur propre
commune.

) . mamouni.myismail@gmail.com
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Exo Résultant de 2 polynémes Extrait CCP 2009

20

p q
Soit A = § axKetB = § bXKdeux polynémes de C[X] de degrés re-
k=0 k=0

spectifs p et g. On appelle résultant de A et B le déterminant d'ordre p+ q
noté req A, B) dé ni par
0 1
a0 bo
a by
: 2 ' bo
reA,B) = detMA‘B ou MA,B = a a a by
Ca by .
ap R
ap by
- Donner la forme de Mg pour A = 1+ 2X + 3X%etB = 4+ 5X +
6X2+ 7X3.
(U,v) 7! UA+ VB

a Montrer que u est linéaire.
b Donner la forme générale des éléments de keru.

C Montrer que u est un isomorphisme si et seulementsi A® B = 1.

® Soit B = ((1,0),(X,0), (X% %0),(0,D,(0,X), ,(0,XP 1) et
BO=(1,x, ,XP*a 1)
a Déterminer M g go(u).
b Endéduireque AB=1() RegA,B)6 0.
Exo Soit A 2 M (K) inversible. Exprimer ¢, 1 enfonction de c .

21

Exo Limite de matrices
22 On dit qu'une famille de matrice Ag= (& (# , | converge vers une matrice

A= (a; i SSi Ii5¢n a;(# = gj, 8i,j.Onécritalors Iirp Az= A.
- Soit B une matrice carré d'ordre n, montrer que :

a i = i
Ilry (B.Ay = B. |Ig1 A

b |il‘£(B+ Ay = B+ |iI‘#Tt1 A
- Soit A une matrice carré d'ordre n, on distingue deux cas :
a 1ér cas: sgA) 6 f0g. Soit a =
K valeur propre non nulle de Ag.
a Justi er I'existence de a.

b En déduire que 8# 2 K telquej#§f < a,ona A #, estin-
versible, puis que !;mo(A #in) = A..

inffj 1 jtelquel 2

b 2émecas:sfA) = f0g. Montrer que 8#2 K telque #6 0,0na
A #, estinversible, puis que LLmO(A #in) = A..

* : Ainsi tout matrice carré d'ordre n est limite d'une suite de matrices
inversibles, on dit alors que GL,(K) est dense dansM ,(K).

® * Application : Montrer qu'une matrice qui commute avec toute s les
matrices inversibles, commute en général avec toutes les madrices car-
rés et donc est une matrice scalaire de la formel I,.

~*  Application : En déduire que, en dimension nie, tout endomo r-
phisme qui commute avec tous les automorphismes, commute en
général avec tous les endomorphismes et et donc est une homohétie
de laforme | idg.

Exo Soit E un K-espace vectoriel de dimension nie, u 2 L (E) et P 2 K[X],
23 montrer que P(u) estun automorphisme () P” py= 1.

) . mamouni.myismail@gmail.com
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Exo sp(u V) = sp(v u).
24| soientE un K-espace vectoriel de dimension nie et u,v 2 L (E).

- Montrer que si | estvaleur proprede u v alors| estvaleur propre de
v u (ondistinguerales casl = 0etl 6 0).

- Endéduire que sp(u v) = sp(v u).

Exo Crochet de Lie.
Dans un K -espace vectoriel non nul, E, on pose pour tous endomorphismes
uetv:
[uvl]=u v v u Crochet de Lie.

- Montrer que (L(E),+,.,[,]) estuneK -algébre.

- Montrer que l'applicaton: F: L(E)> ! L (E) est bilinéaire
(u,v) 7V [u,v]

symétrique.
® Montrer que 8u,v,w2 L (E),ona:
[u,[v,w]]+ [V, [w,u]] +[w,[u,v]] = O. identit de Jacobi.
" Soient u,v deux endomorphisme de E tels que [u,v] = idg. Montrer

que :

a [ukv]= ku® pour k2 N.
b [P(u),v] = PYu) pour P2 K[X].

C uetvn'ont pas de polynébmes minimaux.

A la prochaine

) . mamouni.myismail@gmail.com
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ﬁ Réduction

,{ Blague du jour } \

Ca se passe dans un concours pour ouvrir une boite de conserve

- L'ingénieur : Quand j'ai eu faim, j'ai pris la conserve et ai tapé sur
son point de moindre résistance.

- Le physicien: Quand j'ai eu faim, j'ai observé la boite, pos é
guelques équations et appliqué une forte pression sur les points
idoines, et la boite s'est ouverte.

- Le mathématicien en transpirant : Supposons que la bote est ou-
verte, supposons que la bote est ouverte...

\. J

Exo Soient E un ev de dimension nie sur C et u un endomorphisme de E.
1 On suppose que u=u%u6 idg,u’6 0,u°6 u.
- Montrer qu'une valeur propre de u ne peut étre que 0 ou 1.
- Montrer que 1 et 0 sont effectivement valeurs propres de u.
® Montrer que u n'est pas diagonalisable.
~ Montrer que E= Im(u?) Ker(u?).

° Monter que ujg = idg avecF = Im(u?).

Exo Soit f un endomorphisme diagonalisable d'un espace vectoriel E de di-
mension nie, | une valeur propre de f et p, le projecteur sur le sous-espace
propre associé parallelement la somme des autres sous-espaes propres. Soit
P un polynéme tel que P(l ) = 1 etP(m = 0 pour toutes les autres valeurs
propres, m de f. Montrer que p; = P(f).

Exo Soit A 2 M »(R). On suppose que n est impair, montrer que A admet au
3 moins une valeur propre réelle.

,{ Ibn al-Haytham (965-1039)}

Mathématicien et physicien musulman. Il est I'un des péres d e la physique
guantitative et de l'optique physiologique, il a écrit plus ieurs livres (envi-
ron 200). Il a été le premier expliquer pourquoi le soleil et | a lune semblent
plus gros (on a cru longtemps que c'tait Ptolémée). C'est aussi lui qui a con-
tredit Ptolémeée sur le fait que I'ceil mettrait de la lumiére. |l fut également le
premier illustrer I'anatomie de I'oeil avec un diagramme. O n lui doit I'inven-
tion de la chambre noire, un instrument optique de projectio n. Le théoreme
de Wilson (1741-1793) était aussi connu de Alhassan Ibn Al Haytam.

h[ Inol np ue!o!mwaqmwj—‘

Exo Soit A 2 M (C) telle que A™ = I,,.
4 - Justi er pourquoi A est diagonalisable.

- On suppose dans cette question que(l, A, ...,A™ 1) estlibre.

a Donner pa.

b  On suppose de plus que m = n, en déduire c 5, tr(A), detA

® On suppose que dans cette question que sfA) R, montrer que A
est la matrice d'une symétrie.

Exo Oral CCP .
5 Soit E un espace vectoriel de dimension n et p 2 L (E) tel que p est un
projecteur.

- Quelles sont les valeurs propres éventuelles dep ?
- Montrer que p est diagonalisable si et seulement sip® = p.

) . mamouni.myismail@gmail.com
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Exo Sous espaces stables.
_6 - Droites et hyperplans stables.

Soit E un C-espace vectoriel de dimension nie et u 2 L (E).

a Montrer qu'il existe une droite vectorielle stable par u.

b Montrer gu'il existe un hyperplan stable par u
Indication : considérer Im (u |idg) ou | estune valeur propre de u.

C Donner un exemple ou ces propriétés sont en défaut pour un R-
espace vectoriel .

- Plan stable.

SoitM 2 M (R) etl = a+ ib une valeur propre non réelle de M
(a2 R,b2 R ). Onnote X un vecteur propre complexe de M.

a Montrer que X est aussi vecteur propre de M.

b Montrer que (X, X) est libre dans C".

¢ SoientU = %(x+ X),V = %(x X).
Montrer que (U, V) est libre dansR".

d Soit F = vect(U,V). Montrer que F est stable parj (endomor-
phisme de R" associé M) et donner la matrice de j jr dans la base
(U, V).

® Plans stables.
Soit E un K -espace vectoriel de dimension nieet f 2 L (E).

a Soit F un plan vectoriel. Montrer que si  F est stable par f alors il
existe P 2 K,[x] non nul tel que F  ker P(f).

b Réciproquement, si P 2 K [x] est non nul, montrer que ker P(f)
contient un plan stable par f.

C SiK = R montrer que f admet toujours une droite ou un plan
stable.

) . mamouni.myismail@gmail.com
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(0]
7
X 2004 .

EXx

Exo

8 Trouver tous les polyndmes P véri ant :
8A2M »(C), P(A)=10=)

X0

9

tr(A)2 Z.

Matricesderang 1

- SoitX,Y 2M p1(R) non nuls, on pose A = X'Y.
- Calculer les coef cients de A
- Montrerquerg A = 1.

- Inversement, soit A 2 M (R) tel que rgA = 1.

a Montrer que 9X,Y 2 M ,1(R) non nuls tel que A = X'Y.
b Donner une base de kerA.

C Montrer que tr (A) est une valeur propre de A.

d Donner toutes les valeurs propres de A, ainsi que la dimension

de leurs sous-espaces propres.

€ Endéduire cp.

® En déduire qu'une matrice A de rang 1, est diagonalisable

si et seulement sitr(A) = 0

* Application :
a Montrer que AX= tr(A)X A, 8k2 N .

b Endéduireque: A n'est pas diagonalisable 0
0 ImA

)

w5y

ker A °

| MAMOUNI .NEW.FR |
- AMOUNI MY ISMAIL
Exo Réduction dans M 3(R).
Trigonalisation simultanée 10 Soit A =(&j) 2M 3(R).
Montrer que si AB = 0, alors A et B sont simultanément trigonalisables. - Vérierque
ca(l)= 13+ (trA)I2 tr(com(A))l + det(A).

- Soit | une valeur propre de A et Li, L, deux lignes non proportion-
nellesde A | | (s'il en existe).

a Calculer L = L;” Ly (produit vectoriel)et X = 'L. b Montrer

que X est vecteur propre de A pour la valeur propre | .

Exo Valeurs propres simples.
1 1] soitA2M ,(K)etl 2 K une valeur propre de A telle que dim E; = 1

= Justierquerg (A llg)=n 1

- Montrer que rg (‘fcom(A 11)) = 1.

Indication : On pourra utiliser la relation
toute matrice B2 M ,(R).

B.!(comB) = ( detB) I, pour

® Montrer que les colonnes de tc8m(A 1) er119endrent E .
0o 1 2

~ Application: Diagonaliser A= @1 1 1A,
1 0 1

Exo Anticommutant Centrale MP 2003
12 Soit E un C-espace vectoriel de dimensionn 2 N etuy,...,up(p 2)des
endomorphismes de E véri ant :
8k uz= idg, 8k6 ,u U= U U

- Montrer que les uy sont des automorphismes et qu'ils sont diagonalis-
ables.

- Montrer que n est pair.

® Donner le spectre de chaqueuy.
0 ~ Donner les ordres de multiplicité des valeurs propres des uy.
Calculer det(uy).

A? =
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Exo Centrale MP 2003.
Soit E un espace vectoriel de dimension nie et u 2 E. On considére I'ap-

plication
Fu: L(E) ' L (E)
v 7' v u

- Montrerque Fy 2L (L(E)).

- On se propose de montrer I'équivalence suivante : (u est diagonalis-
able)()  F estdiagonalisable)

a leére méthode:

i Montrer que pourtout P2 K[X], v2L (E),ona
P(Fu)(v) = v P(u)

ii  En déduire que u et F, ont mémes polynémes annulateurs,
puis conclure.
b 2éme méthode :

i Montrerque | 2CF,) (0 u |idg n'est pas surjectif.
i En déduire que (Fy) = (u).
i Soitl 2(u) etv 2 L (E) tel que (Fy(v) = | v). Montrer que :
a Im(u lidg) kerv).
b ker(F, lid g) estisomorphe LH,E ol H est un supplé-
mentairede Im (u lidg).
9 dim(ker(Fy lid(g)) = dim(E)dim(ker(u |idg)

iv. Conclure.

Exo Endomorphismes semi-simples.

Un endomorphisme f est dit semi-simple si tout sous-espace stable par f
admet un supplémentaire stable par f.

Montrer qu'un endomorphisme d'un C-ev de dimension nie est semi-
simple si et seulement s'il est diagonalisable.

Exo

Diagonalisation simultanée.
Soient u et v deux endomorphismes diagonalisables de E, qui commutent,
cestadiretelsqueu v =v u Onnotelq,...,Ip(resp.m,...,my) les
valeurs propres de u (resp. dev), et F, ..., les espaces propres associés
(resp. Gy, ...,Gy).
1. Dire pourquoi chaque G;j (resp. F) est stable paru (resp. v)
2. OnposeH;j= K\ G.Soiti 2f1,...,pg.

a Montrerque Hij\ § Hix= 0.
K6 j

b Soitx 2 F, justi er I'existence des x; 2 G; tel que x = xg + +
Xg-
C Calculer u(x) de deux fagons, en déduire que x; 2 F,.

d Conclureque F = W Hi;-
j=1
3. Endéduire I'énoncé suivant :
Lorsque deux endomorphismes diagonalisables u et v comiriliexiste
une base formée de vecteurs propres communs a u et a v (eres'‘s@umes,
u et v sont diagonalisables simultanément dans la méme.base)

4. Deuxiéme méthode :
a Dire pourquoi les sous-espace vectoriel Gj sont stable par u.

b Endéduire que Ujg; est diagonalisable.

C En déduire qu'il existe une base formée de vecteurs propres com-
munsauetav

5. Application  Soit A,B2 M »(K) diagonalisables qui commutent.
a Montrer qu'il existe P inversible et D, Dodiagonales, telle que
A= PDP letB= PD% L
b Endéduireque A+ B,A B et AB sont diagonalisable.
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Décomposition de Dunford

16 Soit A 2 M ,(C). On se propose de montrer qu'il existe deux matrices

uniques D, N telles que A = D + N, D est diagonalisable, N est nilpotente,
DN = ND. Pour cela on considére E un K-espace vectoriel de dimension
nie et u 2 L associé a la matrice A dans une base donnée deE, on pose

P
pu(X)= O(X 1% etE = ker(u |jidg)® etenn u; = ujg.
i=1
M

a Dire pourquoi E = E.
i=1

- Existence :

p

_ [ .
b SoitB = B; une base adaptée a cette somme, que peut-on dire

i=1
de laforme de B= M g(u).
C Montrer que u; | idg est nilpotent.
d Soit B; = M g, (u;), montrer que B; = D;+ N; avec D; matrice
scalaire et N; nilpotente.

€ En déduire I'existence de la décomposition de Dunford.
- Unicité :
Soit A = D%+ NCune autre décomposition de Dunford. On pose
D%= M g(d) et N°= M g(n9Y.
a Montrer que AD®= D%
b  En déduire que les E; sont stables pard’
C Que peut-on dire de la forme de DO

d Endéduire que DD%= DD, puisque D  DPest diagonalisable.

€ Endéduire que D = D° puis conclure.

Exo

17

Noyau et image.

- Soit E un K-espace vectoriel de dimension nie et u 2 L (E) diag-
onalisable. Pour I 2 sp(u), on note E; = ker(u lidg) etR =
Im (u |idg). Montrer que

EE R =E

- Soit E un K-espace vectoriel de dimension nie et f 2 L (E). On sup-
pose qu'il existe P 2 K[X] tel que P(f) = 0etPY0) & O.
Montrer que ker 2 = ker f puisque ker f Im f = E.
Indication: Distinguez les casP(0) 6 0 etP(0) = O.

® Soit E un C-espace vectoriel de dimension nie et f 2 L (E). Mon-
trer que f est diagonalisable si et seulement si pour tout | 2 C on
arg(f lidg)= rg(f Iidg)>

Soit E un K-espace vectoriel de dimension nie et u 2 L (E). On se
propose de montrer que les ensemblesK = fker(P(u)), P 2 K[X]g
etl = fim (P(u)), P 2 K[X]g sont nis et ont méme cardinal. Pour

cela on note mle polyn6me minimal de u et D I'ensemble des diviseurs
unitaires de m

a Pourtout P2 K[X],onposed= P m
Montrer que ker (P(u)) = ker(d(u)) etIm (P(u)) = Im (d(u)).

b Endéduire que K etl sont nis.

C Soitd2D.

i Montrer que le polynéme minimal de  Ujim (quy) €stn d.

i Endéduire que I'application d 7! Im (d(u)) estinjective sur D
et que card(l ) = card(D).

i Montrer que d le polynéme minimal de  Ujyer(q(u)) @iNsi que
Ujim (§(w)-

iv En déduire que l'application d 7! ker(d(u)) est injective sur
D puis que card(K) = card(D).
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Exo Soit f 'endomorphisme de I'espace vectoriel canonique R3 dont la matrice Exo Matrices tridiagonales
1 8| dans labase canoniqueB est 1 20| Ce sont les matrices dg la forme : 1
1 1 1 — a b (0
A=@ 1 3 3A, b a b
2.2 2 An = < 2M n(R)
1. Montrer que R® = ker f2 ker(f 2Id). b a b
2. Trouver une base B%de R telle quey 1 (0) b a
010 Rappeler la forme générale des suites réelles véri ant une r elation de
mat(f,BY= @ 0 OA. type
0 0 2 alp+1+ bup+ cup 1= 0 oua2 R, (bc)2R2
3. Soitg2L (RS) tel que g°> = f. Montrer que ker f2 est stable parg. En Dire comment calculer D, = det A, (chercher une relation de récur-
déduire qu'un tel endomorphisme g ne peut exister. rence).
Exemple : Caleuler le déterminant de la matrice silivante
2  cosq (0)
cosq 2 cosq
Exo Un peu de calcul Bn = i 2M n(R).
19 - Mettre sousoforme triangu[f;\ire les matriqgs suivantes : 1 Cosq 2 cosq
4 2 2 1 0 2 2 (0) cosq 2
@1 5 1A; > @1 3 1A. Proposer une méthode pour déterminer les valeurs propres de A.
1 3 1 1 3 3
polynémes de Chebychev
+¥ Mk .
i : . ; - g M” ; Soit 0 1
Calculer les puissances et I'exponentielle (€ a ) des matrices
o K 0 1 (0)
suivantes : 0 1 0 1 1
4 1 0 3 2 4 Th = 2M n(R).
B=@ 4 1A, A=@ 1 3 1A, |
0 0 4 2 1 3 (0) 1 0
® ggz r.na(tarsicre:é?j s_lrjévantes sont-elles diagonalisables, triargularisables ? C Calculer Dn(q) = det(Tn + (2cosq)ln) par récurrence, on pourra
fouid 3 ]l_'” j'_l 0 3 2 21 0 13 5 21 prendre Do(qg) = 2 pour simpli er les calculs.
Ar=@ o 1A A=@ 1 0 1A Az=@ 2 7 B8A d Endéduire les valeurs propres de Tp.
1 1 2 1 1 0 5 4 7
e Soitl 2 Sp(Th), déterminer ses vecteur propres associés X =
(XK1 k n-

On pourra Résoudre I'équation (T, | 1,)X = 0, on pourra prendre
Xo = Xn+1 = O pour simpli er les calculs.

) : mamouni.myismail @ gduail @meurquoi T, est diagonalisable, puis la diagonaliser.
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Exo Usage de la réduction.
Soit A 2 M (K) diagonalisable. 23 . Systéme différentiel.
- Montrer que 8k 2 N, Ak est diagonalisable. 0 1 2 1
- On suppose que A est inversible. SoitA = @2 1 1A
a Montrer que A ! estaussidiagonalisable. (oA 3
1 a Diagonaliser A
b Donner les valeurs propres et vecteurs propres de A * en fonc- 0 (t)l
. X
tions de ceux de A. _ b SoitX(1) = @y(t)A . RésoudreXt) = AX(t).
C Exprimer ¢, 1 enfonction de Ca. z(t)

d Donner les racines de c 5 1 ainsi que leurs multiplicités respec-
tives, en fonction de cellesc .

e Montrer que AK est diagonalisable pour tout k2 Z.

Commutant d'une matrice

22 Pourtout A 2 M ,(C), on note C(A) le commutant de A.

= Pour n = 2, montrer que C(A) est de dimension 2 ou 4, en donner une
base.

- Pourn2 N etA diagonalisable, montrer que C(A) est de dimension
n

® Cas d'une matrice valeurs propres distinctes.

a Soit D = diag(l 4, ..
distinctes.

.,| n) une matrice diagonale valeurs propres

b Montrer qu'une matrice M commute avec D si et seulement siM
est diagonale.

C  Montrer que pour toute matrice M diagonale, il existe un
polyndme P 2 K, 1[X] unique telque M = P(D).

d SoitA 2 M p(K) une matrice valeurs propres distinctes. Montrer
gue les matricesM commutant avec A sont les polynémes en A.

- Suites récurrentes linaires.

Soit (up) une suite réelle véri ant I'équation de récurrence : Up+3 =
6un+o 1lupeq+ 6urb 1
Un
a oOn pose X, = @up, ;A. Montrer qu'il existe une matrice A 2
Un+2

M 3(R) telle que Xp+1 = AXp.
b Diagonaliser A. En déduire u, en fonction de ug, uq, us etn.

® Soient (Xn)n2n» (Yn)n2n €t (zn)n2n trois suites de nombres réels satis-
faisant aux relationg de récurrence :

< Xn+ 1 = yn Xn + Zn
. Ynt1 = Xp Yn + Zp
" Zn+1 = Xn t Yn Zp

Calculer les valeurs de x;, yn €t zy en fonction de Xg, Yg et zg.

A la prochaine

) . mamouni.myismail@gmail.com
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ij Espaces vectoriels normeés

,{ Blague du jour } <

Qu'est-ce qui est jaune, normé et complet ?
* Réponse : Un espace de Bananach.

Qu'est-ce qui est jaune, normé, complet et meilleur avec de la chan-
tilly ?
* Réponse : Un Bananach Split.

Exo N : (x,y) 7!j5x+ 3yj est-elle une norme sur R??

Exo
2 On dé nit sur R?les 3 applications sHivantes :

Ni((x,¥)) = jxj + jyi, Na((x,y)) = x2+ y2, Ny ((x,y)) = max(jxj,jyj).
- Prouver que Ny, N, N3 dé nissent 3 normes sur R2.
- Prouverquelona: 8a2 R? Ny(a) Ny(a) Ni(a) 2Ny(a).
® Nj, N, et N3 sont-elles équivalentes ?
~ Dessiner les boules unités fermes associes ces normes.

Exo
3 Soit E = R3[X]. Pour P élément de E, on pose :

kPk = jP(0)j + jP(1)j + jP(2)j + jP(3)]
- démontrer que k.k est une norme.

- Soitj l'application de E dans E dé nie par : j (P)(X) = P(X + 2).

Véri er que j estlinéaire, continue et calculer sa norme subordonne.

— Stefan Banach (1892-1945)

Mathématicien polonais. Il est un des fondateurs de l'analy se fonctionnelle.
Il est a l'origine, avec Alfred Tarski, du Paradoxe de Banach -Tarski qui par la
simplicité apparente de son énoncé, (il est possible de couper une boule de
R3en un nombre ni de morceaux et de ré-assembler ces morceaux pour for-
mer deux boules identiques a la premiére, a une isométrie pre s) est étrange
dans sa conclusion. Ses autres travaux touchent a la théoriede la mesure de
I'intégration, de la théorie des ensembles et des séries orhogonales.

*-[ Inol np ue!o!mwaqmw}'

Exo q

4| Soita,b> 0.0n pose, pour tout (x,y) 2 R?, N(x,y) = a2+ b2y
= Prouver que N est une norme. Dessiner sa boule unité.

- Déterminer le plus petit nombre p > 0 tel que N pk.k; et le plus
grand nombre gtel que gk.k, N.

Exo

d Ondénit E= ff2 C?(0,1],R) telle que f(0) = f(1) = 0g. Soientk.k et N
les deux applications dé nies sur E par
kfk = sup jf(x)j etN(f)= sup f%x)
x2[0,1] x2[0,1]
- Montrer que ces deux applications sont des normes sur E.

- Sont-elles équivalentes ?

) . mamouni.myismail@gmail.com
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Soit E le R espace vectoriel des applications de classeC? de [0, 1] dans R et

N1, N2 N3 les applications de E dans R dé nies par : Ni(f) = sup jf(x)j,
x2[0,1]
Na(f) = jf(0)j+ sup jfYx)j, Na(f)= jf(0)j+ jfY0)j+ sup jf)j.
x2[0,1] x2[0,1]

Montrer que N1, N et N3 sont des normes sur E et les comparer.

On dé nit sur l'espace vectoriel E = C°([0;1],R) les applications g; et g,
par
Z1
sup jf(x)jetga(f)= € jf(x)jdx
x2[0;1] 0

g1(f) =

- Montrer que g, et g, sont des normes surE.

- goit  (fn)n2n la suite de fonctions dnie par
2 fax)= 1 nxsi06 x6 %

7 fa(x) = OSi%< X6 1.

Etudier la suite (f,)non dans (E, g4) dans (E, g,). Conclusion ?
On dé nit une application sur M ,(R) en posant
N(A) = nmi?xjai,jj siA=(a,).

Véri er que I'on dé nit bien une norme sur M ,(R), puis qu'il s'agit d'une

norme d'algébre, c'est—dire que

N(AB) N(A)N(B) pour toutes matrices A,B2 M ,(R).
0 1 0 1
4 2 2 101
SoitA=@ 1 3 1AetP=@1 1 OA.
1 15 011

- Que peut-on dire de la suite 6"A" ? (on commencera par calculer
P 1AP).

. . 6"
- Etudier la convergence de la srie § —A".

n>0

Exo
10 Soit E = RJ[X] l'espace vectoriel des polynémes. On dénit sur E
p : p
trois normes par, si P = g aX': NyP) = @ jaj, Ny(P) =
20 20
0 P ' |
a jai® . Ne(P)= maxjaj.
i=0
= Véri er qu'il s'agit de 3 normes sur R[X].
- Sont-elles équivalentes deux deux?
Exo
+¥ +¥
11 e- R[X]etsiP= § aXX2 R[X],onposek Pk= § jaj
k=0 k=0
- Montrer que (E,kk) est un espace vectoriel normé .
2 XK :
- OnposeP,= g R Montrer que la suite P, est de Cauchy dansE.
k=0 ™
® Converge-t-elle dans E ?
Exo
12 E= R[X]etsiP2 R[X],onposek Pk= sup jP(t) PYqt) |
t2[0,1]
- Montrer que (E, kk) est un espace vectoriel normé .
2 XK _
- OnposePy,= Qa "B Montrer que la suite P est de Cauchy dansE.
k=0 "
® Converge-t-elle dans E ?
Exo

Dire si les ensembles suivants sont ouverts ou fermés :
A=f(x,y)2R?j0< jx 1j< 1g B=f(x,y)2R?j0 x yag,
C=f(xy)2R%jjxi< 1,jyj 19, D=f(xy)2R?*jx2Q,y2Qg,
_ 2 - 2:°,2 2
Eqf f(x,y) 2R x 6,y 6200, HF=1f(x,y)2Rjx“+y < 4g,
G= (xy)2R?x?> exp(siny) 12 , H = f(x,y) 2 R%Injx?+ 1j > 0g.

13

) . mamouni.myismail@gmail.com

22




| MAMOUNI .NEW.FR |
- AMOUNI MY ISMAIL

FEUILLE D'EXERCICESMP

Exo
14 On dé nit un sous-ensemble A de R? en posant
A=f(x,y) 2 R?jx>+y?> 2gnf(x,y) 2 R?j(x
Déterminer l'intérieur, 'adhérence et la frontiére de  A.

1)%+ y? < 1g.

Exo Soit E un espace vectoriel normé.
15 - Soit C une partie convexe de E. Prouver que C est aussi convexe.
- SoitV un sous-espace vectoriel deE.

a Montrer que V est un sous-espace vectoriel deE.
b Side plus E est de dimension nie, montrer que V est fermé.

C Montrerque si V& ?,alorsV = E.

® SoitH un hyperplan de E, montrer que H est soit dense soit fermé dans
E.

Exo
1 Donner un exemple d'ensemble A tels que : A, l'adhérence de A, l'intérieur
de A, 'adhérence de l'intérieur de A et l'intérieur de I'adhérence de A sont
des ensembles distincts deux a deux.

Exo
17 Soit A une partie d'un espace vectoriel normé E. On rappelle que la frontiére

de A est'ensemble Fr(A) = A A. Montrer que :
- Fr(A)= fx2 Ej8#> 0,B(x,#\ A6 /EetB(x,#\ CE 6 /A&y
- Fr(A) = Fr(Cf)
® A est fermé si et seulement siFr(A) est inclus dans A.
~ AestouvertsietseulementsiFr(A)\ A= /&

Exo Diamétre d'une partie
Soit E un espace vectoriel normé. Soit A une partie non vide et bornée de E.

“— Ondénit d(A) = supfky xk,x,y 2 Ag.
-~ Montrer que si A est bornée, alorsA et Fr(A) sont bornés.

- Comparer d(A), d(A) et d(A) lorsque A est non vide.

® . a Montrerque d(Fr(A)) d(A).

b  Soit x un élément de A, et u un élément de E avecu & 0. On

considere I'ensemble X = ft 0] x+ tu 2 Ag. Montrer que sup X
existe.

C En déduire que toute demi-droite issue d'un point x de A coupe
Fr(A).

d Endéduire que d(Fr(A)) = d(A).

Exo

1d Soit E un espace vectoriel normé. On munit L ¢(E) de la norme des applica-
S tions linéaires. Soit f 2 L ¢(E), etl 2 C une valeur propre de f. Montrer que
jlj k fk.

Exo
d Soit E un R espace vectoriel normé de dimension nie, et K un compact

de E tel que 0 2K. On note H I'ensemble desu 2 L (E) tels que u(K) K.
Montrer que pour tout u2 H,onajdetuj 1

Exo
Zj Déterminer si les ensembles suivants sont, ou ne sont pas, conpacts :
A=f(xy)2R? x*+y*=1g B=f(x,y) 2 R% x?+y°=2g
C=f(x,y)2R? x>+ xy+y?> 1g D= f(x,y)2R? x?+ 8y+y?> 1g
E=f(x,y) 2 R% y?= x(1 2x)g.

Exo

22 Soit (E, k.k) un espace vectoriel normé. Soit (x,) une suite convergente de
E et soit x sa limite. Montrer que I'ensemble : A = fxg[f xn, n 2 Ngest
compact.

) . mamouni.myismail@gmail.com
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Exo

23 Soit (un) une suite a valeurs dans un espace vectoriel normé . Pourn 1,
onposeAp= Up;p N
= {émontrer que I'ensemble des valeurs d'adhérence de (up) est :V =
An.
n 1
- Endéduire gu'en dimension nie, I'ensemble des valeurs d'a dhérence
d'une suite bornée est compact.

® Soit A une partie compacte d'un espace vectoriel normé, et (xp) une
suite de A n'admettant qu'une seule valeur d'adhérence. Montrer que
(xn) converge.

Exo
24 Soit f : R91 R une fonction continue telle que kIim kf(x)k =+ ¥ . Mon-
xk! ¥

trer que f admet un minimum.

Exo
Soit f : R" ! R une fonction continue. Montrer que les trois conditions
suivantes sont équivalentes :
- 8M > 0,9R> Otelquekxk> R =) j f(x)j> M.
- Pour toute partie bornée Bde R, f 1(B) est une partie borne de R".
® P%ur toute partie compacte K de R, f 1(K) est une partie compacte de
R".
Exo

26 Soit (E,k k) un espace vectoriel normé et(x,)n2n Une suite d'éléments de
E. On suppose que (xn) est de Cauchy. Montrer qu'elle converge si et seule-
ment si elle admet une sous-suite convergente.

- AMOUNI MY ISMAIL
Exo
Soit E = RY muni d'une norme k k, et A une partie non vide de E. On
dé nit la distanced'un élément x de E & une partie A de E, notée d(xg, A),
par la formule
d(xg, A) = inf kx  xok.
(xo, A) =" inf 0
- Supposons A compact. Montrer que pour tout Xg 2 Eil existey 2 A
tel que d(xgp, A) = ky  xgk.
- Montrer que le résultat est encore vrai si on suppose seulement que
A est fermé. (On remarquera que pour toute partie B de A on a
d(Xo, B) d(Xo, A) )
® Montrer que l'application qui & Xg associed(xg, A) est continue sur E
(sans aucune hypothése surA).
~ Endéduire que si A estun fermé de E et B un compact de E tels que A
et B sont disjoints, alors il existe une constante d > 0 telle que
ka bk d 8(a,b)2 A B.
° Montrer par un contre-exemple que le résultat est faux si on s uppose
seulement que A et B sont deux fermés disjoints.
Exo

28 Soit E un espace vectoriel normé. Montrer que (E est complet), (toute suite

(Un)nan d'élémentsde Evériant 8 N2 N,  jjun+1  Unjj
gente).

? est conver-

Exo
29 Soit X un ensemble. On note B(X, R) I'espace vectoriel des fonctions bornes

de X dans R. On munit B(X,R) en posant8f 2 B(X,R), kfk = supjf(x)j.
x2 X
Muni de cette norme, montrer que B(X,R) est un espace de Banach.

Soit E un espace vectoriel normé, F un espace de Banach, et ¢(E, F) I'espace
vectoriel normé des applications linéaires continues de E dans F, muni de la
norme des applications linéaires : kfk = sup kf(x)k.

kxk=1
Montrer que L ¢(E, F) estun espace de Banach.

) . mamouni.myismail@gmail.com
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Exo
Une fonction f dé nie surune partie A R" est dite localement lipschitzienne
si, pour tout x 2 A, il existe un voisinage Vx de x et une constanteC > 0
telle que :
8(y,z) 2 A\ Vy, kf(y) f(2k Cky zk.
Montrer qu'une fonction localement lipschitzienne sur une partie compacte
K de R" est en fait lipschitzienne
Exo Théoréme des fermés emboités
Soit E un espace vectoriel normé complet. Montrer que l'intersect ion d'une
suite décroissante (F,) de parties fermées non vides et bornées deE dont le
diamétre tend vers 0 a une intersection non vide.
Exo Théoréme de Baire

33 Soit E une partie compléte d'un espace vectoriel normé.

- Montrer qu'une intersection dénombrable d'ouverts denses dans E est
dense dansE. Attention, ce n'est pas nécessairement un ouvert!

- Que dire de la réunion dénombrable de fermés d'intérieur vid e?

Exo
3 - Montrer que toute forme quadratique en dimension nie est co ntinue.
- SoitM 2 M ,(R), montrer que l'application q: R" ! R
X 71 IXMX

est continue.

® En déduire que toute matrice (ou forme quadratique) dé nie e st soit
dé nie positive, soit dé nie négative.

" En déduire la forme générale de la signature d'une forme quad ratique
dé nie.

Exo
Soit E I'espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1] valeurs dans R. On
‘— dénitpour f2 E
21
kfky = supfjf(x)j; x2 [0,1]g, kfks = jf(b)jdt.
0
Vérier que k.ky etk.k; sontdeux normes sur E. Montrer que
8f 2 E, kfky k fky.
En utilisant la suite de fonctions f,(x) = x", prouver que ces deux normes
ne sont pas équivalentes.
Exo

3d On note *! I'espace vectoriel des suitesx = ( x(k)) 2 réelles véri ant :
S— +¥
kxk = § jx(K)j< +¥.
k=0
On admettra que I'on dé nit ainsi une norme sur 1. On cherche prouver
que "1 est un espace de Banach. Soit donq(Xn)n2n UNe suite de Cauchy
d'éléments de *1. Etant donné # > 0, il existe donc N(# 2 N tel que, si
n,l  N(#,alors :kx, xk #
- Montrer qu'on a alors, pour tout
xa(K)  xi(k)j  #

- Montrer que nI'irr]r¥ Xn(k) existe pour tout k2 N .

k 2 N, et pour tous n,l

N (#)

® Montrer qu'il existe K 2 N tel que § Xn (K #
k K

K,ona: 3§
K k L

~ Montrer que pour tout L x(k)j 2#

o

En déduire que 'ona x 2 1, et que :nllir:g¥ kxn xk= 0.

X+ tyj

Exo Soit N l'application de R2dansR :(x,y) 7! sup o2
+

37 t2R

- Montrer que N est une norme sur R2.
- Lacomparer la norme euclidienne. Expliquer.
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Soit E I'espace vectoriel des fonctions a valeurs dans R, dé nies, de C? sur
[0,1] et vériant f(0) = 0. On dé nit sur cet espace les deux normes suiv-
antes :
Np(f) = kfky et No(f) = kf%y.
- Montrer que Nq(f) N>(f). En déduire que l'application identique
de (E, N) vers (E, N,) est continue.

n
- Alaide delafonction fn(x) = %,montrerque I'application identique

de (E, N;) vers (E, N2) n'est pas continue.

Exo Somme et topologie.  Soit E un espace vectoriel normé , et A et B
39 deux parties de E. On dé nit :
A+B=fz2E 9x2 A, 9% 2B, z= x+yg.

- Montrer que si B est ouvert, alors a+ B est ouvert pourtout a2 A.
- En déduire que la somme de deux ouverts est un ouvert.

® Montrer qu'en général, la somme d'un ouvert avec une partie q uel-
congue est un ouvert.

~ Si A est fermé et B compact, montrer que A + B est fermé.

On rappelle qu'un sous groupe de (R,+) est soit de la forme aZ ou
a2 R , soit dense dansR.

o

a On suppose a 6 0. Etudier la continuité en 0 de l'application
X
X7T'E —

b En déduire que aZ estfermé.

C Donner un exemple de parties fermés dont la somme n'est pas
fermée.

+ SiA estfermé etB complet, montrer que A + B est complet.

Exo

On note E I'espace des fonctions continues de[ 1,1] a valeurs dans C. On
dénitsur E Iei‘ deux normes suivantes :
1 12

kfky = ljf(x)jzdx et kfky = supfjf(x)j; x2 [ 1,1g.

On se propose de montrer que les normes k.ky et k.k, ne sont pas équiva-
lentes.

-

®

Le but de cette question est de démontrer que (E, k.ky ) est complet.
Soit (fn) une suite de Cauchy (E, k.ky ).

a Montrer que pour tout x 2 [ 1, 1], la suite (fn(x)) converge dans

C, on note f(x) sa limite.
Que peut-on dire de la convergence de ( f,) vers f.

b Montrer que la convergence de (fp) vers f est uniforme.

C Conclure

Le but de cette question est de démontrer que (E, k.ky) n'est pas com-
plet. Pour cela, on dé nit la §uite de fonctions (fn) en posant :

1
% 1 si 1 t o
1 1
fa)= _nt si = t =
{1 n
-1 si — t 1.
n

dont on va montrer que c'est une suite de Cauchy de (E, k.ky) sans que
ce soit une suite convergente.

a Faire un dessin et vérierque f, 2 E.

b Montrerquepourl n p,ona:
r_—

En déduire que la suite (f,) est de Cauchy dans(E, k.k»).

C Supposons que la suite (f,) converge vers f dans (E, k.kz). Mon-
trer que pour tout t 2]0,1], on a f(t) = 1. Que doit valoir f sur[ 1,0

d Conclure.

L'application linéaire T : E! C, f 7! f(0) est elle continue si on
munit E de k.ky ? si on munit E de k.ky ?
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ﬁ Dualité en dimension nie

r{ Blague du jour } N ,{ Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855}}) =
Pourquoi le nombre zéro n'a-t-il aucune créedibilité au sein des Mathématicien, astronome et physicien allemand. Doté d'un grand génie,| 3.
nqmbres complexes_? _ _ il est surnommé le prince des mathématiciens, et considéré comme I'un g
Reéponse : Parcequil n'a jamais d'argument. _ des plus grands mathématiciens de tous les temps. Considéré par beau{ =
POU_VQL]OL pour les Romains, les mathématiques ne sont pas vrai- coup comme distant et austre, Gauss ne travailla jamais comme professeur| &
mgnt intéressantes ? . o de mathématiques, détestait enseigner et collabora rarement avec d'autres| o
Réponse : Parce queX est toujours égal & 10. mathématiciens. s

o

c
\ J \ _1/

Suite : Enfant prodige, il apprend seul a lire et a compter al'dge det rois ans. Trés jeune, il formule la méthode des moindres carr  és et une conjecture sur la répartition
des nombres premiers, conjecture qui sera prouve un sicle pl us tard. Il fait ensuite une grande perce, en caractérisant p resque complétement tous les polygones
réguliers constructibles a la régle et au compas uniquement . Il est le premier & démontrer rigoureusement le théoreme de  D'Alembert-Gauss, appelé théoreme
fondamental de l'algébre. En physique, il est I'origine de |  a découverte des lois de Kirchoff en électricité et l'auteur  de deux des quatre équations de Maxwell.

¥ Formes lineaires.

Exo Soit E un K -espace vectoriel . On suppose qu'il existe p formes linéaires Exo Base antiduale.
1l fi... . fotellesque :8x 2 E, (fi(x) = = fp(x) = 0)=) (x=1). 4| Soient (fj);, n formes linéaires indépendantes sur un espace vectoriel E de
(®); s'appelle la base antiduale de (f;);
Exo Soit E un K-espace vectorieletj : E! K une forme linéaire non iden-
2 tiquement nulle. On note H = ker f.

Exo

3

- Montrerque Im f = K.

= +
- Soitd 2 EnH et F = vect(d). Montrerque F H = E. fa) = x y+z

fa(x) = x+y+z

Exo | Dans K 2 on considére les formes linéaires : f1(x) = x+y z.

—_—
Soitj 1,...,j p,j desformes linéaires sur un espace vectorielE de dimen- - Montrer que (fy, fo, f3) est une base de(K %) .
. L R : s Q . \P : - Trouver sa base antiduale.
sion nie égalea n, montrerque:j = g ji( kerj kerj .
i=1 i=1
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Pour % = (X1,...,Xn) 2 K" onpose fi(¥) = xj + Xj+1, pourl i n 1,

., fn) est une base de(K") et, le cas chant, déter-
miner la base antiduale.

Soit E = Kp[X]etxq,...,Xn sontdes scalaires deux deux distincts. Montrer
7 que lafamille F = ( fo, .,Tn) estune base deE et donner la base antiduale

I et fn(%) = Xn + Xq.
déterminersi F = ( fq,..
j lorsque : f;(P) = P(x;), f(P)_ P(0), f;(P) = PM(x)).

Polynémes d'Hermite
deux distincts.

Soit E = Ry, 1[X], et Xq,...,Xn 2 R deux

p

Onnote : f;: E ! R et y;: E ! R
P 7!  P(x) P 7! PYx)
- Montrerque (f1,...,fn,y¥1,...,¥n) €stune base deE .
~ X X
- Chercher la base antiduale. On noteraP, = QO ” xJ etd; = Pio(xi).
jgi i ]

SO|tE R3[X]eta b,c2 R distincts. On considere les formes linéaires sur
Pl P@ , f: P! P(b
2y
P! Pl , j:PI

E: fa:
fe : P(t) dt
t=a
+
Montrer que c & Tb est une CNS pour la liberté de (fa, fp, fc,j ).

Soit E = Kp[X].Onnote Py = 1, P, =

Polynémes de Legendre i = )
10 X(X 1) (X i+1pouri 1etfi:P! P().

- Montrer que (P, ...,Py) estune base deEetB = ( fo,...,fn) estune
base deE .
- Décomposer la forme linéaire P, dans la baseB
nn i
Indication : On pourra montrer que : P= a f'(n) Nk

® Décomposer de méme les autres formes linéairesP, .

Exo Polynémes de Bernstein

13 poser=(x akx b"k
- Montrer que (Py,...

Soit E = Kp[X] eta b 2 K distincts. On

,Pn) est une base deE.

- Onsupposen = 2 et on prend comme base deE
+
f(P) = P(x)etc= aTb

Exprimer les formes linéaires (P, P;, P,) dans B.

B=(fafefpo

Exo Soit E un K-espace vectorielde dimension nie et F,G deux

12 sous-espace vectoriel deE telsque F G = E.
- Montrerque F G = E.
- Montrer que F est naturellementisomorphe G etG F .

Exo SoitE= K[X],Q2 EdedegrénetQ; = Q(X+i)(0 i n).
13 - Montrer que (Q,Q%Q%...,Q(M) estlibre.
- Montrer que toute forme linéaire sur E peut se mettre sous la forme :

f:P1  aP(0)+ a;,PY0)+  + a,P(M(0).
® Soitf 2 E telle que f(Qq) = = f(Qn) = 0. Montrer que f = 0.
Indication : Considérer le polyndomePagQ+  + a,Q(".
~ Montrer que (Qqg, --.,Qn) estune base deE.
Exo Soit E = K[X].
14] - soitj 2 E telleque :8P2 Ky 1[X], j (X a)P)= 0.

Montrer qu'il existe | 2 K telque :8P2 E, j (P)= 1 P(a).
- Soitj 2 E telleque :8P2 Ky 2[X], j ((X a)?P)= 0.

Montrer qu'il existe | ,m2 K tels que :

8P2E j(P)=1P(a)+ nPYa).
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Exo

15

Orthogonalité.

- Soit E un K-espace vectorielde dimension nie et F un
sous-espace vectorieldeE . On note F? = fx 2 Etel que 8 f 2
Fonaf (x) = 0g. Montrer que dim F’ = codimF.

- Soit E un K-espace vectorielde dimension nie et F un
sous-espace vectoriel deE. On note F? = ff 2 E tel que 8 x 2
Fonaf (x) = 0g. Montrer que dim F’ = codimF.

Formes linéaires liées.

-~ Soient fq,...,fy des formes linéaires sur K" telles qu'il existe % 2 K"
non nul tel que fy(x) = = fo(%) = 0. Montrer que (fq,...,fy) est
lige.

- Soit E = Kp[X]. On considére les formes linéaires : f; : P ! P(i).
Montrer que (fg,...,fn) estlibre.

® Soit E = K p[X]. On considére les formes linéaires : f; : P | PYi).

Montrer que (fg,...,fn) estliée.

- Soit E un K-espace vectoriel de dimension nie et f,g 2 E toutes
deux non nulles. Montrer qu'il existe un vecteur o 2 Etelque f(t) 6 0

etg(u) & 0.
- Soit E = M n(K). Pour A 2 M n(K), on note
fA: E ! K
M 7! tr(AM).

a Montrerque E = ff 5 telque A 2 Eg.

b On note S lensemble des matrices symétriques et
A l'ensemble des matrices antisymétriques. Montrer que:
S? = ffatelque A2 Ag .
A? = ff 5telque A 2 Sg

Exo
18 On note f(x) = cosnx etgn(x) = sinnx (x2 R,n2 N).

Soit E, I'espace engendré par la famille Fp = ( fo, . .

-

I+

Polynémes trigonométriques.
S fe 01, 4,0n).

Montrer que pour k- 1,(f,,g,) estlibre.

Soit j: En ! ESO. Chercher les sous-espaces propres dg . En

f 7! f
dduire que F est libre.
Onnotea\k=%etjk: E, ! R

n f 70 f(a).
Montrer que (j o, - - -,j 2n) €St une base deE,,.
SoitN 2 N .Onnotebk:%et Ye: En ! R
f 7! f(by).

Montrer que (Yyo,...,¥yn 1) estlibre si et seulementsiN  2n+ 1, et

engendre E,, si et seulementsiN  2n+ 1.

Formes linéaires et trace .

Soit A = &, i n tel que AM =
que:9l 2 K telque A =1 Iy.
SoitA = & i n tel que Tr(AM) = 0, 8M 2 M (K). Montrer
que:A = 0.

Pour tout A,M 2 M p(K), on pose j o(M) = tr(AM). Montrer que
l'application j A estune forme linéaire sur M (K).

M n(K) !
A 7!

MA, 8M 2 M p(K). Montrer

En déduire que l'application | : (M n(K)) estun
A

isomorphisme de K -espace vectoriel .

Soit f une forme linéaire sur M (K). Montrer qu'il existe une et une

seule matrice A2 M (K) telle que : 8X 2 M (K) f(X)= Tr(AX)

On suppose de plus que 8X,Y 2 M (K) f(XY)= f(YX). Montrer
guilexiste | 2 K telque:8X 2 M p(K) f(X)=1Tr(X)
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Exo Transposée Soit f 2 L (E,F) ou E, F deux K -espace vectoriel de
20 dimension nie. On appelle transposée de f, l'application dé nie par
. F ! E
o7t g f

- Montrer que 'f est linéaire.

- Soit By, B, deux bases respectives dek et F, et M la matrice de f rela-
tivement & ces bases. Exprimer la matrice de' f relativement aux bases
duales en fonction de M.

® Montrer que Im 'f = ker f? etque ker'f = Im 7.
En déduire que 'f est injective si et seulement si f est surjective, puis
que ' f est surjective si et seulement si f est injective.

° Lemme de Schur :Unendomorphisme u d'un espace vectoriel E
de dimension nie qui laisse stable tout hyperplan est une ho mothétie.

a Montrer que si f laisse stable un hyperplan H, alors ' f laisse sta-
ble laisse stableK x, pour tout xg 2 Etelque E= H KXo.

b Montrer qu'un endomorphisme qui laisse stable toutes les dr oites
est forcément une homothétie.
C En déduire le lemme de Schur.

® Formes quadratiques.

Exo déterminer si les formes quadratiques suivantes sont positives :
21 = qxy)=(1 1)x%+ 2mky+(1+ 1)y?
- q(x,y,2) = x>+ y?+ 2z(xcosa+ ysina).
® q(x,y,z,t) = x>+ 3y’ + 422+ t>+ 2xy + xt.

Exo Calcul de signature.
22 Soit A = (&) 2 M n(R) coef cients strictement positifs. déterminer la

signature de la forme quadratique sur R" dé nie par : q(X1,...,Xn) =
E_oi_ aj(xi %)%
IYJ

Exo Signature de '"AA. SoitM 2 M (R).

23 - Montrer que M est la matrice d'une forme quadratique q positive sur
R" si et seulement si'AA ot A 2 M ,(R).

- Montrer que dans ce cas kerM = ker A puis que rg(M) = rg(A).
® Déterminer la signature en ¢ fonction de rg A.

Exo Décomposition en carrés.
24 Décomposer en carrés la forme quadratique dé nie sur R" par :
o 2

a(X1,....Xn) = @
1ijn
+ xn)/ (i + 1).

XiXi = 1& N a x

iXj= 3 it s i
270 2,

Onposeray; = Xj + ( Xj+1+

Exo Rang d'une décomposition
2 Soit qune forme quadratique sur un espace vectoriel E de dimension nie et
fi.....fp2 E,ay,....ap2 Rtelsqueq= a;ff+  + apfs.
Montrer que rg (fq,...,fp)  rg(a).
Exo
26 Soit f une forme bilinéaire symétrique sur E et qla forme quadratique asso-
cie.Onpose pourx 2 E :j(x) = q@q(x) f?(ax).
- Montrer que j estune forme quadratique sur E.
- SiE est de dimension nie comparer les rangs de j etq.

® Dans le cas général, déterminer le noyau de la forme polaire de j en
fonction de celuide f etde a
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i
59 °

2

Pourtout A 2 M »(R) :g(A) = tr(A?). Montrer que gestune forme quadra-
tique sur M n(R) et déterminer sa signature

Indication : Etudier les restrictions de gaux sous-espace vectoriel des matri-
ces symétriques et antisymétriques.

Soit f: Mn(K) M o(K) ! K

(A,B) 7! trAB
Démontrer que f est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée.

- On suppose quen 2. Démontrer que tout F hyperplan de M (K)
contient une matrice inversible.

® On suppose queK = R. Quelle est la signature de f ?

Vecteurs isotropes.

Soit q une forme quadratique sur un espace vectoriel réel. Quelle est
en fonction de la signature de q la plus grande dimension de sous-
espace isotrope deE (i.e. sous-espace vectoriel deE formé de vecteurs
isotropes x 2 Etel que g(x) = 0)?

a(x.y,2) = x*+ y?

a Déterminer tous les vecteurs (X, y) isotrope relativement a g

- On considére dans R? la forme quadratique :

b En donner une représentation.

C Déterminer le noyau de g.

ax,y,z) = X2+ y* 72

a Déterminer tous les vecteurs (X, y, z) isotrope relativement a q

® On considére dansR? la forme quadratique :

b En donner une représentation.

C Déterminer le noyau de g.

Exo

30

- Montrer que toute forme quadratique en dimension nie est co ntinue.
- SoitM 2 M ,(R), montrer que l'application q: R" ! R
X 71 ™XMX

est continue.

® En déduire que toute matrice (ou forme quadratique) dé nie e st soit
dé nie positive, soit dé nie négative.

~ En déduire la forme générale de la signature d'une forme quad ratique
dé nie.

A la prochaine
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ﬁ Coniques & Quadriques

,{ Blague du jour }

son pere :

- Bien-sur pourquoi ?

Un petit garcon rentre de I'école avec son bulletin de note et va voir
- Papa c'est vrai que tes lunettes grossisse tout ? lui demande-t-il.

- Alors mets les avant de regarder mon bulletin de note !

J

| —
Il a découvert les relations mathématiques (dites Lois de Ke ple

,{ Johannes Kepler (1571-163(.1)

Mathématicien, philosophe de la nature, astrologue et astronome allemand
célébre pour avoir étudié I'hypothése héliocentrique ( la Terre tourne autour d
Solei) de Nicolas Copernic, et surtout pour avoir découvert que le s plantes ne
tournent pas en cercle parfait autour du Soleil mais en suiva nt des ellipses.

r) qui régissent les mouvements des plantes sur leur orbi te. Ces relations furent plus tard exploitées

par Isaac Newton pour élaborer la théorie de la gravitation u niverselle. Toutefois, Kepler expliquait les mouvements d es plantes non pas par la gravité mais par le mag-
nétisme. Il a en n accordé une attention majeure a l'optique en étudiant par exemple la nature de la lumiére, la chambre ob scure, les miroirs (plans et courbes), les lentilles

ou la réfraction.

Exo
Exo Déterminer la nature et les éléments de la courbe d'équation dans un repére 2
1] (O.1.7) orthonormé :
- x2+y?+2xy x+y 1=0. Exo
- X2+ 2y2 3xy+2x 3y+1=0.

® 16x> 24xy+ 9y?+ 35x 20y = 0.

5x+ 7y + 2xyp

° x%+ xy+y?= 1.

3 (10+ 2p 3)x

(14+ 2p§)y 4+ 2p§: 0.

+ X2+ 2y°+ 4xyp§+ X+ yp§+ 1= 0.
2 mx2+4mx+(m 1)y2+2: 0(m2 R).

3 X2+ 4xy + 6y?

&. (a2 R).

(

_ X = cost
Montrer que le support de la courbe paramétrée : ) est
y = cost + sint

une ellipse, et en préciser les éléments caractéristiques.

Soit C une conique de foyer F, directrice D, excentricité e On considere

3 deux pointsde CCM 6 M 0aIignés avecF. Montrer que les tangentes Cen M

et M%e coupent surD ou sont paralléles.

Indication:  Donner I'équation cartésienne de la coniques ainsi que de
ses tangentes dans un repére orthonormé dont I'axe desr@rsl@st paralléle a la
directrice.

Soit P une parabole de paramétre pet A 2 P . Soit B le point ou la normale
P en A recoupe P. Déterminer la longueur minimale de AB.

Indication:  Utiliser le paramétrage de la parabole pour exprimer cette
longueur a l'aide d'une fonction a deux variables.
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Exo Oral Centrale.
5 On considére une parabole d'équation y? = 2px dans un repére orthonormé
dans le plan euclidien.

a  Exprimer I'équation d'une droite passant par deux points
A(Xa, d) et B(xg, b) de la parabole 'aide d'un déterminant d'ordre 3.

b Soient A(Xa,d), B(xg,b) et C(xc,c) trois points sur la
parabole,montrer que (AB) et (AC) sont perpendiculaires
si et seulement sia? + ab+ ac+ bc+ 1= 0.

C On xe A surlaparabole, B et C sont deux points de la parabole
variables tels que (AB) et (AC) sont perpendiculaires. Montrer que
(BC) passe par un point xe M.

d Quelestlelieude M quand A varie ?

- Soit Mg(Xg, Yo) un point xe de la parabole.

a Discuter I'existence et le nombre de points M 2 P distincts de Mg
tels que la normale P en M passe parMy,.

b Dans le cas ou il y a deux solutions, M et M, trouver le lieu
géométrique du centre de gravité du triangle (MgM1M5).

Exo Tangentes a une ellipse

2 2 2 2
6) < onie. X2, Yy 0 KLY
SoientE: —+ = = 1, etE": 5+ =5
422 42 & P
= Montrer qu'une CNS sur u,v,w pour que la droite d'équation ux +
vy + w = 0 soit tangente Elesta?u®+ b?v2 w2 = 0.
- Soient (MP), (MQ) deux tangentes Eavec M, P, Q 2 E. Montrer que
(PQ) est aussi tangenteE.

= 1.

Exo

5

Exo

I
(2

8

Exo

Lo

Exo

2

Courbe orthoptique.

= Quel est I'ensemble des points d'ou I'on peut mener deux tang entes
orthogonales a la conique d'équation x°+ 4xy + 6y? & (a2 R).
- Que signi e le vocabulaire courbe orthoptique.

Soient P un point mobile sur Ox, et Q un point mobile sur Oy tels que PQ
reste constante.

- Pour a 2 R, déterminer le lieu, G;, de Bar(P(1 a),Q(a)).

- Soit R le quatrieme point du rectangle OPQR. Démontrer que la tan-
gente Gy en un point M est perpendiculaire (RM).

Reconnaitre I'ensembleH des points M du plan d'ou I'on peut mener deux

tangentes a la paraboleP d'équation y? = 2pxtelles que le segment joignant
les deux points de contact soit vu du foyer sous un angle droit .

® Quadriques.

Déterminer les natures des surfaces d'équation :

-z xy=1.

X2+ y2+ 72 2xy+ 2xz+ 3x y+z+ 1= 0.
® (x Wy 2+(y 2(z x)+(z x)(x y)+(x y)=0.
T X2+ 9y?+ 472 6xy 12yz+ 4zx+ 4= 0.

° X2 2y2 72+ 2xz 4yz+ 3= 0.

2x2+2y2+22+2xz 2yz+ 4x 2y z+ 3=0.

N+

Xy+ xz+yz+ 1= 0.
3 2x%+ 2y?

T oxy+yz=1.
V] X2 + 4y2+ 572 4xy 2x+ 4y = 0.

On fera le minimum de calculs nécessaires pour pouvoir concl ure.

2+ 5xy yz+ xz= 0.
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(
22 -
. . . X 4x+2=0
Exo Soit Q la courbe d'équations : y .
11 X+z=1.
Déterminer la nature et les éléments remarquables de Q.

y2 32

. : . Z
Exo Soit E la surface d'équation x? + 5 + e + xz = 1. Montrer que S estun
12 ellipsoide et en calculer le volume intérieur.

Exo Plan tangent a un ellipsoide
13 . . X2y 2
Soit E un ellipsoide d'équation — + = + — = 1 et P un plan d'équa-

&2 P 2
tion ux + vy + wz = 1. Montrer que P est tangent E si et seulement si

a2uZ+ bAv2+ Aw? = 1.

Exo Points équidistants de deux droites.

14 Soient D, D%deux droites non coplanaires et S I'ensemble des points équidis-
tants de D et D® Montrer gue S est un paraboloide hyperbolique. (Utiliser
un repére judicieux)

Exo Montrer que la surface Cd'équation xy + yz = 1, donner en une directrice
15 et la direction de ses génératrices.

Exo Déterminertjne équation cartésienne du cone Cde sommet S(1,1, 1) et de
16 Ky 2= 1

directrice g :
x+y z=0

A la prochaine
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ﬁ Calcul différentiel

,{ Blague du jour } <

C'est I'histoire de deux belles fonctions f et g dé nies sur un inter-
valle I, telles que f(x) = g(x) pour tout x 2 I.

- Regardez-moi, comme je suis belle ! dit g(x).

- Oui mais tu as tout copié sur moi... répond f(x).

- g, vexée, revient le lendemain, relookée et habillée enx + h.

- Salut, lanceg(x + h).

- Mais, qu'est ce que tu as? demandef(x).

. J

@ Derivees partielles.

Exo Différentielle d'une forme quadratique.

1 -~ Soitqune forme quadratique sur R" et f la forme bilinéaire symétrique
associée.

Montrer que : 8 %,% 2 R", da.(¥) = 2f(%,¥).
- Soit M 2 M p(R), en déduire la différentielle de I'application

f: R" I R
X 7! '™XMX
Exo Soit U I'ensemble des polyndmes a coef cients réels de degré n etaracines

2 réelles simples.
- Montrer que U est ouvert dans Rp[X].

- Pour P2 U onnote x; < X5 < < Xp les racines deP.
Montrer que l'application P 7! (xq,...,Xn) estde classe¥ .

,{ Charles Gustave Jacob Jacobi, (1804-18‘:‘;_)

*{ 1nol np ue!o!mwaqmw}‘

Mathématicien allemand. Il obtient son doctorat I'age de 21 ans. Jacob
a écrit le traité classique sur les fonctions elliptiques, d'une importance
capitale en physique mathématique. Il est I'un des fondateu rs de la théorie
des déterminants. En particulier, on lui doit le déterminan t de la matrice
(dite jacobienne) qui est crucial dans le calcul in nitésim al, et qui joue un
réle important dans la résolution de problemes non-linaire s et en robotique.
Exo Différentielle du déterminant.
3 Soit f: Mp(R) ! R
‘e M 7!  detM
= Montrer que f estC! et que 'onapour M,H 2 M »(R) :
dfu(H) = tr(*com(M).H)
Application  :soit M 2 M (R) et Py(X) = ( D)"X"+ +
ay X + det(M).
Montrer a; = tr(com(A)).
Exo Formule de Leibniz.

4| soientf,g:R?! R C". Montrer que

ﬂn(fg) _ c,k no k A ﬂi+jf ﬂ” i jg
kqyn k _ Ckcn Karyiqyi "ok iqyn k j°
T[X 1Ty i=0 ]:0 ﬂX ﬂy ﬂx ﬂy
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5 domaine de validité des solutions :

Exo Résoudre les équations aux dérivées partielles (EDP) suivantes, préciser le Exo Laplacien.
6] soit f

:R?! R declasseC?. On pose

- 2ﬁ + Sﬂ—f = 4f avec la condition aux limites : f(t,t) = t, 8t 2 R). 2 f 2 f )
ix Ty Df = 102 + L laplacien de f.
* Indication : Etudier j :t 7! f(a+ bt,a+ ct) aveca, b, cbien choisis. X Y
qaf  qf - Laplacien en coordonnes polaires.
- — — = aou aest une constante réelle donne. .
> Ty On pose g(r,q) = f(rcosq,r sinq).
* Indication : On utilisera le changement de variable : u = x+y, 9 9 g T4g
= a Calculer =, =, ——, -—5 en fonction des drives partielles de
VX . r’ fiq’ (1r)2" (19)? P
1f ff X f.
® X— = y-—,enposantu = xy, v= —.
Tx Ty y b Exprimer Df en fonction des drives de g.
N 1f _ .
XW B yﬂ_y’ en posantx = r cosq, y = rsing. ¢ Laplacien en coordonnes sphériques.
. yﬁ W 2f, en posantx = r cosq, y =  sing, Soientf : R®! R de classeC?, soit
> "My F: R | R3
i | = i = i i = ini
t 2xy1TT—; +(1+ yz)% = 0, en utilisant, par exemple, le changement de (raj) 7t (x r:T(;quCOSJﬂ,Z)f/ rs‘;;;qcosj 2= rsing)
2442 etF=f F.OnposeDf = laplacien de f.
variable : x = 2 ;V ety = -, (M)2 ()2 (T2)?
v 2 2 .
v 1T°F 21F 1 °F tanj F
©f Pt Pt . ) ) 1 vérier que : (Df) F vt -t S o
2 x? + 2x +y? = a(a 1)fouaestunréel xé, a6 =. (1) rar o re (1) re i
@2 Yy Y y)e (a1 2 1 1?F
On poserax = r cosq,y = r sing. 12co®] (192"
s 2 1 f + o P f o2 ”°f Pour cet exercice, il est conseillé de prendre la feuilles darsens de la
(1x)2 y'nx'ny y ()2 longueur, et d'y aller calmement, en véri ant ses calculs.
On utilisera le changement de variables : u = xy,v = 5. i L i
y Exo Les isométries conservent le laplacien.
[l soitj :R2Z!  RZune isométrie pour la norme kK., i.e, vérie Kj (x)kp =
kxk,, 8x 2 R?

- Montrer que la matrice jacobienne de j est constante, égale a la matrice
dans la base canonique deR? de la partie linaire de j .

- Soitf:R?! R declasseC?. Montrer que (Df) j = D(f j).
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Laplacien en dimension nie.

- Soit f une application de classe G de R* dansR.

On dé nit une applicaaion FdeR"nf0OgdansR par :

F(X1,....xn) = f( x2+ +x%). Calculer le laplacien (DF =
L )d fonction de f
a ———) de F enfonction de f.
Soit u une fonction réelle des \@riables réelles x et y dé nie par
u(x,y) =(F r)(x,y)or(x,y)= x2+ y2etF est une fonction réelle
d'une variable réelle.
Tu  Tu

Onpose :Du= 5+ —

P T e

P
T Ty’ X2 y?”

b En déduire Du lorsque u(x,y) = In(x?+ y?).

a Calculer En dduire que Du = Ffr) + @

C!-difféomorphismes.

a Montrer que f(x,y) = (x+ y,xy) induit un C!-difféomorphisme
de U sur V ol U etV sont des ouverts de R? & préciser.

b Chercher I'expression de f * et véri er que le produit des matri-
ces jacobiennes est gal.
Soit f : R3 1 R3
(x,y,2) 7! (e¥+ e X eZx ).

Montrer que f induit un C!-difféomorphisme de R? sur un ouvert &
préciser.

Fonctions harmoniques.

10 Une fonction f réelle de classeC? sur un ouvert U est dite harmonique si elle

A , i | _
vérie 'EDP suivantes : ————+ ———— = 0,i.e.Df = 0.
()= (Ty)
- Les polyndmes complexes sont harmoniques
Soient P 2 C[X], montrer que la fonction complexe f dé nie par
f: R? | C est harmonique.
(x,y) 7! P(x+iy).
- Soit f | 1, 1! R de classe C°. On considére
g: D R? ! R
COSX
I =7
(x,y) 7v f chy

déterminer f pour que g soit harmonique.

® Pour (x,y) 2 R%, onposeu = x> y? v= 2xy.

Soit F  R? ! R et f dé niepar : f(x,y) = F(u,v).
(u,v) 7! F(u,v)
Montrer que F harmonique entraine que f est harmonique.

:R?! RZ?une application af ne.
- Montrer que la matrice jacobienne, J, dej est constante.
- Soitf:R?} R declasseC”. Pour (3b) 2 R? on note

Matrice Hessienne et changement de variables af ne.
1 soit]

il T f
('nx)Z(a‘ b) ﬂyﬂx(a b)
Hi(ab) = 2t 21 matrice Hessienne de f au point (a,b).
—(ab b
ety (& (ﬂy)z(aL )

Montrer que : H¢ j (a,b)) = "JH(j (ah)).J
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Exo Contre-exemples au théoreme de Schwarz.

12 - Soitf:R !

On pose pour (x,y) 2 R?
(rcosq,rsing).

R une fonction p-périodique de classe C2.
g(x,y) = r?f(q) avec (x,y) =

g fig .
a Calculer —=(0,y) et —(x, 0) en fonction de f.
i OY) et g (x.0
T[Z
b Endéd I I de ——(0,0 0,0
n déduire les valeurs eﬂ ™ (0,0) et 'ITx'IT ( ).

C Construire un exemple précis (donner g(x,y) en fonction de x et
y) pour lequel ces deux drives sont distinctes.

- (Centrale MP 2003)
3

Soit f(x, y)— 5> Si(x,y) 6 0etf(0,0)= 0.
a Etudier la continuité de f et de ses dérivées partielles premiéres
sur R, , ,
b  Montrer que ‘”1—1;;/(0,0) 1;ll/—ﬂf(o 0).
Exo Inégalités de Taylor-Lagrange.
13 SoitU unouvertconvexede RPetf: U ! R C?dontles dérivées secondes
sont bornées :81i,j, 8A2 U, %{XJ(A) M.
I
- Montrerque : 8 A,B2 U, f(B) f(A) de(IAB) %Bk%
I
- Montrerque : 8 A,B2 U, f(B) f(A) dfC(!AB) %Bk% ou

C est le milieu de [A, B].

Exo Soient a,b,c 2 R non tous nuls. On considére I'équation aux dérivées

14 partielles :

i 12 f 2 f
a + b +c
C) a2t Py )2
Soient a,b 2 R distincts, xés. On fait le changement de variable : u =
X+ ay,v= x+ by.
- Ecrire I'équation déduite de ( ) par ce changement de variable.
- Endéduire que I'on peut ramener ( ) al'une des trois formes réduites :

=0

g T Tg . T
(1): =0, (2): 92:0, 3): oo+ 92:
fufv (flu) (w2 (1v)
® Etude des extremums.
Exo Chercher les extremums des fonctions f(x, y) suivantes :
15 - 3xy x3 y3 0
2, AL A
T 20 y)TE ity + xe' + ye
® x2y2(1+ 3x+ 2y)
T 2x+y x* oy 2 x(In?x+ y?),x> 0
0 Xy q
X+ y)(I+ )(I+y) " Pox2+(1 y)2+ y2+(1 x)?
Exo Pour x > 0 on poseg(x) = In(x)+ 2x+ 1.
16 1. Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une seule solution a 2]0, %[.
2. SurR* R on pose f(x,y) = x(In(x) + x + y?) déterminer le point
critique.
3. Vérierque fadmetun minimum relatif en ce point et que :
min f = a(a+ 1).
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Exo Soit] > 1,onposeH = f(x,y) 2 R%telquex > OgetD = f(x,y) 2
17 R2telque x > 0,y & 0g, on se propose d'étudier les extremums de la fonc-
tion f(x,y)= x'y y? ylIn(x+ 1)+ 1.
1. Pour x > Oonposeh(x) = x' In(x+ 1), montrer que I'équation
h%x) = 0 admet une seule solution b 2]0,+ ¥ [.
On pose h(b) = 2c, montrer que ¢c< 0.
Montrer que I'équation h(x) = 0 admet une seule solution a 2]0,+ ¥ [
etquea> h.
4. Déterminer les points critiques de f, (on les exprimera en fonction de
a,b, )
5. Montrer que f admet un seul extremum, que l'on précisera.

Exo Soit f une fonction de classe C! sur R2.
18 - Calculer les dérivées partielles des fonctions suivantes : gi(x,y) =

f(y,x), ga(x,y) = f(y, f(x,x)).

- Calculer les dérivées des
f(x,x), ho(x) = f(x, f(x,x))

® Calculer les dérivées des fonctions suivantes :
hi(x) = f(u(x),v(x)) , ho(x) = f(u(x), f(v(x),w(x))) ou u,v,w trois
fonctions de classeC! sur R.

fonctions suivantes: hy(x) =

Exo Aire maximal d'un triangle.
19 Soit ABC un triangle de cotés a, b, c.
- Calculer l'aire, S, de ABC en fonction de a, b, c.

- Montrer que est maximal lorsque ABC est équilatral.

S
P

Exo Loi de réfraction.
20 SoientdansR? : A =(3a,0),B=(b, ¢)etM =(x,0)(ab,c> 0).Unrayon
— lumineux parcourt la ligne brisée AMB a la vitessev; de AM et v, de MB.

! I
On note a; = ('},'MA) a = ( \T, MB).
- Faire une gure.

. sina; _ sinap
- Montrer que le temps de parcours est minimal lorsque = .

Vi V2
Exo Distances aux sommets d'un triangle.
21] soitA 2 RP x¢, f: RP | R et g RP ! R  (distance
_ M 7! AM? M 7! AM

euclidienne)
- Calculer les gradients de f et g en un point M.

- Soient A, B, C trois points non alignés du plan. Trouver les points M
du plan réalisant le minimum de :

a MAZ2+ MB?+ MC2
b MA+ MB+ MC.
C MA.MB.MC.
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® Applications du theoreme des fonctions implicites.

Exo

22 - On considére la courbe d'équation € Y = 1+ 2x + y. Donner la tan-
gente cette courbe et la position par rapport la tangente au p oint (0, 0).
- Montrer que I'équation : x3+ y® 3xy = 1 dé nit au voisinage de 0
une fonction implicite : y = j (x) telle que j (0) = 1.
Donner le DL de j en O l'ordre 3.
® Montrer que I'égalité 2 &Y+ y x = 0dénit y = j (x) au voisinage
de (1, 1).
Calculer j 1) etj °01).
Soit f(x,y) = xInx ylIny, x,y> 0.
Pour k 2 R, on considére la courbe g, d'équation f(x,y) = k.

a Suivant la position de (a,b) 2 gy, préciser l'orientation de la tan-
gente g, en(ab).

b Dresser le tableau de variations def (t) = tint.

Dessiner go. (Etudier en particulier les points (0,1), (1,0 et

ol

al'aide de DL)

c
1
e!
d Indiquer l'allure générale des courbes gy suivant le signe de k.
° Soitf:R! RdeCl

a Montrer que, sous une condition préciser, I'équation y zx = f(2)
dé nit localement z fonction implicite de x ety.
1z 1z

b Montrer quel'onaalors : — + z— = 0.
a X Ty
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ﬁ Courbes & Surfaces

,{ Blague du jour } N

* Avec Windows XP, on était au bord du ravin.

Avec Windows Vista, on a fait un grand pas en avant

* La nouvelle version de Windows 7 est presque terminée, il ne
reste plus qu'a y incorporer les erreurs.

i Courpes.
[
Exol On consideére les deux ellipses : (x) : 4 —+ 4?2 =1
i + 2 =1
60 : %+ %
- A quelle condition une droite d' eequatlon © ux+ vy+ w = 0esttan-
gente (x9

- Pour tout point M de (x) on méne les deux tangentes a(x% qui re-
coupent (x) en P et Q montrer que la droite (PQ) est tangente (x9
Utiliser les coordonnées polaires )

Exo Déterminer les courbes pour lesquelles
2 Moc = teI gue C centre de courbure de la courbe au point M

f—{ Frenet-Serret

Jean Frédéric Frenet (1816-1900) était un mathématicien, stronome et
météorologue francais. Il est connu pour avoir découvert (i ndépendamment)
les formules de Serret-Frenet. Il fait ses études a I'Ecole Normale Supérieure.

Joseph Serret (1819-1885) (photo ci-dessus) est un mathéntizien et as
tronome francais, spécialement connu pour les formules de géométrie dif-
férentielle associées au triedre de Serret-Frenet. Polytehnicien en 1840.

[ 1nol np ue!o!mwaqmwj

h i
Exo Soit D4 la droite passant par O d'angle polaire a 2 % %
—3 - Montrer que D, recoupe (G) en deux points Ma, M2

- Calculer la longueur du segment M, Mg H )
i
® Déterminer le lieu H des milieux de Mg, Mg quand a 2 %

N[

~ En déduire une construction géomterique des points Mj, Mg

Exo Soit P la parabole d'ééquation :y?> = 2px (p > 0)

4 = Quel est I'ensemble (x) des points du plan par lesquels passent trois
normales la parabole

- Quel est 'ensemble (x(b (x) des points tel que deux parmi ces trois
droites sont perpendiculaires
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Exo Soit (g) la courbe de représentation paramétrique dé nie par : Exo Soit (g) I'arc géométrique plan dé nie par I'ééquation polaire :
) _ I
;8; Zgiln?t;:os(t)) telquea> 0 r(g) = sin" % telquen2 N ,0< g< np

= Reconnaitre la nature géometrique de (g)

- Soit (G I'ensemble des projections orthogonales de O sur la tangentes
a(g). Donner une repésentation paramétrique de (G .

® En déduire une ééquation polaire de (G

- . . ) | -
Soit M un point de (G d'angle polaire ¢, t le vecteur unitaire tan-
genten M & (G orienté dans le sens desq croissants,exprimer I'angle

! I
om! t

En déduire les poins de (G ou la tangente est verticale ou horizontale

Exo Soit (g) arc géométrique plan tel que : 8M 2 (g) on a: l'angle MoOC est
6 droit ou C est le centre de courbure de (@) au point M
- Si a désigne l'ange entre lI'axe (Ox) et la tangente a (g) au point M

montrer que :
5 _ Xd_y dx

24 2= ax
Ty da yda
- Si g désigne l'ange entre la droite (OM) et I'axe (Ox). Montrer que :
da_
da

On pourra utiliser les coordonnées polaires avec r = OM.

® Soit b I'angle entre la droite (OM) et la tangente a (g) au point M, jus-
. r
tiez que tan (b) = o

En déduire que (g) est une spirale.

I
calculer jj dO—M
1 aq n-
- En déduire que si b est I'angle entre la droite (OM) et la tangente (g)

au point M alors: b = %

® En déduire I'angle a entre I'axe (Ox) et la tangente (g) au point M,
puis R le rayon de courbure.

~ SoitM%la projection orthogonale de C, centre de courbure de (g) au
point M, sur la droite (OM), montrer que MO est limage de M par

I'hnomothétie de centre O et de rapport

n+1
Exo Construire les courbes d'ééquation polaire :
8 _ _sin(q) ® r (q) = gsin(q)
_'r(q)_cos() 1 -
q r (g) = 4cos(q) cos(2q)
q ° r(q) = 2cos(g) cos(2q)
=r(@=1+tan 5 + r(g) =1 tan(20)
Exo g Soit () Ia courbe de représentation paramétrique dé nie par :
< x(t) = _ cos(t i h
) ® q ® telque t 2 O,B
y(©)=sin(t) 2
Quels sont les points pour lesquels le centre de courbure coincide avec I'o-
rigine
Exo Soit (g) courbe plane parametrée de classe C3, (g1) I'ensemble des points,
10 C centres de courbure de (g), et (g2) I'ensemble des milieux | des segments
[M, C4]

|
Montrer que la tangente (g,) au point | est orthogonal MC4
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Exo Soit (g) une courbe plane parametrée de classe C', tout point M de (g)
11 on associéH la projection orthogonale de O sur la tangente en M (g), et soit
(g91) I'ensemble de ces projections.
Montrer que la normale (gi) au point H passe par le milieu de [O, M]

Exo Déterminer les coordonnées du centre de courbure au point M pour les
1 courbes suivantes :

(

= i ® Hyperbole : xy = 1.
- Cycloide : x=1 sint . yp 4
y=1 cost — i x2 A y2 )
se: -+ = = 1.
PSe-2 " 2
) x = acosSt ° Spirale:r = €.
- Asteroide : g - -
y = asin’t = Cardioide: r = 1+ cosq.
[
Exo On consideére la courbe g dé nie par :
13 8 y
%x(t) = I
t3
Y= 137
t2
z(t) = [Py

On suppose qu'ils existent quatre points M1, Mo, M3, M4 de g de paramétres
respectifsty, to, t3, t4 qui sont coplanaires. Soit le plan P d'équation ax+ by+
cz d= 0 passe par ces points.

-~ Montrer que t, to, ts, t4 sont les racines (distinctes) du polynéme at* +
bt + ct?> d.
- Endéduire que titotg + titotg + titgta + totsty = 0
1

o 1 1 1 _
® Endéduireque —+ —+ —+ — = 0siaucun dest; n'est nul.
1 t tz3 14

Exo Soit g une courbe de I'espace, etg; la courbe décrite par le centre de cour-
14 bure, I, en un point M de g. On suppose que la courbure de g est constante

‘— et sa torsion non nulle. On note par t,t4,c, ¢; les torsions et courbure respec-
tives de g etgy. (T, N, B) et (T1, Nq,By) les repéres de Serret-Frenet associés
respectivementag etg; etenn sets; les abscisses curvilignes relatives aux
deux courbes g etg

- Justi er les formules suivantes;

dr t ds t
—= -B, T1=B, ——= -, N1= N
ds c ! ds c ot
- - Endéduire que que la courbure de g; est aussi constante, préciser cette
constante.

® Endéduireque t; = té

¥ Surrfaces.

Exo SoientS;, S, les surfaces d'équationsx? + y?+ xy = lety?+ 22+ yz = 1,
15 etg= S;\S.,.

- Donner en tout point de g le vecteur tangent..

- Montrer que tout point M(x,y,z)deg vérie (x z)(x+y+2z)= 0.
® En déduire que g est la réunion de deux courbes planes.

~ Quelle est la projection de g sur Oxz ?

Exo Soit g le cercle intersection de la sphére d'équation x* + y2+ z2 = 1 et du
pland'équation x+y = 1,etS=(1,1,1).Déterminer I'équation cartésienne

du cbne S de sommet S s'appuyant sur g. | |
* Indication: 8M 2 S 9t 2 R,9P 2 g tel que SP = tMP, on trouve alors :
X2 + y2+ 2 2xz 2yz+ 2z= 1.
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8
2 x(t) = acog(t)/ cosh (mt)
Soit (Q : _ y(t) = asin(t)/cosh (mt)
° z(t) = atanh(mt). EX108 Soit g la courbe d'équati(ons dans R® :
- Montrer que (G est tracée sur(S), la surface de révolution autour de x2 y? 4x+2 =0
Ozetdéquation: x>+ y?+ 22 = &, X+ 7 -1

- Donner un paramétrage de S: (u,v) 7! M(u,v) =
(x(u,v),y(u,v),z(u,v)).

® Montrer que la tangente a la méridienne passant par M(u,v) est
_ ™ -
dirigée par ‘ET—V et la tangente (G passant par M (t, mt) est dirige par

™ ™

—+ m—.

Tu v

Véri er que le cosinus de ces deux vecteurs est constant.

° En déduire que (G coupe les méridiennes de (S) suivant un angle
constant (loxodromie).

Réciproquement, soit une loxodromie de (S): une courbe g =

fu(t),v(t), t 2 Igtracée sur (S) tel que le cosinus de l'angle entre
cette courbe et une méridienne de (S).

I+

0

. u
a Montrer que ce cosinus vaut : p———.
u®+ v@
. vO
b En déduire que 0 = m est constant.

C En prenant u(t) = t, en déduire que g est déduite de (G par
rotation autour de Oz.

d Donner I'équation polaire de la projection de (G sur xOy,
dessiner cette projection.

et S la surface engendrée par la rotation de (G autour de Oz.
- Dire pourquoi g est un courbe plane, préciser sa nature.
q

- Pour M(x,y,z) 2 Gonposer = x2+ y2 Montrer que 222 = r.

® En déduire que Gestincluse dans I'hyperboloide de révolution d'équa-
tion 2z° = x>+ y2.
~ Conclure que cette hyperboloide de révolution n'est autre q ue S.

A la prochaine
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ﬁ Integration Vectorielle

iour |
~ Blague du jour | ) | 1bn al-Haytham (965-1039)| =)
Q
: ,Quelle dllierEnze y el Enie V\ﬁndovv_s ?t un clou ? Mathématicien et un physicien perse. Il est I'un des péres de la physique o
Réponse : Aucune : tous deux sont destinés a se planter. quantitative et de l'optique physiologique g
;’Quelle _eft Ia_dlﬁTrgnlc]:e ent_re WAL E 0 W Craignant de possibles sanctions du calife d'Egypte, qui lu i con e le projet :ﬁ;
SPENEE © 12 W I, [ e EeliE, d'arréter les inondations du Nil, il fait semblant de folie e t ft assigné a rési{ 5
dence. Il pro ta de ce loisir forcé pour écrire plusieurs liv res (environ 200) | &
2
—— s - N
: Il a été le premier & expliquer pourquoi le soleil et la lune s emblent plus gros (on a cru longtemps que c'était Ptolémée). C'est aussi lui qui a contredit Ptolémée

sur le fait que I'ceil émettrait de la lumiere. Selon lui, si I' ceil était concue de cette fagon on pourrait voir la nuit. Il a ¢ ompris que la lumiére du soleil se re était sur les

objets et ensuite entrait dans I'ceil.

Il fut également le premier illustrer 'anatomie de I'eeil av ec un diagramme. Il dit qu'un objet en mouvement continue de b ouger aussi longtemps qu'aucune force ne
l'arréte : c'est le principe d'inertie que Galilée redécouv rira longtemps apres.

On lui doit I'invention de la chambre noire, instrument opti  que qui permet d'obtenir une projection en deux dimensions t rés proche de la vision humaine.

Exo

z n1
@ integration sur un segment. 3| Soit f :[a,b] | R continue. On pose g(x) = ” %f(t) dt. Montrer
\— a !

Z, 1 que g(”) = f. Penser a utiliser la formule de Taylor avec reste intégral.
Exo Soit f une fonction continue sur [0, 1] telle que f= >
0
1 Montrer que f possede un point xe sur [0, 1]. Exj Lemme de Riemann-Lebesgue .
Zy
_4 Soit f :[a,b]! R, montrer que: lim f(t) sin(l t)dt = 0 dans les cas
Exo Il +¥ 4
2 Soit f une fonction , continue, positive sur [a, b]. suivants :
n - f de classeC' sur [a, b]
Montrer que lim f(x)"dx = sup f(x). Interpréter ce résultat _ '
nl +¥ 4 x2[ab] - f enescalier sur[a, b].
a l'aide des normes. ® f continue par morceaux sur [a, b
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Sommes de Riemann.

- Inégalité de Jensen.
Soitf:[ab]! R continije etg:R ! R caontinue convexe.
! bf d Y4 f d
Démontrer que — t) dt — t)) dt.
W (OL V-0
- Moyenne géométrique.
Soit f : [0,1] ! R continue. Montrer que : .
. 1,1 1, 2 1, n 1
lim 1+ =f = 1+ =f — ... 1+ =f — = exp f(t) dt
nl ¥ n n n n n n 0
. 1
On pourra utiliser : 8 x > X x2 Inx x
® Déterminer les limites des suites suivantes.
a én 1 pour k 2 xé.
1Ntk 1 09—
= o
b —3asin — k=1
n.Z, n - 7
2 k
n
. 1 =z
¢ sin R é - - g n kc_)l 1+ N
N =12+ cos K =
| p no 1 1
g 1 h In 1+ =~ g ————.
c a ek n, n Zo2+ COS(3—|:1p—)
k:]. o -z 7 n p
on pourra utiliser | met;:]gallte : i & "k Donner un équiv-
x & 1 x+ e—, 8x 2 k=1
2 alent simple.
[0, 1].
A 1 j 1 2 ALA
d é_ S|n p: n IE' 1%k
=1 n+ k ) =2
On pourra s'inspirer de I'ex- Ou Ag,Az,...,An les som-
emple précédent. mets d'un polygone régulier
1 1 1 inscrit dans un cercle de cen-
C v it a2t T tre 0 et rayon 1.

Exo Intégrales de Wallis.

6 i
On note I = cos't dt.

0
Zp

- Montrer que Ip = * sin t dt et que (1,) est décroissante.
0

- Chercher une relation de récurrence entre I et I+ 5.
En déduire I, et I+ 1 en fonction de k.

® Démontrerque nlyly, 1= P

5

~ Démontrer que I, I, 1 etendéduire un équivalent simple de I,

o

En déduire un équivalent simple de quand n! ¥,
Exo Irrationalité de p etdee
n n
/ Soit (p,g,n) 2 N 2, on pose Py(X) = Xax_p)"

n!
- Préciser les racines deP, ainsi que leurs multiplicités .

- Montrer que P,gk)(O)ZZ, 80 k 2n.

® En déduire que P g 27, 80 k 2n

* Penser un changement de variable

~ Onsupposep 2 Qetonposep = g

Z
p
a Endéduire de ce qui précéde que Pa(t) sintdt 2 Z.
0
VA

p
b  Montrer que Pn(t) sintdt est stationnaire en 0.

n2N
C Déduire une contradiction, puis conclure.
Zq
Pa(t)€dt, montrer que e2 Q.
0

o

En raisonnant cette fois sur
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[EEN
o

m
N
=

=
N

=
w

Densité des fonctions en escalier

8 Soit f : [% b] ! R continue telle que pour toute fonction g: [a b] !
b

escalier,  f(t)g(t) dt = 0. Démontrer que f = 0.
a

@ Integration sur un intervalle quelconque.

9 Etudier I'existence des intégrales suivantes :

Zay gt Z 4y it Zia 4
ﬁ 2- dt 3- dt
7 ¥ g+ t2e 71 t 20 Int
+¥ +¥ 2 +¥
dt 1+t +
L . 22 dt e 2+ (t+3)ln X
s t(Int)(Inin t) -0 1+ t3 20 +
+¥ 1 +¥ a
. tnt o dt o (t+ 1)
g (1+ 192 'gl—p_f 9 b
v¥ 1 gt +¥ |n(arctant
10.  sin(t?)dt 1. 12. ”(Laan) dt
Za¥ In(1+ 1/1) dt %o Pox
13, @+ ydt b 21 L 15, 21 e
le (t 1) o (1 1) 0

1
16. sin = e Yt Kdt
0 t

: sin x o
La fonction f :t ! W est-elle intégrable sur [0, + ¥ [ ?
X X

Z +¥ jsin axsin bxj dx

Soientaet bdans R. Existence de 2

Z
+¥ cosax cosbx
X—— " ""dx

Soient aet b deux réels. Existence et calcul de In ”
0

z 1
Existence de (1+ —5)*dx
R X

19 Justi er que l'intégrale

Soita> 0.
sin(t) e
1. Montrer que t 7! At 1 est intégrable sur R+
Ziy o +¥
sin(t) o 1
2.  Montrer que dt = I
a o €t 1 nc’::lo an2+ 1
o > & Z 4y sin(t)
3. Endéduire un équivalent de = 1dtquand al +¥
0
Z +¥ B
: . . sin(nx
Pour tout entier positif n, on considére I, = eX( 1)dx.
1. Montrer que | est bien dé nie et déterminer la limite de 1, lorsque
nl +¥.
2. Donner un équivalentde I, en+¥ .
Ziy gat g bt
Soienta> b> 0. Existence et calcul de fdt
0
L 21 dx
Calculer l'intégrale P B

1 I+ x+ 1 x+2

Soient a, b deux nombres réels tels que b < aet f une fonction dé nie

sur R et telle que lim f = | et |im f = 1% Montrer que lintégrale
Z+¥ x! +¥ x! ¥
(f(a+ x) f(b+ x))dxa un sens et la calculer.

Application : calculer

ch(a+ x)ch(b+ x)°

Soit z un nombre comglexe telque j z & 1.
2p  dpx

X

dx existe et la calculer.
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Exo Etudier l'intégrabilité des fonctions suivantes sur les in tervalles cités.

20 - f(x)= (Xlnixl)z,sur]o,]{et]l,+¥[.

1
- f(x) = —, sur 0, 1].
(x) 2 Px 10,4
® f(x)= —Sl)?ax, sur ]0,+ ¥ [, o a parametre rel.

Intégrales de Bertrand.  f(x) = x2jIn xj°, sur]0, [ et]1,+¥ [, ou
a, b parametres réels.
In x 1 x

° f(x)= etg(x) = sur |0, 1[.
()= T etg(x)= —=sur]o,
In(x+1) In2 In(x+ 1) xIn2
+ g:x7 ———"——eth:x7! .
9 x2 x2 1
Zy
Exo Calcul de sint/ tdt
0
- A l'aide d'une intégration par parties, montrer que . dt =
t=0
Z +¥ gin2t
—>—dt.
t=0 t
Zpl2 sin2nt .
- Montrer que Iy = 2 dt est comprise entre A, =
z . 2=
P2 sin?nt pl2 .
— —dtetB, = cotan?t sin? nt dt.
t=0 SIn“t t=0

® Calculer Ap+ An+o  2An+1 €t An By Endéduire les valeurs de Ay
et B, en fonction de n.

I Z +¥ gin?t
~ Montrer que F” n! ¥ > J= t—zdt et donner la valeur
t=0
de cette derniére intégrale.
Exo Soit fz o [0, +¥ ! R continue telle que f? intégrable. Montrer que
X

. 1 A . L
22 'I|rD¥ X f(t)dt = 0. Interpréter ce résultat a l'aide de la moyenne.
x! 0

Exo Etude d'une suite d'intégrales

23 2

- Pourtout n2 N, onpose:l, = ————dt.
P "T oo 1+ )N
- Donner une relation entre I, etl, 1,pourtout n2 N .
1

® Pourtout n2 N ,onpose:J = ————dt.
urtod b *h 0 (1+t2)n

a Montrer que J, est bien dé nie.
b Donner une relation entre J, etJ, 1, pourtout n2 N

C Exprimer J, en fonction de n, pourtout n2 N .

d Donner un équivalent simplede J,quandn! +¥.

On pourra utiliser la relation de Stirling :
——  n n
n! 2pn —
+¥ P e
p

€ Montrerque0 J, Iy one 1

s . p_— .
f Endéduire lim nihet lim Iy.
nl +¥ nl +¥

Exo Intégrales de Wallis

Z,
24 Pour tout n 2 N, on pose :wp = (1 t)"dt.
0

- Donner une relation entre w, etw,, 1, pourtout n2 N
- Exprimer wp en fonction de n, pourtout n 2 N .
® Donner un équivalent simple de wp,quandn ! +¥.

. f > —— n
On pourra utiliser la relation de Stirling :  n! ry 2pn °

_ L . p— )
En déduire lim nwp et lim  wp.
nl +¥ nl +¥

) . mamouni.myismail@gmail.com
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Exo La constante d'Euler
25 Pourtout n2 N ,onposegnp = 1+ %+ St % Exo Intégrale de Gauss.
- Montrer que (gn)n2n €St monotone borne entre 0 et 1, donc converge, _26 = Montrerque In (1+ x)  x,pourtoutrel x> 1.

on notera g sa limite, appelée constante d'Euler.

k+1 1
Indication : Penser utiliser le TAF, ou bien l'inégalité : fdt P
Zy 4 K
Ydt’ pour tout k 2.

k 1
z, n

- Pourtout n2 N ,onpose:J = 1 In tdt.
0

Montrer que J, est bien dé nie.

On admet dans la suite que nIIirT+1¥ J = g, qu'il est possible de mon-

trer a I'aide d'une intégration par parties ou changement va riable.
Z.,y
® OnposeK = e *In xdx.

a Montrer que K est bien dé nie.
b Montrerqueln (1+ x) X, pourtoutrel x > 1.

n
C Endéduireque 1 % X, pour tout x 2 [0,n].

1
d Montrer que pour tout x 2 z,0,ona:x x2 - In(1+ Xx).

€ En déduire que pour tout

P t 3

n 4,t2[0, n] ona: t+nin 1 N 7
- t2 t2
n 4,t2[0,pn] ona: — In 1 —
n n

t " t2

n 4t2[0,n] ona: 1 -— et 1 —

n n

" otle !

n 4t2[0on ona: 0 e! 1

S|~

n
f Endéduireque K= g.

n

- Endéduireque 1 e

S5 X

x 1+ % , 8x 2 [0,n].

N

® Montrer que, X E' X" est intégrable sur [0,+ ¥ [, puis en déduire que

Xdx = 7.
Indicatlon : On pourra utiliser I'encadrement :
N ) 2 N p_
1 - e 1+ - pourtout x 2 [0, n[.

— L, . . , 2
en déduire la la valeur de l'intégrale “t2ndt.

A la prochaine
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ﬁ Séries dans un Banach

[ 1ol np ue!o!mwaqmwj

,{ Blague du jour } \ ,{ Stefan Banach (1892- 31 1945%)
Pourquoi les israéliens veulent que Netscape et Yahoo fusionnent Mathématicien polonais. On a donné son hom aux espaces de Barach. Pen
? dant la guerre, il est réformé, travaille a la construction d e routes et suit a
Réponse : Pour I'appeler Netanyaho (lire Net and Yahoo) I'Université les lecons de mathématiques. Il est un des fond ateurs de I'anal-
Quelle est la différence entre Jurassik Park et Microsoft ? yse fonctionnelle. La théorie généralise les contributions de Volterra, Fred-

Réponse : L'un est un parc de milliardaire ou des gros monstre s bouf- holm et Hilbert sur les équations intégrales. Pour résoudre ces problemes, il

fent tout se qui se trouve sur leur passage. L'autre est un Im . a approfondi la théorie des espaces vectoriels topologiques

W Series numeriques

n!é‘I Un+ 1
_ . _ Exo On pose up = —P= etvn = In( ).
Exo On considere les deux syjtesaet bdé nies par ag,bp2 Ret8n> 0: 29 nt . n Un
27 < ans1= %(an+ bn) 1. Montrer que § vn converge.
. pP—— n 2
bre1 =" anbn 2. En déduire l'existence d'une constante C > 0 tel que n! .
1. Montrer que aconverge vers une limite | que I'on explicitera n..p— nto+¥
C(=)" n.
2. Onposeun = ay by e
a Majorer up+1 en fonction de u,. En déduire la vitesse de conver- 3. Alaide desintegrales de Wallis, Determiner C.
gence deu. . (D"
. Exo OnposeRc= @a
b Nature delasérie § (an ) 30 noke1 N
n . .
1. Justier I'existence de Ry.
¥ Zy ) ) 2. Etudier la convergence absolue de la série § Ry.
Exo Montrerque g ( 1)" cos” xdx existe et donner sa valeur. Que dire de kK 1
~0 0 . e, -
28 +¥ Z 2 " 3. Quel est le signe de R, ? Etudier la convergence de la série g R.

3 cos” xdx ? k 1
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50




FEUILLE D 'EXERCICESMP

| MAMOUNI .NEW.FR |
- AMOUNI MY ISMAIL
Exo Soient a, b, ¢ trois nombres entiers positifs et z un nombre complexe de
31 +¥ cn +°¥ an

module strictement inférieur 1. Montrer que g W = aom.

n=0 n=

+°¥ 1 +¥ ( )n ]
Exo Pour s 2 R, posons z(s) = nqlﬁ et zy(s) = a . Soient2= p; <

32

p2 < ..< pp < ..la suite des nombres premiers.

1. Exprimer zy(s) en fonction de z(s) pour s> 1.
2. Donner un développement asymptotique deux termes de z(s) lorsque
sl 1%,

+¥
3. Montrerque 8s> 1,z(s)= O (1 p,% L

n=1
4. Pour s> 1,lasérie § p,Sestelle convergente ? La séried p, Lest-
n 1 n i1
elle convergente ?
Exo
33 L g In(k) 2
- Montrer qu'il existe un rel A tel que § - iln (n+ A+
k=1
o(1).
£ . . . L In(n)
- En déduire qu'il existe unrel Ctel que O kk oy Cnz
k=1 :
+°¥ 1
Exo Calculer @ ——F——
3 e (N Din+ 1)
Exo
VA
3 YDk p Lok
—— 1. Montrer que a = = (on pourra calculer t<“dt)
Zo2k+1 4 0
2. Nature de la série In(tan( § ( 1)k))
: a a 2k 1

n 1

Exo

36

Exo
B

Exo
39

Exo

40

. +°¥ ( 1)p 1
Soita> 0,onposeRn= g ———.
p:n p
Etudier la nature de la série § R, lorsque a> 1 puis lorsque 0 < a< 1.
n>1

On consideére la suite x dé nie par Xp+1 = 2Xp + P Xn avecxg > 0.
Déterminer la limite de x.

1
2. Etudier la nature de la série § p—

n>0 Xn
3. Déterminer un équivalentde xplorsque n! +¥ (on pourraintroduire
Vn = Inxp)
\ . +1 +n 1
Soient deux entiers p,q> 0. On poseup = p(p* 1) (p ).
agq+1) (g+n 1)
-~ Montrerque : § unconverge , p+1<q
+¥
o q 1
- Montrerquedanscecas g Un= —————
n=1 q p 1
: - . o ("
Soitunrel b > 0. On considére la série de terme généraluy = r b On
note S, les sommes partielles de cette derniere.
Z, th 1 nZ 1¢n+b
- Montrer que Sy = —dt+( 1 dt
que Sv= oAt DT ey
o Z1b 1
- Montrer que la série g un converge et que sa somme est mdt
0
+°¥ ( 1)n
® Traiterles casoub = 1,1/2,1/3. Donner la valeurde g
n=1

Soit s > 1. Exprimer aprés avoir justié son existence, la somme
+¥ +¥

3 ————enfonctionde § —
n=0(2n+ 1)5 n=1

) . mamouni.myismail@gmail.com
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Exo Soientd un une série de nombres complexes dont la suite des sommes par-
sinx 46 tielles (Sy)n est bornée et(a,)n une suite réelle décroissante et convergeant
Exo On considere la fonction f dé nie sur 10,+¥ [par : f(x) = —. vers 0.
41 M . \ x En utilisant la relation, dite transformation d'Abel :
= Montrer que pour n 2 N lafonction f atteint un et un seul extremum D D
local sur a AUk= an+1Sn amSm 1 A (&1 &) S
Inp,(n+ 1)p[ en un point qu'on notera a,. On pose en outre mp = k=m - k=m
f(an). montrer que la série g anun est convergente.

- Montrerque a, = np + % Onh OU gy tend vers 0 en décroissant.

® Monter que la série § my converge.

Exo Soit un rel a > 1, d(n) désignera le nombre de chiffres dans I'écriture
42| décimale de l'entier n. étudier la série § a%("

+°¥ ( 1)n
Exo Convergence et calcul de g - E (log,(n))
43
. . sE(x) .y
Exo Soit s > 1. Montrer que la fonction f : x 7! 1 est intégrable sur

44 z +¥ +°¥ 1
[1,+¥ [etque : f()dt= q —
1 ns

n=1

p_ —
Exo Onpose Ap, =1+ 2+ P n.

45 - Montrer en utilisant la croissance de la racine carrée que : Ap =
2 p_
“n®2 + O( n).
3
- Utiliser la concavi'té de la racine carrée pour montrer qug :
p_— n+1/2 p _ p n+1p _
n t

dt et ﬁ+pn+1 2 t dt
n 1/2 n

® En déduire que A, = %nS/Z + %p n+ 0(1)

- - ) ) - » éan
Application : Etudier la convergence de la série —a oaa 2R.

= Régle de Raabe-Duhamel

47 Soit une suite réelle (a,) termes strictement positifs. On suppose que
An+1 _ S 1

a1 o0t o)

(n+ 1)%un+ g

- En considérant la suite by = In , montrer qu'il existe

nsup
k
k> 0 tel que up o
- Endéduire une condition nécessaire et suf sante pour la con vergence
de d un
n
tudier la série d ,,|_2n
étudier la série de terme général u, = —an

Exo SoitA 2 M (C).

48 -~ Montrer que pour toute matrice inversible P 2 M ,(C), PAP L -
petp !

- Montrer que det & = €"(A)

® Justi er que ce dernier résultat reste valable dans le cas ou A est une
matrice réelle.
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Exo

49

Soit A2 M ,(C).
- Onsuppose que A estdiagonalisable de valeurs propres| 1,1 5,
Soit P un polynéme vériant : 8i 2[1,p], P(1{) = €.
Justi er I'existence d'un tel polynéme.
Montrer que €* = P(A).

- A tant quelconque, montrer qu'il existe un polyndme P tel que €* =
P(A).

Ao,

Exo Soit E I'espace vectoriel C([0, 1], R) muni de la norme de la convergence

¥ n
50 uniforme k.ky . Pourtout f 2 Eon pose T(f) = él( 2? f(1/ n)
n=
= Montrer que T dé nit une forme linaire continue de

norme et montrer qu'elle n'est pas atteinte.

E. Calculer sa

- On considére I'hyperplan afne H de E d'équation :
trer que d(0,H) n'est pas atteinte dansH.

T(f) = 1. Mon-

Exo

Sl

M p(K) est muni d'une norme d'algebre k.k.

- Soit A 2 M ,(K) telle que kAk < 1, montrer que la série § ( 1)"A"
converge et donner sa somme.

- Montrer que GL p(K) estdense dansM p(K)

Exo Soit (un)n2n Une suite réelle telle que la série § u,, soit convergente mais

52 non absolument convergente. On veut montrer que pour tout re | x il existe
+¥
une suite (#,) valeurs dansf 1,1gtelle que § #un = X
n=0

= & Onposevy = jupj, Construire une suite (an) valeursdansf 1,19

telle que :
. . . . ~ +°¥
8n2 N ,jSp+1) max(jShj,Vn+1) OUSH= Q aVk
k=0
+¥
b Montrerque § anvh = 0
n=0
- Conclure

Exo

Exo

4

|
=

Exo

55

Exo

Calculer les sommes de séries suivantes aprés en avoir proue la conver-
gence:

+¥ 1
10§ —
n:ln(n + 1)
+¥
1
2§ —
=y n(2n+ 1)
N n+ a . , .
3. § upou u3+1 = s b,et0< a< b; il faut déterminer aetb pour que
n
la série converge;
¥ P (n 1)

D1+ 2).. 1+ n)

Soit (an)n une suite de réels strictement positifs telle que n!irrl¥ ay=a>0.

o oo 1 '

Etudier la série § Ta”
n

Onse donne p 2 R, . Nature de la série du terme général :

y _naé‘ In k
no Ezln(k+ p)

Nature des séries de termes général :

Z iy @ X
1. Iy=

n n+ x
Z,

2. h=( 1" . cos(nt?)dt

Soit f de classeC! sur l'intervalle [0,a],(a> 1). On suppose que f n'est pas
identiguement nulle au voisinage de a. 7

a
Etudier la convergence de § un, 0 :up = t"f(t)dt.
0
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our tout n 2 N , il existe un unique x, 2 R, tel que
P . 3 DN a EYG Calcul de sommes
nl!|n1¥ Xn, etlanature de la série g xn. 63 Calculer les sommes des séries suivantes :
| ¥ ¥
+¥ k o 1 o 1
1 - -
59 Poura2 R,,onnoter, = § ( k) Etude de la sérieQ rn. 22 kk 1 * kezln 1 k2
" * Indication - 3 * Indication: In2.
60 1 J (DK 4 ¥ a
On pose A, = a —etBy= g . ¥ 2 . aiIn cos— .
oK ko K - a _ W k=0 2
Nature de la serle A Bn 1. eq K(k+ D(k+ 2)° o sin 2a
1 * Indication : In a
4 TS
61 On dé nit la suite (up) de réels parug et up+1 = —(un + u2). R ication 4 ¥
¥ 1 3 8 2 Xan(2 ka).
Pour quelles valeurs de ug la série de terme generalun converge-t-elle ® 3 . k=0
Z K(k+ 1) ... (k+ p) . o
ication - ndication : =
Montrer que, dans ce cas, si la suite (2"up) n'est pas la suite nulle, * Indication 3 Sp
elle converge vers une limite | 6 0. Trouver alors un développement P+t DS = S 2cotan(2a).
asymptotique deux termes de u. =) Sp= —. .4 28 3K+ 1
(p+ 1! " pp A —(k+ 3!
k=0 :
Soit f une application continue de [0 al dans lui méme admettant un _ g 1 * Indication : 109 40e
développement limité f(x) = x | x*+ o(x?) droite de 0, avec| > 0 et oo k¥ + 8kZ+ 17k+ 10 v
) 23 u § Chix"
Pour simpli er, nous supposerons que, pour tout x > 0,0< f(x) < x (ce * Indication : 144 n=p
qui est de toute maniére vraie localement droite de 0). ¥ +  Indication - xP
On considere la suite dé nie par: ug > 0et8n> 0,up+1 = f(up). ° 8 In 1+ 2 naication - (1 x)pl
1. Montrer que (up)tend versOlorsquen! +¥ . k=1 k(k+3) pour jxj < 1 par récur-
Donner un équivalent de u, lorsque n tend vers +¥. On pourra * Indication : In 3. rence.
chercher un réel b tel que la suite de terme général v, = ug” u,?
ait une limite non nulle.
Exo Soit une série terme généraluy, positif, divergente, de somme partielle Sy,

2. Pour quelles valeurs de | ,aetg lasérie n%u, converge-elle ?

B[, et

nature de la série § up ou ug 2]0, 0

3. Application numérique :

Un+1 = sin(up)

. . L. u
64 avecug > 0. Etudier, pour a > 0, la nature de la série § §2.
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Exo Etudier la nature de la série de terme général. Calculer sa sanme (dans le . N 1 g
65| cas possible) EX607 Soit (an) 2 R™, on pose bn = ngocn 8
Un = In(1+ ) Y _ (" R - Montrer que la convergence de la suite (a,) entraine celle de (b,).
no n(n+ 3) P nd+( 1)nnb’ o o ¥
( nn a, b deux nombres réels tels - Montrer que la convergence de la série g a, donne cellede g by et g
= = 49__. =
Un n+( D" n que a6 b. ‘y n=0
(" ; n an= @ bn.
® = 1 ~
G o Un = W‘F’? ¢
un nombre réel, o\ 4 =« R S R
3 1 p_ (1 ® indication : vérier que B, = Wa Ci+1 Ac  (An, Bn les sommes
Uup= ——————— _ n+ N k=0
" (In(n))n(n) T un = |n(—pm , ou partielles de (an) et (bn) )
o _ _nin(n) . . aréel positif.
Up = Wsm(nq) ou
2 R est xe. n
eER Couy o= 1 & @ Familles sommables
* U= § oua> 1l \ n
k=n+ K 1 ) o +°¥ x2n+1 +°¥ XN
) _ 1+ n Exo Soitx 2 Ctelque jxj < 1.Montrerque: @ ——5—=7~ & 7 2"
2 u, = sin( n?2+ &p) avec 68 ol X =1l X
aun réel positif donné. . ps
zZ P » =@ Exo Etudier la sommabilité dans les cas suivants :
X
3 Up=  ———dx, R O VL 69 . L o
o (1+x?)3 "7 opas( 10 o - a i+j)a’ ® a
RS x20\ [L+¥ [ X

Exo ey i, Soient (un), (V) deux suites réelles telles que § u?

o 2
66 et g v; convergent.
- Montrer que § unvn converge.

a (un+ vp)?2 a uz +

- (I;/Iontrer que & (un+ vn)? converge et :

a va.

* Indication : Regroupe- *

-, Indication : Il y a une in-
menti + j constant=) CV

nité de termes supérieurs

ssia> 2. 1/4.
A
(22t IR ! —api a> Lb> 1
* |Indication: Pour a (p.g)2N 2
1 on a par convexité . o
21 a(l + J)a ia+ ja Indication : P+ bl

(i+ j)2 donc il y a conver-

gence ssia > 2.

) . mamouni.myismail@gmail.com
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Exo
70| On réordonne les termes de la série harmonique alterne en prenant tour tour
p termes positifs puis g termes négatifs, p,q 1. Calculer la somme de la
série correspondante.

* Indication:In2 + %In(p/ Q).

71 oy

1 +¥ +¥ 1 p
- Calculer § & o - Calculer § & (q3) en
n=0k=n " p=10=p
+ Indication - W1 fonction de z(3).
icaion: @ a 5 = 7
n=0k=n * Indication: -z(3).
+¥ 8
o k+ 1
K = 2e
k=0

Exo On pose an,p =

/2

R siné petayn= 0.

- Expliquer simplement pourquoi la suite double (an,p)(n,p)zN 2Nn'est pas
sommable.

¥
Indication :Etudier § ann 1

n=1
- Calculer g a anpeta a anp.
n=0p=0 p=0n=0
L b4 1 p2 . s 3
* Indication: g ap= ——5sin6 0, —sin=0.g @ a,p=
p=0 4n 6 n=0p=0
p2 : 2
g - 4 adap
p=0n=0

FEUILLE D'EXERCICESMP - AMOUNI MY [sSMAIL
Exo La fonction dzéta de Riemann

73 La fonction z de Riemann est dé nie pour tous réel x > 1 par :
+¥
1
o

z(x)= a —
n=1 N

- Calculer les sommes suivantes :

a A= & 1 * Indication : B = z(2)z(4).
202
(pa2(n )2 P & c= 2 1
. af 22
* Indication : A = z(2)? (p@2(N )2prg=1 P
b B= a ¥ * Indication: C = A/ z(4) =
i PP 5/2
(P.@)2(N )2piq :

La fonction z de Riemann est dé nie pour tous réel x > 1 par :
+¥
1

o

z(x)= a —
n=1 "

Pour tout entier naturel n on note j (n) le nombre d'entiers naturels
plus petits que n et premiers avecn.
- Montrerque § j (d)= n
djn
® Montrer que pour tousrel x> 1:
*g j(n) _z(x 1)
neq DX z(x)

: L 1
Soitu dé nie par upgq = E pourtout p> 2etq> 2.
a Montrer que la suite u est sommable et calculer sa somme.

+°¥
az@ 1) =

b Prouver lidentité suivante
! a2
+°¥ +°¥ 1
a a— 1 =1
nd
p=1 n=1

) . mamouni.myismail@gmail.com
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ﬁ Suites et séries de fonctions

,{ Blague du jour } N

- Ce sont deux suisses qui se proménent. Tout & coup, il y en a un qui
se retourne et qui écrase un escargot : Il m'énervait, celui-la ! Ca fait
une demi-heure qu'il nous suivait.

- Pourquoi les blagues Belges sont-elles si courtes? Pour ge les
Francais puissent s'en souvenir

. J

4 Marshall Harvey Stone (1903-1989)}

tions that was supervised by George David Birkhoff

American mathematician who contributed to real analysis, f unctional analy-
sis, and the study of Boolean algebras. His family expected him to become
a lawyer like his father, but he became enamored of mathemati cs while he
was a Harvard University where he obtains his thesis on diffe rential equa-

[ Inol np uapuewaqmw}

Exo Soientf, : I I R des fonctions continues convergeant vers une fonction Exo Soitp 2 N xe et (P,) une suite de fonctions polynomiales toutes de de-

continue f et (xp) une suite d'éléments de | convergeant vers x 2 |, ou |
intervalle ouvert de R. —

- Si les fonctions f, convergent uniformément, montrer que
."T¥ fa(xn) = f(x).
n:

- Donner un contre-exemple lorsqu'il y a seulement convergen ce sim-

3 grés inférieurs ou égaux p convergeant simplement vers f sur un intervalle
[a,b].
- Démontrer que f est polynomiale de degré inférieur ou égal a p, et que
les coef cients des P, convergent vers ceux de f.

- Montrer que la convergence est uniforme.

ple.
=0 Convergence et composée.
2 - Soit f, convergeant uniformément vers f, et g une fonction continue. .
Démontrer que g f, converge uniformémentvers g f
- Soitfy:[ab]! [cdletgn:[c,d]! R desfonctions continues con-

vergeant uniformément vers les fonctions f et g. Montrer que gn fn
converge uniformément vers g f.

) . mamouni

- -

Soit (f,) une suite de fonctions continues de [a,b] vers R convergeant sim-
plement vers une fonction continue f.

Exj Théorémes de Dini

- On suppose que chaque fonction f, est croissante. Montrer qu'il y a
convergence uniforme.

- On suppose que pour tout x xé, la suite (fn(x)) est croissante. Mon-
trer gqu'il y a convergence uniforme.

.myismail@gmail.com



FEUILLE D'EXERCICESMP

| MAMOUNI .NEW.FR |
- AMOUNI MY [SMAIL

Zp
Exo Soit f :[a,b] ! R continue telle que pour toutentier kona  f(t)t“dt =
a
5 0. Montrer f = O sur [a b].

Exo Théoreme d'Ascoli

Soit ( fn) une suite de fonctions de [a, b] vers R convergeant simplement vers
f. On suppose que toutes les fonctions f, sont k-Lipschitziennes (avec le
méme k).

- Soit (ag, &, . - - ,an) une subdivision réguliére de [a, b]. On note M, =
maxfj fn(g) f(g)jtg0 i Ng.Encadrerkf, fky l'aidede Mp.

- Montrer que f, converge uniformément vers f.

Exo Soit ( fn) une suite de fonctions qui converge simplement vers une fonc tion

7 f sur un intervalle I. Dire siles assertions suivantes sont vraies ou fausses :

- Siles f, sont croissantes, alorsf aussi.

- Siles f, sont strictement croissantes, alors f aussi.
® Siles f sont périodiques, alors f aussi.

~ Siles f, sont continues en a, alors f aussi.

Exo Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de :
8 A fo(x)= 1+ x+  +x" lsur]

- fa(x) = nx"In(x), fn(0) = 0, sur |0, 1].
® fn(x) = e ™sin(2nx) sur R* puis sur [a,+ ¥ [.

- ofa(x) = %?9% surR+.

o

fn(x) = nsin(x)(cosx)".

2t
i fn(t) - m sur R+ .
sin?(nt
2 fu(t) = 20 sin(z(t)) sur [0;p].

1,1, puissur[ aalavec0 a< 1.

Exo Soit f, : [a,b] ! R des fonctions continues convexes convergeant sim-
plement vers une fonction continue f. Montrer que la convergence est uni-
forme.

Indication : Prendre une subdivision réguliére de [a, b] et encadrer f,, par les
cordes associées.

Exo Soit fr(x) = e
10 - Etudierla convergence simple de (fy).
- Montrer que la convergence est uniforme sur tout intervalle ] ¥ ,b].
® La convergence est-elle uniforme surR ?

Exo Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite
11 (fn) de fonctions dé nies sur R+ par : fh(x) =
[0,n], et O ailleurs.

X n
1 — our x 2
- pour X

X

Exo Pour x ~ 0, on poseup(X) = ———.
p n( ) n2+ X2

12 oy

= Montrer que la série § un(x) converge simplement sur R+, mais que
n=1
la convergence n'y est pas uniforme.
+¥
o o . 7
- Montrer que la série g ( 1)"un(x) converge uniformément sur R+,
n=1
mais que la convergence n'est pas normale.

+°¥ ( 1)n
Exo Pour x> 1,onposeu(x)= gq .

13 &

= Montrer que u est dé nie et continue sur ]
- Donner son sens de variations.

1+¥[

) . mamouni.myismail@gmail.com
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nx

o On note Ssa somme.

Exo Soit la série de fonctions § fn, avec fh(x) =

14 2

- Etudier la convergence simple, normale, uniforme de cette série sur
[0,+¥[.

- Montrer que Sestde classeC! sur]0,+ ¥ .
® Montrer que Sn'est pas dérivable droite en 0.

~ Montrer que, pour tout k, S(x) = o(x ¥)en+¥.

Exo On pose up(x) = ( 1+ 2)”.

15

- Etudier la convergence simple de la suite (up), 1.
- Etudier la convergence uniforme de la suite (up), 1 Sur tout compact

® Etudier la convergence uniforme sur R de la suite (un)n 1.

Exo Onposeun(x)=(1+ %)”e *1omy(%). Etudier les différents types de con-
16 vergence de cette suite.

Exo | g Etudier la suite de fonctions dé nies de [0,p] dans R par fo(x) =

X
17 < 73”1()() six6 0
. x(1+ nx)
: 1 sinon
Exo Etudier la convergence de la suite de fonctions dé nies sur [ % %] par :

18] fo(x) = xetfa(x) = sin(fy 1(x)).

Exo On pose un(x) = x?"In x pour tout x 2 [0, 1].

19 - Etudier la convergence simple de la série de terme général uy, et cal-
culer la somme de cette série.

a Etudier la convergence uniforme de cette série.

b Montrer l'intégrabilité terme terme sur
obtenir une égalité remarquable.

[0,1] de cette série et

+¥ n
Exo Effectuer I'étude compléte de la fonction f(x) = § (n +1)x .
20
e . o (" Yy
Exo considérons les fonctionsR(x) = g ———etf(x)= a Rk(X).
n ket X n=0

. - Montrer que f est de classeC! sur RnZ

- Dresser le tableau de variation de f sur R+ (monotonie, limite en + ¥
et 0 ainsi qu'un équivalent en 0 de f).

® Montrer que f estde classeC* sur R+ .

Soit a un nombre rel strictement positif et f la fonction dé nie par

Exo
(22) (9= 3 L0

n=0 n+a

- Déterminer le domaine dé nition Dj de f.

- Déterminer une autre expression de f l'aide de fonctions élémentaires

( D™

On pose up(x) = Rl

- Etudier la convergence simple de la série de terme général up,.

- Montrer que la convergence uniforme de la série de terme général up
sur tout segment [ a, a. Qu'en déduit-on ?

® Etudier la convergence uniforme sur R de la série de terme généralup,.

+¥

o

Exo On pose f(x) = gq

¥ .
. 2y Montrer que f est C* sur R+ puis que
n=

n+n

C .
f(x) — pour une certaine constante C
+¥ X
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E | Etudier les différents types de convergence de § nx®e nx (a2 R)
25 n o

. FEUILLE D 'EXERCICESMP
X
X

E
26' fo=1d et 812 N,8x2]0,+¥[ fre1(x)= %(fn(x)‘*' ).

fn(x)
- Montrer que, pour tout n, f, est bien dé nie.
- Etudier sa convergence simple

0
o] Sur ]0,+ ¥ [, on considére la suite de fonctions dé nies par :
® Etudier sa convergence uniforme

0

Soit une fonction f : [a,b] ! [ab] de classe C! sur son domaine,

EXx
27| (fn)n la suite des fonctions dé nie par: fo(x) = x, f; = f, etfa(x) =

f(fn (X)) 8n> 1.

+¥
- Montrerquesi sup f4x) < 18 (fu(x) fx 1(X)) converge unifor-
x2[ab] k=1
mément. sur [a, b).

- En déduire que la suite (f,), converge uniformément vers une fonc-
tion constante C, que f(C) = C et que C est unique.

Exo Soit & an une série convergente de complexes.Soit(Bn)n2n UNe suite de

28] e

fonctions continues de [0, 1] dans R+, tellesque8n 2 N, B+1 6 Bh.

- Montrer que la série § a\Bn converge uniformément sur [0, 1] (on
n>0

n
pourra introduite Apn = & a).

k=p
+¥
- On suppose que 8n 2 N, By(1) = 1. Montrer que I)!'m1 a anBn(x) =
<1 N=0
vy x<1
a an
n=0

- AMOUNI MY [SMAIL
Exo N
29 Pourn2 N etx2 [ 1,1 onposeun(x)= XS':J

¥
- Montrer que lasérie § un(x) converge uniformémentsur [ 1,1] vers
n=1
une fonction continue, f.

* Indication : Transformation d'Abel.

- Justi er la dérivabilité de f sur] 1,1] et calculer f{x). En déduire

X Sin x
f(x).* Indication: f(x) = arctan ———
(x) () 1 xcosx
- ¢ sinn . p 1
® Endéduire lavaleurde @ ——.* Indication: ——.
n=1

Exo y L
30 Soit f(x) = naz'oX(XJr .+
- Etablir 'existence et la continuité de f sur R* .
- Calculer f(x + 1) enfonction de f(x).
* Indication: f(x+ 1) = xf(x) 1.
® Tracer la courbe de f.

Exo Etudierzla convergence de la suite de fonctions dé nies par : fy(x) =
n(n+ 1) = X ; o o
31 7(Xn+1 ) (x t)" lsintdt. * Indication: Poser t = xu puis intégrer
0
Z,

deux fois par parties : f(x) = 1 (1 u)™Ixsin(xu) du donc (fn)
0

converge simplement vers la fonction constante 1, et la convergence est uni-
forme sur tout intervalle borné.

Exo
32| soit f 2 C¥(R). On dé nitla suite (fn)nan par fn = f(" (dérivée n-eme).
On suppose que (fn),, ; converge uniformément vers j . Que peut-on dire
dej ?
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Exo

33 Soit fr(x) = M

Exo

n+1

¥
- Etudier la convergence de f(x) = & fn(x).* Indication: Conver-

n=0
gence absolue sijcosxj < 1, Semi-convergence si cox = 1, diver-
gencesicosx = 1.
- E/Iontrer la convergence de la série de terme général u, =
p/2
fa(x) dx.

* Indication : Théoréme de convergence monotone en regroupant les
termes deux par deux.
¥

® En déduire é Unp sous forme d'une intégrale.
n=0
z p/2
* Indication : In(1 cosx) dx.

. —_ nx
34 soit fn(x) = (1+ x)(1+ x/2)...(1+ x/ n)’

- Etudier la convergence simple des fonctions fp.
fn(x) x(x+ 1) 1
= + Z
ot 1(X) 2n2 n2
- Onnote f = lim f,. Calculer f(x) en fonction de f(x
deux quantités existent.

® Montrer que f est de classeC! sur son domaine de dé nition (on cal-
culera f(x)/ f1(x)).

* |ndication :

1) lorsque ces

Exo ¥ o n Z14x 1
35| wmontrer, pour x> 0 : § = dt.
n=0 n+ x ot+1
* Indication: — = a( "
t+1 n=0

Exo

36

6l

¥
- Etudier la convergence simple, uniforme, de f(x) = § arctan(x +
n=0

n) arctan(n) .

* Indication : Convergence uniforme sur tout [a,+¥[,a2 R.
- Montrer que f estde classeC' sur R.
® Chercher une relation simple entre f(x) et f(x+ 1).

* Indication: f(x+ 1) = f(x)+ % arctanx.

~ Trouver lim  f(x).
X! +¥

* Indication: f(x+ 1) f(x) % donc la suite (f(n)) diverge et f
est croissante=) lim =+ ¥,

Etudierzla convergence de la suite de fonctions dé nies par : fn(x) =
)" Lsintdt.

n(n+ 1) = X
Xn+ 1 0 (X
* |Indication : Poser t = xu puis intégrer deux fois par parties

Non interversion limite-intégrale.

-~ Soit f,(x) = ncos" xsin x.
a Chercher la limite simple, f, des fonctions fj sur [0, %].
Z o2 Z 2

b Vérierque f(t)dté nIim¥ fa(t) dt.
n X

sur R

- a Déterminer la limite simple des fonctions f, : x 7!
et montrer qu'il y a convergence uniforme.

n"e P 2pn) b

n!

(Utiliser la formule de Stirling : n! Calculer

. Z+¥
nI!m¥ . fn(t) dt.
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¥
Exo Soitun(x)=( 1)"In 1+ S | etf(x)= & un(x). Exo

39 n(1l+ x) gt 41

-~ Montrer que la fonction f est bien dé nie sur R™*.

- Majorer convenablement le reste de la série, et montrer qu'il y a con-
vergence uniforme sur R*. * Indication: jRy(X)j | Un+1(X)j
1

n+1
® Y a-t-il convergence normale ?

In 1+

L 1
* Indication : Non, kupky = In 1+ -

Exo Soit f une fonction continue sur [0, 1]. On posek f ky= sup j f(x)].
40 x2[0,1]
L
- Ondénitlasuite (fp)psopar fo= fet8n> 0, f . 1(x) =  fa(t)dt
0
n
a Montrer que j fr(x) j6 anifk*é 8n> 0.

b En déduire la convergence uniforme sur [0, 1] de la suite ( fy).

- Ondé nit une autre suite de fonctions par go= fet8n > 0,0gh+1(X) =
X

1+  gn(t)dt
0
a On suppose que la suite (gn) converge uniformément sur [0, 1
vers une fonction g. Déterminer g.
b  Etudier la convergence uniforme sur [0, 1] de la suite (gn) (on
pourra considérer gn Q).

Etude de convergence.

- Etudier la convergence simple et uniforme de la suite (f,) dans les cas
suivant :

a fa(x)=x"(1 x)", 1=[0,1.
b fn(x)= nx"(1 x?), 1=[0,1].
c fu(x)=(sinx)", 1= [O,%].

d fn(X) = %,l = R+

- Etudier la convergence simple et uniforme sur tout compactd e la suite
. X n
de fonctions : f, :x 7! 1+ P

® Soita2 R et fy(x) = n?x(1 x)" pour x 2 [0, 1].
a Montrer que 8r 2]0, 1], on an!IirI]¥ nr" = 0.
b  Trouver la limite simple des fonctions fy.
C Etudier les variations sur R de chaque fonction fi,.
d Y a-t-il convergence uniforme ?
~ Onpose fo(x) = x"(1  x) etgn(x) = x"sin(px).

a Montrer que la suite (f,) converge uniformément vers la fonction
nulle sur [0, 1].

b En déduire qu'il en est de méme pour la suite (gn).

(On utilisera la concavité de sinus sur [0,p])

A la prochaine
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Exo

Exo

ﬁ Séries Entieres
A

,{ Blague du jour } N\

,{ Brook Taylor (1685-1731)}

est un éclectique homme de sciences anglais . Il s'intéressaaux mathéma-
tiques, a la musique, la peinture et la philosophie. Il ajout a aux mathéma-|
tiques une nouvelle branche appelée « calcul de différences nies », inventa
I'intégration par partie, et découvrit les séries appelées « développement de
Taylor ».

Un chef d'entreprise cherche un ingénieur. Un polytechnici en (ou
un centralien, voire pire : un normalien) se présente :

« Bien monsieur, demande le patron, j'aimerais que vous comptiez
jusqu'a dix.

- Sivous voulez. Mais dans quelle corps dois-je compter ?

[ 1nol np ue!ogmwaqmw]

\—

;

- Ben vous comptez, voila !
- Oui, mais dans R ou dans R ? Doit-on considérer ce corps comme commutatif ou pas ? La loi de composition interne est-elle + ou . ?

- Bon, okay, laissez tomber... »

Soit § anz" une série entiére de rayon de convergenceR > 0. Déterminer =0 Fonction de classe C* non DSE

les rayons de convergence des séries : ¥ N
44 soit f(x) = & e """ Montrer que f est de classeC* sur R mais n'est

2 2N 9 n!an R n=0
- z. - hal it 2 , .. -\
a & a n! ® nn z". pas développable en série entiere autour de 0.
. . . . . o _ o¥
_ Indica ~_/Andica J Indica * Indication: jfW(0)j= § n*e " k¥*e kKetR= 0.
tion: R° = tion: R° = tion: R° = n=0
R? ¥, eR
Exo On note Ty, le nombre de partitions d'un ensemble n éléments.
L. O o 45 _ (p n _ c% Tan
On suppose que les sériesq anz" et @ an+12" ont pour rayons de con- _— - Montrerque Tpr1= Q K Tk- Onpose f(x) = a ni
vergenceR et R Montrer que le rayon de convergence de § anz" est égal & k=0 n=0
min ( R @) - Préciser le rayon de convergence, puis calculer O En déduire que
’ ' f(x)= & L.

) . mamouni.myismail@gmail.com
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Exo

Oral Mines MP 2003 :

¥
. N 2k
46 Quel est le rayon de convergence de la série entiére :§ cosf ?p +a xX
k=0
ota2R? ke
* Indication : La suite cos ?p + a est périodique de période 5,

donc prend au plus cing valeurs distinctes. soit acelle de plus grande valeur

absolue. Montrer que R = %

_ . ¥ n
Exo SISIIRZUER Rayon de convergenceR de la série entiére § nx
47 n=1 é k 2
k=1

Exo

48

et étude pour x = R.
n

* |ndication : Trouver un équivalent simplede § k 2@

=1 Exo
x(1 x) 4 20

Pourn2 N etx 2 R on poseup(x) = % .
- Montrer que ] 1,7 est le domaine de convergence de la série

¥

a un(x).

n=0
- Ondéveloppe un(x) parlaformule du binbme : unh(x) = a axk

M k2.4

(en convenant que lesa, non dé nis valent zéro).

Montrer que pour O k 4" onajaj CZ‘,T/Z 2*" avec égalité

pour k= 4"/2.

En déduire que le rayon de convergence de la série entiére § ax* est

k 1
égal 1

Que doit-on retenir de cet exercice

Développer en série entiére les fonctions suivantes :

_ 2 s 2n+5+3( 1"
In(L+ x+ x5, * |ndication: § (D%
* Indication: In(1+ x + n=0 4
x2) = In(1 x% In(1 s 1
X) 1+ x 2x3°
* 1 1 . A
- (x 1) In(x2 5%+ 6). Ilecatlon ._Decomposer
- i en éléments simples.
* Indication : Factoriser : 1 x
x> Bx+ 6. —_— .
(1+2x x2)2
® xIn(x+ x2+ 1). * Indication : Intégrer.
* Indication : Dériver 2 e 2x2z XGth dt.
A X 2 0
X3 x2 x+ 1 * Indication : Dériver

Produit de Cauchy.

- Soit(c,) le produit de Cauchy de la suite (a,) par la suite (b,). Montrer
que si les trois sériesg an, & bn et & ¢, convergent vers A,B,C, alors
C= AB
*Indication : considérer les séries entiéresd a,z", § bnz" et § cnz"
puis utiliser le principe de la continuité radiale.

- Soait (cy) le produit de Cauchy de la suite (a,) par la suite (by). On
¥

o

suppose que la série A(z) = anz" a un rayon R > 0 et que

n=0
. _ He

n!I|r[r1¥ b | avecjl j < R.
. Cn _

Montrer que nl!m]r¥ by A(l).

. . Ch bn 1 bo c}f . .

* Indication: — = ag+ ag——=+ + an— = u uis appli-

by Qta b a"bn ki'iloak nk P pp

quer le théoréme de convergence dominée.
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Exo

Sl

Calculer les sommes des séries suivantes :

I+

Exo
: n N 2x 1
5 = * Indication : Xiz 52
n=0 2n 1 (1 X) =
y 2In(1  x)
a n%x". x
n=0 , & X"
4 %2 a —.
* Indication : % n=o (2n)! 0
y 1 % * Indication: cosp X
(—,01 n3y" pour X 0 et cos X
n=0 pour x 0.
o 1+ 4x+ x? ¥ sin?
* Indication : XL+ X+ X9 g M (NG 2n,
(1 x4 2o N
f xn exz
A —r——. N o €
Zo(n+(n+ 3 2 Indication : 5
o 2(1 x?)In(1 + x2+ 2 cos A .
* Indication : @ x9 n(4X3x) X Tcos(xzsm 2q).
(décomposer en éléments ¥ y5yn
simples). i 5_1 py
c¥, XN n=0
& - cosh(na). * |Indication: (x + 15x°+
n=1 L 25x3 + 10x* + x°) €.
* Indication : EIn(l q 5 x3n
2xcosha+ x?). nzo (3n! )
¢ nsin? g4 2e X2 312
g L thg n(nq). * Indication : € ;OS(X )
n=0 2 (fOO& f)
* 5 I%jicaélltion : 1 , : Exo
cos L ¥ L
m (linéariser). rglcgr*]‘ X", 53
) P
o N+ 1 T 4x 2x
a X * |ndication : p .
n=o N+ 1 2x° 1 4x

Equations différentielles.

- Montrer que I'équation 3 xy®+ (2 5x)y = x admet une solution
développable en série entiére autour de 0.

B DSE de tan

a En utilisant la relation : tan °= 1+ tan?, montrer que tan(M =
n 1

3 ck jtan®tan(n 1 W,
k=0

b Montrer que la série de Taylor de tan en 0 converge absolument
sur] p/2, p/2].

C Soit f la somme de la série précédente. Montrer que fO0= 1+ f2
et en déduire que f = tan.

d Prouver que le rayon de convergence est exactementp /2.

arcsin x

® On pose f(x) = -
X

a Montrer que f admet un développement en série entiére au voisi-
nage de 0O et préciser le rayon de convergence.

b  Chercher une équation différentielle d'ordre 1 vérie par f. En
déduire les coef cients du développement en série entiére d e f.

¢ Donner le développement en série entiére de arcsin® x.

Calcul d'intégrales : C .
Justi er I'existence puis calculer

Z, Z 1 0(t2 2
- t'dt ® Iﬂg—w—z(i—l—)dt.
Z0 ZO t
1 1
- TIn()In(1 t)dt - @ Y4y
0

0 t

) . mamouni.myismail@gmail.com

65




| MAMOUNI .NEW.FR |

FEUILLE D'EXERCICESMP - AMOUNI MY ISMAIL
Exo Ari Ara & n. .
o4 Trouver le rayon de convergence de la série entiere g anz" : — ,
= lim a,="60. -1 55 Pour jxj < 1onpose :Z(x)= & z(2n)x".
nl +¥ H @ = p—Pr-
o A n=1
* Indication: R= 1. * Indication: R = 1. - Justi er minutieusement que :
- (an) est périodique non 1 1 nn 8 Z(x) = X
nulle. 1 a, = 1+§+ + = ) % X
* i : . — n
Indication : R = 1. * Indication: R= 1. Zo(x)— 1 + Q 72)( 5
® an= § & _ x5 (p7X)
4 3n+2= 281+1+ an,
din 2 11 22(%) x2 1 1,3 x2
* Indication: R= 1. %= =L _ X) = 2 2 p2 2 a 2 2
n * Indication : R:p2 1. Peqq PPt X x5 (P )
~ an = E an = CE - Pour p xé, montrer que
H 5 n*
* Indication: R = 1 ’ In(|:i<ication: R - a % = i2
' e (k 1) 1. ®pd P° 4P
° ap=a, a1 = b, K , , ® En déduire que Z véri e I'équation différentielle :
0< a< b . 1 ogg = ™D 0 D7 2xZ9x)  2Z3(x) + Z(x) = 3xz(2)
* Indication: R = p—B i Indzlcla'uon: R= 0. ~ Endéduire la relation de récurrence ;
0 gy = 1+ t?)"dt.
+ a,=nlg-= 0si" k2 N o t=0( ) 8n 2, (n+ )Z(2n)— a Z(ZD)Z(2n 2p).
- L] . p_l
* Indication: R= 1. * Indication: R = % 2t "
2 = Inn + 12 ° Sachant quez(2) = p—,en déduire z(4) puis z(2n), 8n 3.
an =(Inn) . 1+t 2.
* [P . - p_— an—
Indlgaitlon. R=1 » an="n . n+1. Développement en série entiére de z(1+ x) 1/x
3 ayz=e ", * Indication: R = 1, an t
% Indication : R= 1. Inn a Vérierquepour x2]0,+¥[ona :
n2 y
1.47..(3n 2) 1_ ¥ 1 11 1
= 7 1+ — = A= - N
an n' . 1/4 an .~ ﬁcf?nql)n Z( X) X na:.l n1+X X nX (n+ 1)X
L 1
* Indication: R = 3 * Indication: R= 1. b Pourp?2 N onpose
P P ptl
gp = InP(1) N N InP(k)  InP"*(k+ 1)
kl +¥ 1 k p+1
Justi er I'existence de gp et montrer que jgpj  (p/ €)P.
¥ 1)P
C Montrerque z(1+ X) 1 a ﬂxp, 8x 210, 1.
X p:O p'
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Exo

o6

Exo

57

ﬁ Intégrales a parametre

,{ Blague du jour }

Une maman a sa jeune lle :

- Je te conseille d'épouser un archéologue.
- Ah bon ? Et pourquoi ?

- Parce que plus on vieillit, plus il vous aime.

CO™ et = & un(x).
n=1

On pose up(x) =

- Etudier I'ensemble de dé nition de f.
Calculer f(0).
® Montrer que f estC¥.

Z .,y
~ Calculer atcog(bt) dt.
Z .,y
cosxt
° En dédui f(x) = ——_ dt.
n déduire que f(x) . 1+ d
+ Dével fen+¥ souslaforme: f(x)= =+ =+ o(—
+ Développer f en sous la forme : f(x) = 2t a O(F)'
z +¥ @ téxt
Considérons f(x) = —p—dt.

t

- Vérierque f estde classeC! sur R et calculer sa dérivée.
- En déduire une autre expression de f.

,{ Pierre-Simon Laplace (1749—1827})

Mathématicien, astronome et physicien frangais, nommé min istre, comte
et marquis. Il a contribué a I'émergence des théories de probabilité, d'as-
tronomie mathématique. Il a transformé I'approche géométr ique de la mé-
canique développée par Newton en une approche fondée sur I'a nalyse math-
ématique.

[ 1nol np ue!ouewaqmw]

Zay gt
On pose H(x) = p—fé“dt
- Montrer que la fonctions H est bien dé nie, de classe C' sur R.
- Montrer que H est une solution de I'équation différentielle :

() (x+i)y%* Zy=0.

Z 2 Z, e (1+t2)x2

® On pose pourtout Xx 2 R :F(x) = e Pdt + ————dt.
0 o 1+t

Montrer que F est une fonction constante sur R, préciser la valeur de

cette constante. 7
+¥
En déduire la valeur de l'intégrale e dt, puis celle de H(0).

~ Résoudre I'équation (E) et donner I'expression de H(x).

mamouni.myismail@gmail.com
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Z .,y sint Z,y e & Z¥ tyx 1
On pose f(x) = t+—dtetg(x)— . mdt. Exo On pose pour tout x 2]0,+ ¥ [, 3x) = e t* ~dt

- Montrer que f et gsont dé nies et de classe C? sur 0, + ¥ [.

. , . 1
- Montrer que f et gsont solutions de I'équation : y” + y = X
® Etudier les limitesde fetgen+¥.
~ Trouver une relation entre f etg.
[GROR 1)n
On pose up(x) = v 5 et f(x) = a un(x).
n=1
- Etudier I'ensemble de dé nition de f. Calculer f(0).
- Montrer que f estC¥. Calculer atcog(bt) dt.
A _ cosxt
® En déduire que f(x) = . 1+ d dt.
~ Dével fen+ laforme: f(x) = 2+ 2+ o
Développer f en+¥ sous laforme : f(x) = 2 O(F).
Soit f : [0,+¥ [! R continue telle que ILrQ f=1etf(0)= 1.
Z ¥ . 2 .
On posef (x) = f(t) SINXE "t et H(x) = xSty
0

t
0

- Quel est le domaine de dé nitionde f ? Exprimer la limite L en 0" de

()

a l'aide d'une intégrale.

2 Z +¥
sint
dt = —dt.
0 t 0 t

® Domaine de dé nition, continuité et dérivabilité de H.
~ cCalculer Hpuis expliciter H.

Z .
, ¥ sint
- Prouverquelona L =

62

Exo

63

- Montrer rapidementque : 8u2] 1,+¥[,In(1+u) wu.
Z n t n
- Montrer que G(x) = lim_ . 1 —  t* dt
® En déduire que G(x) = n
nl L X(x+ 1)..(x+ n)’
~ Onposepourn 1,f,(x)=In n"n!

X(x+ 1)..(x+ n)
Montrer en utilisant la série de fonctions § f, f, 1 que :
Ax) . 1 WX
ax)  x 9 Zon(n+x)’
Ou g désigne la constante d'Euler.

8x 2]0,+ ¥ [,

° Formule de Stirling:  Montrer que G(x+ 1) x*e <P 2p X pour
x réel tendant vers + ¥ .

* Indication : In Gest convexe, encadrer INnG(x) par les cordes passant
par (bxc, In Qbxc)).

Calculer Gn+ 1) pour n 2 N et comparer.

I+

z

Posons f(x) = 0%(sin t)*dt.

= Quel estle domaine de dé nition Dy de f ?
- Montrer que f estune fonction continue sur Dj.

® Etablirune relation entre f(x+ 2) et f(x), puis montrer que xf(x)f(x+
1) est une fonction constante.

~ Déterminer un équivalentde fen+¥.
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Exo Fonction dé nie par une intégrale. >
e
6 0 . - o In(x*+ t2) Exo On considére la fonction f dé nie par f(x) = 2 In(1+ xcosh
= Onposepourx 0 :f(x)= T dt. 67 cost
— - Quel estle domaine de dé nition D¢ de f ?

Calculer explicitement f{x) et en déduire f(x) (on calculera f(0) a

l'aide du changement de variable u = 1/t).
z
p/2

- On pose I(x) = In(cos’t + x?sin?t) dt. Montrer que | est de
classeC! sur R* . Calculer 14x) puis en déduire 1(x).
Z.y .
sin ax
® Soit | = dx.
oit 1(a) = 1 X

a Justi er I'existence de [(a).

¥
b Déterminer les réelsaetbtelsque :1(a)= §
n=

* Indication: a= a, b= a°.
C Donnerun équivalentde I(a) quand a! ¥.
* |Indication : comparaison série-intégrale.

Z 4y sin?(xt) ot
t2(1+ t2)
- Donner le domaine de dé nition Dj de f.

Exo Soit f la fonction dé nie par f(x) =

65

- Etudier la régularité de f.
® Déterminer un équivalentde fen+¥.

Exo Soit f la fonction dé nie par e t2coixt)dt.

66

f(x) =

- Déterminer le domaine dé nition Dj de f.

- Montrer que f estC!sur D¢

® Montrer que f satisfait une équation différentielle du premier ordre
sur Dg.

" En déduire une autre écriture pour f.

Exo
69

Exo
/70

E

/1

- Montrer que f estC! sur D;.
® En déduire une autre écriture de f.

On pose f(x) = e Xtmdt.

t

- Montrer que f estde classeC sur R et calculer f0
- Montrerque lim f = 0.
x! +¥

® En déduire une autre écriture de f.

z X
F(x) = 1 Arctan(t) at
X 0 t

- Déterminer Dy.

- Montrer que f estC!sur D et calculer £0
® Limites de f aux bornes

Z 2 )
Etude et graphe de x 7! e Udt.
X
. Ziy gxt
Soit f(x) = mdt

- Déterminer D¢

- Montrer que f estC?sur R+ et caIcuIerIimf
0

z

+¥ o
® Calculer f + foopuis montrer que f(x) = Mdt

z " t
¥ sin(t)dt: p

~ Endédui
n déduire que . : >
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z +¥ z + ¥ tx ..
On pose f(x) = _smt dtetg(x) = t§+ 1 dt. E;OG Calcul de limite. 2
+¥ i
72 = @ Prouver l'existence pour x > 0de I(x) = % dt.
- Montrer que f et gsont dé nies et C?sur ]0,+ ¥ [.
1 b Déterminer lim 1(X).
- Montrer que f et gsont solutions de : y00+ y= — o x < i
x * Indication : Développersin (t  x).
® Etudier les limitesde fetgen+¥. Z, xf(t)
~ Trouver une relation entre f et g. - Soitf:[0,1]! R continue. Chercher Xlllrrg)+ v ey dt.
Z 4y sin at . p '
On pose f(x) = e X > * Indication: = f(0).
73 ’ ion at i 2
+ .
- Domaine de dé nition, continuité et dérivabilité de  f. ® Donner un équivalentpour x ! +¥ de ¥ 5”’”2
- Calculer f et f99En déduire une équation différentielle satisfaite par f. * Indication : t = ux puis intégration par pgrtiesx i
® Expliciter f l'aide de fonctions usuelles. 3 Z ax Int
~ Limite en + ¥ de f et f°En déduire f. Soita> 0. Donnerle DLen x = 1l'ordre 3de f(x) = B~
* H N .
Z .,y arctan(xt) Indication : Calculer fo(x).
SOIt f(X) = mdt Z b 1/ x
0 0 g + ; ; - X
. Soitf :[a,b] ! R™ continue. On pose = f(t))*dt
Domalne de dé nition, continuité, dérivabilité, calcul de fopws de f. Cal- ! LE nd pose ] (x) =a( )

2

+¥ arctant at

t

Soit f : [0,+¥[! R continue tendantvers 1 en +¥ et f(ZO) = 1.
75 Z 4y sinxt 2, +¥ sint
f(t) = e = —dt.
0 t 0

On posef (x) = dt ainsi que H(x) = :

- Quel est le domaine de dé nition de f ? Exprimer la limite L en 0" de

f (x)

l'aide d'une intégrale.

Z 4y sint

Z +y sint 2 at.

- Prouverquelona L = 2
0

® Domaine de dé nition, continuité et dérivabilité de H.
~ calculer Hpuis expliciter H.

+

a i i =
Montrer que x!“T+ 1 (x) = max(f).

b On suppose f > 0 et b a =
Z

b
y "Hl 1 (x) exp :aln(f(t)) dt .

* Indication : Montrer que pour # > 0 et x assez petit, f(t)*
xIn(f(t)) #X puis intégrer.

a Soitf

Z,
:[0, ! R continue. Montrer que
Z1 4 24

* Indication : Couper en +
0 1#

21 gt

+¥ de

b Chercher un équivalent pour n ! .
q p t=0 1+ tn
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Exo Intégrale de Gauss

77 On considere les fonctions dé nies par :
— z X y 2 z le x2(1+t?)
f = t et = ———dt
(= efdt o etg)= oo

- Montrer que f et g sont dérivables et calculer f%et g°

- Montrer que f(x)+ g(x) = P pour tout x 2 R*.

4

Ziy IO5

® En déduire que e Vdt= ——.
0

2
z

En déduire I'existence et la valeur de
a
T

¥ e (t2+ a2/ t2) dt.
t=0

* |ndication :

u-=
Ziy
° Soitl(x) = e ' cos(2xt) dt. Prouver que | est de classeC sur R.
0

Chercher une relation simple entre | et 10
* Indication : 19x) =  2xI(x).
2 Endéduire la valeur de 1(x)

I+

A la prochaine
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ﬁ Espaces vectoriels euclidiens

,{ Jorgen Pedersen Gram (1850—191(%)

*-[ inol np uapuewaqmw}'

,{ Blague du jour } \

Actuaire et mathématicien danois, tres connu a l'aide proce de de Gram-
Alors c'est Logarithme et Exponentielle qui sont dans une fé te, Log- Shmidt. Son nom est aussi lié aux travaux sur la fameuse fonction zéta de
arithme s'éclate comme une folle, elle se fait des amis, elleest mega Riemann.
sociable et tout. Exponentielle, elle, est toute triste assse dans son Gram était le premier mathématicien a une théorie systémati que pour ['é-
coin, alors logarithme va la voir et lui dit : “bah kesta, t'es toute tude des courbes de fréquence obliques, prouvant que la courbe gaussienne
triste, vient t'amuser avec nous... -bof, tu sais moi, que je m'intégre symeétrique normale était juste un cas spécial d'une classe plus générale des
ou que je m'integre pas, le résultat est le méme” courbes de fréquence. Il est mort apres avoir été heurté en une bicyclette.

Exo Donner dans la base canonique B = (e, &, &) de R3 la matrice de la
78 projection orthogonale sur : F = Vect(e, + 26, + €3,63). Exo E désigne un espace euclidien de dimension n.

81 Soit f : E! E une application non nécessairement linéaire.

- On suppose que f conserve le produit scalaire.
Démontrer que f est linéaire.

Exo

79 - Reconnaitre les endomorphismes dont les matrices dans la base canon-

ique de R sont ¢ 1 0 1
8 1 4 2 2 1 - On suppose que f conserve les distances.
1 1 .
A=-@ 4 4 7A, B=Z@ 2 1 2A Démontrerque f = f(0Og) + g, avecg2 O (E).
9 1 8 4 31 2 2 | _
Complétez | . Exo Soit¥ 2 Enfogetl 2 R.Onpose pourx 2 E : f(x) = x+ | (%] v)v.
- Compietez la matrice 0 5 1 82 Déterminer | pour que f 2 O (E). Reconnaitre alors f.
A=l@ 2 6 A . 3 . _
7 3 ' Exo Montrer que les endomorphismes de R* qui conservent le produit vectoriel
pour que A soit une matrice orthogonale positive. 83 sont exactement les rotRaag
. _ . i Exo Soit E espace vectoriel euclidien,n 2 N et (g)1 ; n une famille d'élé-
Exo Soit u un vecteur unitaire de matrice U dans une base orthonorméeB. 84 ments E, tous unitaires telle que :
80 - Montrer que U'U est la matrice dans B de la projection orthogonale Kxk? = g1l L. 2
sur Vect(u). XK® = ie_ll x]§ 8x2 E
- Trouver la matrice de la symétrie associée. Montrer que c'est une base orthonormale directe de E.
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Exo Etude de projections.

85 - Caractérisation des projections orthogonales.
Soit E un espace vectoriel euclidien et p 2 L (E) une projection.
Montrer que :
p est une projection orthogonale () 8

- Composition de projecteurs.
Soient F, G deux sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel euclidien

E tels que F? ? G’.Onnote Pk et pg les projections orthogonales sur
Fetsur G. Montrerque pr+ pc Prc= idegetpr pc= pPc PrF=

PR G-

® Projecteurs commutant
Soit E un espace vectoriel euclidien et p, g deux projections orthog-
onales. Montrer que p et q commutent si et seulement si (Im p\

Ima)” \ Im pet(Im p\ Im g)? \ Im gsont orthogonaux.

x 2 E, kp(>)k k xk.

Exo Inversion
86 Soit E un espace vectoriel euclidien. On pose pour x 6 0 :i(x) = k2
- Montrer que i est une involution et conserve les angles de vecteurs.
. . . kx yk
- Vérierque : 8%,y 2 Enfog, k k= —————.
ierqu Xy g, ki(x) i(y) kK ky K
Exo Projection sur un hyperplan
87 On munit R" du produit scalaire usuel. Soit H = f(xq,...,Xn) 2
R"tq agxq + + anxp = Ogou &, ...,a, sont des réels donnés non tous
nuls. Chercher la matrice dans la base canonique de la projedion orthogo-
nale sur H.
Exo Formule du produit mixte
88| Montrer que 8(x,y,2) 2 R3 R3I 33 ona:

xN(yNz)=" xjz XJy z

Exo Propriétés du produit vectoriel.

89 Soientd, v, w,t quatre vecteurs d'un espace vectoriel euclidien orienté de di-
R mension 3.
Démontrer que :

N (v A w)+wh (uh )+ v N (whu)= 0

@ v).(wh )= (ajw)(vjt) (bj)(v]jw)

(wrw) N (wht) = [u,v,wit+ [4,v,t]w

Division vectorielle.

Exo
gd Soit E un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3.

- Soienta, b deux vecteurs donns,a 6 0.
Etudier I'équation : a® x = .
Indication : On cherchera une solution particuliére de la fo rme % =

an y.
- Soientd, ¥, w trois vecteurs donnés Trouver 4, b, e tels que
g=-a"Db
¥y=D"e
w=<¢t"a

Indication : calculer 4 ».

Polynémes de Tchebychev :

Exo
9j Onpose pour nentieret 1 x 1,Th(x) = cognArccogx)).
. = Montrer que Tp+1(X) + Ty 1(X) = 2xTnh(X).
- Pourtous f,g:[ 1,1]J! R contiriues, on pose :
|

1
11 t2

Montrer que cet intégrale existe et qu'ainsion muni C([ 1,1],R) d'un

produit scalaire.

® Montrer que la famille (Ty)o k n €stune famille orthogonale.
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Exo F+F 6 E z, Exo famille de vecteurs unitaires équidistants.
92) soitE = C([0, 1) muni du produit scalaire : (f j g) = fg(t) dt, et 95] - soit E un espace vectoriel euclidien, et (xq,...,%,) une famille li-
F=ff2 Etelque f(0) = Og. Montrer que F’ = fOg. gre. Dém(_)nt_rer qu'il existe une famille (d3,...,tn) Vériant
Indication: remarquer que xf 2 F, 8f 2 E. 2 ¢ estunitaire
S ktIi tIJ'k =1
©vect(dy, ..., i) = vect(%q,...,%).
- Démontrer que toute famille (ti4,...,tn) vériant les deux premiers
Exo Inégalité de Ptolémée. propriétés est libre.
93 Soit E un espace euclidien. Pourx 2 En f0g, on pose f(x) = & Exo )
- Montrer que f est une involution, f2 = idg et conserve les angles de 96 e\ De.composmon ,QR: Soit M 2 M n(R) inve_rsible_. Montr_er
vecteurs. qu'il existe une matrice orthogonale, P, et une matrice triangulaire
ko K supérieure a coef cients diagonaux positifs, T, uniques telles que M =
- Montrer que : 8%,y 2 Enfog, kf(x) f(y)k= Wk?;k PT.

® Soienta,b,¢e,d 2 E. Montrer que :

ka ekkb dk ka Dbkke dk+ Kb <ekka dk.
Indication : se ramener au casa = 0 et utiliser I'application f.

Exo Etude de symétries.

94 - SoientF, G deux sous-espaces deE tels que F ? G. On note sg et sg les
symétries orthogonales de basesF et G.
Montrer que se Sg = S SF = S g)?-

- SoientF, G deux sous-espaces deE telsque F ~ G. On note sg et sg les
symétries orthogonales de basesF et G.
Montrer que S Sg = Sg SF= Sg g?-

® SoientH, K deux hyperplans de E, etsy, sk les symétries associes.
Démontrer que sy et sx commutent si et seulement si H = K ou
H? K.

- Inégalité de Hadamard :  Soit E un espace vectoriel euclidien,

B = (®,.../2) une base orthonormée, et C = (Hy,...,ty) des
vecteurs quelconques.

Démontrer que | dgt(C)j (~) ket K. Etudier les cas d'galité.
j

Exo Famille obtusangle
97 Soit E un espace vectoriel euclidien etty, .
ant : 8i6 J, (4]t < 0.
- Démontrer, par récurrence sur n que rg(tig,...,tln) n 1.

- Sirg(ty,...,tn) = n 1, démontrer que toute famillede n 1 vecteurs
extraite de (tq,...,Hn) est libre, et que les composantes dans cette
famille du vecteur retiré sont strictement négatives.

..t une famille de vecteurs véri-

Exo Soit A = (g;) 2 M n(R) symétrique de valeurs propres | 1,...,l n.

O8] Montrerque § & = § 12
i i
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7 Y EXO . . .
Exo Théoreme de Hanh-Banach. espace vectoriel normé =) prehilbertien?
QO| Soit E un espace pre hilbertien réel Il est bien connu que si E est un espace préhilbertien muni de la norme k.k,
- Soit xg 2 Etelquexp & Og, montrer qu'l existe | 2 10 alors l'identité de la médiane (ou du parallélogramme) est v éri ée, a savoir
. —_—
E telquej (xo) 6 O. : pour tous x,y de E, on a : kx+ yk?+ kx yk® = 2kxk®+ 2kyk?. L'ob-
Indication: Ecrire E= Rxg H ol H hyperplan. je(_:Fif’de\z cet e_xercic,e est de .montrer_ une sorte de réciproque_ de cette, pro-
_ A i \ priété, a savoir le résultat suivant : si E est un espace vectoriel normé réel
- Soitx,y 2 Etelque x 6 y, montrer qu'il existe j 2 E telquej (x) 6 dont la norme véri e l'identité de la médiane, alors E est nécessairement un
(). espace prehilbertien (c'est a dire qu'il existe un produit s calaire (.,.) sur E
® Soit B une boule ouverte de E ne contenant pas®. Montrer gu'il existe tel que pour tout x de E, on a (x,x) = kxk2. Il s'agit donc de construire
une forme linéaire f 2 E telleque :8x 2 B, f(x) > 0. un produit scalaire, et compte tenu des formules de polarisa tion, on pose :
1 . . P
= (x,y) = 2 kx+ yk?+ kx yk? .llreste véri er que I'on a bien dé ni ainsi
Calcul de minimums. un produit scalaire.
Justi er I'existence des minimums des fonctions réelles su ivantes et préciser ~ Montrer que pour tout x,y de E, on a(x,y) = (y,x) et (x,x) = k2.
comment les calculer.
ot R2 | R - Montrerque pour X1, X2, ¥ 2 E,ona(x1+ X2,¥)  (X3,¥) (X2,y)= 0
' ' P ) (on utilisera l'identité de la médiane avec les paires (x1 + y, X2+ y) et
(ab) 7! . (sinx ax* bx)?dx. (X1 V.x2 V).
. 20 320, _ 240 12 . _p 8 160 1280 ® Montrer, en utilisant la question précédente, que si x,y 2 Eetr 2 Q,
Réponse:a= — —(,b=— —S mn=_ —+— —. )
p p p p 2 p p p 03 -
- g R" | B (rx,y) = r(x,y).
1 i P . Lz 1 H
(Xpr. . X)) 7! (1+ txg + + t'%0)2dt En utilisant un argument de continuité, montrer que c'est en core vrai
0 pour r 2 R.
. 1 °
Réponse : min= —. Conclure!
16 Exo
® vy: R" ! B y Soit A 2 M »(R) symétrique telle qu'il existe k 2 N tel que AK = 1.
+ 2 _
(X1, Xn) 7! e Y(1+ txg + + t"xn)zdt ﬁ Montrer que A<= 1.
X0
Réponse } Soit A 2 M (R). Montrer que A est symétrique dé nie positive si et
4 seulement s'il existe B 2 GL,(R) telle que A = 'BB.
Exo Exo

Soit E un espace vectoriel euclidien orienté de dimension3et f : E E!
R une application bilinéaire antisymétrique. Montrer qu'il existej 2 E ,

10 unique, telle que :, f (%,¥)= f(x"¥y), 8%,y 2 E.

10

Soit E un espace euclidien et g une forme quadratique positive. Mon-
trer qu'il existe un endomorphisme u auto-adjoint tel que : 8 x 2 E,
a(%) = ku(x)k>.
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z

On munit R[X] du produit scalaire suivant < P,Q >=
Pour tout P 2 Rp[X], on pose:j (P)(X) = (X2
DPYX) . s(P)(X) = P(1 X)

= Montrer que j,s sont des endomorphismes de R,[X], donner leurs
matrices dans la base canonique.

- En déduire leurs valeurs propres, sont-ils bijectifs? diag onalisables ?

® Montrer que 8k 2 [[0,n]],9!'Lx 2 Rp[X]tel que deg(Ly) = k,coLy) =
1,j (L) = k(k+ 1)Ly

Montrer que 8(P,Q) 2 R,[X]" on a: J!(P)!jQ =
! L -
s(P)iQ = Pjs(Q) .

,Ln) est une base orthogonale deR[X].

01 P(t)Q(t)dt.
X)PO¥X) + ( 2X

! !
"Pji(Q) et

° En déduire que (Lo, ...

En utilisant c. Dire pourquoi les matrices de j,sdans (Lo, .
symeétriques, expliciter ensuite ces matrices.

2 Montrer que sest une ré exion, préciser par rapport quel hyperplan.

I+

..,Lp) sont

Exo

Quotient de Rayleigh
Soit f 2 L (E) auto-adjoint, on se propose d'étudier les extremum du quo-
10 (109 ] %) e
kx k :

tient de Rayleigh R¢(x) = oux 6 Og.Soitl ;1 1>

valeurs propres de f.

(F() j%) | nkx k2.

- Montrer que si l'une de ces deux inégalités est une égalité pour un
vecteur x 6 0, alorsx est vecteur propre de f.

® Soit (e, ..., &) une base orthonormée de E telle que pour tout i
(fta)je)= 1.
Montrer que : 8i, f(g) = 1i8.

~ En déduire que le quotient de Rayleigh de f atteint ses extremums,
préciser ces extremums et en quels vecteurs ils sont atteins.

- Montrerque : 8% 2 E, | 1kxk?

Exo

Exo

Polyndmes de Laguerre
On pose pour entier, netréel, x : Ln(x) = ( 1)"e*(x"e *)(M
- Montrer que L, est un polyndbme, préciser son degré, ainsi que son
coef cient dominant.
- Donner Lg, L1, Lo.

® Pour f,g : R !

Z .y
f(t)g(t)e 'dt.

Montrer que cet intégrale existe et qu'ainsi on muni R[X] d'un produit
scalaire. h |
Montrer que si k< nalors (x"e ¥)® (0)= 0.

R fonctions polynomiales, on pose f!j g =

° En déduire que pour tout k < nona:< Lg,Ly >= 0, puis que
(Lo « n estune famille orthogonale.

tke !dt, justi er I'existence de cet

I+

Pour tout entier k,on posel, =

intégrale, puis base orthonormale directe de Rp[X].

2 Endéduire min (t?+ at+ b)%e 'dt.

(ab)2R2 0

Conjugué d'une rotation.

- Soit r une rotation d'un espace vectoriel euclidien orienté de dim en-
sion 3, et f 2 O(E). Reconnaitre f r f 1.

Application:  Déterminer le centre de O* (E).

- Soient f,g 2 O (R®) ayant méme polynéme caractéristique. Montrer
quil existe h2O(R®) telquef=h ' g h.
Si f et g sont positifs, a-t-on h positif ?
Application:  Montrer que deux matrices orthogonale d'ordre

3 sont semblables si et seulement si elles ont méme polynoémecarac-
téristique.
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Exo

11

Reconnaitre les endomorphismes deR*> dé nis par les expressions analy-
tiques suivantes dans la base canonique :

g 3= 2x+ 2y + z Réponse :  rotati au-
- 3y 2x+ y+ 2z B)ur de ( 2 3,1+

: 320— X 2y+ 2z p3) d'angle

Réponse: rotation au- arccos( 2+ 1)

tour de (1,0,1) d'angle 2 6

8 arccoq1/3).

8
23x%= x+ 2y + 27
29x0— 8x+y 4z

X 3y 2x+y 2z
) gy oty Tz ' 320— X 2y+z
. 920_ X+ 8y+ 4z Réponse : symétrie % x =
Réponse : rotation au- +z7
tour de ( 3,1,1) dangle 0
8 arccoq7/18). 27x°= 2x+ 6y 3z

2 7y 6x + 3y + 2z
' 720— 3x+ 2y + 6z
Réponse : symétrie % X =

2 x%=  2x+ 2y z
® 3y 2X+y 2z
' 320— X 2y 2z

Réponse : demi-tour au- %y “
tour de (1, 2,2). 23x%= 2x 2y+z
240= 2x y 6+z 6 Py yr
- 4y _+y+ 3z ' 3zo—x+ 2y + 2z
: 420_ X B+ 3y+z Réponse : symétrie % x +
Réponse : rotation autour %y d ¢
e(Ol])dangIeZp/3 23x%= 2x+ y+ 2z
%XO—pX—+PL pz__ : 3y0—2x 2y z
x 222 6 ' 320— X 2y+ 2z
y0= 19—3 + P—é Réponse : symétrie-
§ o_ X p)L z rotation autour de
= p—3 2 p_g (1, 3,1 dangle arccog5/6).

Exo
Quelques propriétés des endomorphismes auto-adjoints.

11 - Autoadjoint =) linéaire.

D Soit E un K -espace vectoriel euclidien etu 2 L (E) telle que : 8 x,¥ 2
E, (u(x) j %) = (%] u(y¥)). Montrer que u est linéaire.
- Composée auto-adjointe:  Soient u,v 2 L (E) auto-adjoints.
Montrer que u v est auto-adjoint si et seulementsiu v=v u.
® Composée de projecteurs :
Soient p, g deux projecteurs orthogonaux.
- Montrerque p q p estauto-adjoint.
2
- Montrerque (Im p+ kerqg) (kerp\ Imq) = E.
® En déduire que p qestdiagonalisable.
- Endomorphisme auto-adjoint et orthogonal :
Quels sont les endomorphismes de E la fois auto-adjoints et orthogo-
naux ?
Exo

Théoréme de Courant-Fischer
Soit E un espace vectoriel euclidien.

11

San s - Soitv 2 S(E), (i.e : auto-adjoint) tel que !v(x)!j X = 0 pour tout x.
Montrer que v = 0.

- Soientuy,... uP 2 S(E) On suppose que rg(ul)'+ | +rg(up) = n,
etque 8x 2 E, ul(x)j X + + Up(X)j X = XX

- Montrer que uy + + up = Idg.

- Montrer que E = Im(u,) Im(up).
® Montrer que pour tout i, u; est la projection orthogonale sur
Im(ui).
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ﬁ Espaces de Hilbert-Séries de Fourier

( inol np uapueweumw}

,{ Blague du jour } \ ,{ Joseph Fourier (1768-1830?

Un vieux milliardaire téléphone a son conseiller psycholog ue : J'ai Mathématicien et physicien frangais, connu pour ses travau x sur la décom-
60 ans et je veux me marier avec une jeune lle de 20 ans. Pensez position de fonctions périodiques en séries trigpnométriq ues convergentes
vous que j'aie plus de chance de I'amener a m'épouser si je lui dis appelées séries de Fourier et leur application au probléeme de la propagation
gue jai juste 50 ans ? de la chaleur. Il participe a la Révolution, manquant de peu d e se faire guil-
Le conseiller : A mon avis, vous feriez mieux de lui dire que vo us lotiner, il prend part & la campagne d'Egypte de Napoléon et o ccupe un haut
approchez des 80 ans! poste de diplomate.

Exo o
® Espaces de Hilber Calcul de la projection.

Soit H = (N ,R), espace de Hilbert réel. On note C = fx = (Xn)nso 2
Exo _ _ 114 1 802N, x>0
Quelques suites de suites. » on » Xn = UG

Dire si les suites suivantes sont convergentes dans'?, et si c'est le cas, cal- ~ Démontrer que C est convexe ferme.

11 culer leur limite. - Déterminer la projection sur ce convexe C.
2 Xp=( %,o,o,o, ), ® Reprendre la question précédente avecH = “2(N,C).
11 1
- = -z = Exo
Xn = (1, 2’3" 'n’ 0.0. ), Projection sur un sous-espace fermé.

_ 1 1 1 Soit H un espace de Hilbert, et F un sous-espace fermé deH, non réduit a
® Xn = ( 1'9_2' p—§ P 0.0, ). 1185 fog. on note p la projection orthogonale de H sur F. Démontrer que :
— Xn=(dhKken o p p=p
ooy L, 1

T om imd |,y - 8(x,y) 2 H, < p(x),y> = < x,p(y) >.
1 1
* Xp= =+ . -
M nm3 men ® kpk= 1.

) . mamouni.myismail@gmail.com

78




| MAMOUNI .NEW.FR |
- AMOUNI MY ISMAIL

FEUILLE D 'EXERCICESMP

Exo —
Projection sur un sous-espace.

11 Pour tout entier N 2 N, on note Fy le sous-espace vectoriel de’?(N,C)
N

formé des suites (xn), otellesque § xn = 0.

n=0
\
= Montrer que l'application (xn)n 07! & Xn est linéaire continue
n=0
de “%(N,C) dgps C. Que peut-on déduire sur Ry ? Conclure que
N0 = R (R
- SoitE = f(yn)n o pouttousl i< j Nonaity = yjety,=
0 pour toutn> Ng.
a Montrer que l'orthogonal E  (Fy)”.
b Montrer que E = (Fy)’ (remarquer que, pour tous 0 i <

j N, lasuite (xn) telle que x; = 1,x; = letx, = 0sin 62f,jg,

appartienta Ry ).

Exo
L'espace “2(1) et “?(N).

11 On rappelle que I'espace “2(1,C) est I'ensemble des familles X = ( Xa)a21

indexées par b et telles que : 9
I
< 2 =
kxk=sup & jxaj> ;F letFestunensemble fini < +¥.
' a2F ]
I
+¥ 2
Montrer que dans lecasoli | = N, onaenfait :kxk= & jxnj?
n=0

Exo o
Compacité

Prouver que la boule unité fermée de “2(N , C) n'est pas compacte.

Exo

11

Distance a un sous-espace ferme.
Soit H un espace de Hilbert, et F un sous-espace fermé deH, non réduit a
f 0g. On note p la projection orthogonale de H sur F. Six est un élément de
H, on appelle distance de x a Fla quantité d(x,F) = inf (kx yk;y2 F).

= Montrer que d(x,F) = kx p(x)k.
- Montrer que d(x,F)= max fj < x,z>j;z2 F’ etkzk = 1g .

® On suppose dans cette question que F est un sous-espace de dimen-
sion nie, etonnote (e, ,&)) une base orthonormale de F.

a Quelrésultat du cours assure l'existence d'une telle base orthonor-
male ?

b Déterminer en fonction de e, , &n, I'expression de p(x).

C En déduire la valeur de :
Z,
inf jt? at bj?dt; (ab) 2 R?
0
On suppose désormais que F est un sous-espace de dimension in nie.
Justi er que F posséde une base hilbertienne, puis exprimer p(x) en
fonction de cette base.

°  On suppose désormais que H = “2(N,C). Pour n un entier xé, on
pose

n
M=fx2H; § x= 0g
k=0
Vérier que M est Uf, sous-espace fermé deH. Chercher un sous-
espace N tel que M N = H. Donner la distance de I'élément

(1,0,0, )aM.
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Opérateurs de Hilbert-Schmidt.

Soit H un espace de Hilbert de dimension in nie, (€1)n>0: (fn)n>0: (In)n>0
{ trois bases hilbertiennes de H, et T un opérateur linéaire continu sur H.

¥ ¥
- Montrer que, dans R+ [f +¥ g, & kTenk? = § KT gpk?.
n=0 p=0

+¥ +¥
- Endéduire que § kTenk?= & KT fok?.
n=0 n=0
On xe désormais une base hilbertienne (e))n>0 de H. On dira que
+¥

T 2 L (H) est un opérateur de Hilbert-Schmidtsi § kTe,k?< +¥.
n=0

Par la question précédente, cette propriété ne dépend pas de la

base hilbertienne choisie. On note HS(H) Il'ensemble des opéra-

teurs de HiIbert—Scr|1midt sur H, et pour T 2 HS(H), on note

.1

+¥ 2
kTko = 8§ kTek?
n=0
® Montrer que kTk k Tk, etque HS(H) & L (H).

Montrer que HS(H) muni de la norme k.k; est un espace de Hilbert
(on précisera le produit scalaire associé). Pour démontrer la complé-
tude, on remarquera qu'une suite de Cauchy pour HS(H) muni de
k.ks est aussi une suite de Cauchy pour L(H) muni de k.k. On rappelle
que L (H) muni de k.k est complet.

° Soit T 2 HS(H). On note P, le projecteur orthogonal sur
vecl{e, ,e)). Montrer que, pour tout n, T P, 2 HS(H) et que
nIIirT+1¥ KT T Pyky; = 0. En déduire que les opérateurs de rang ni

sont denses dansHS(H).

Exo
Complétude.

On se propose de démontrer que l'espace "%(N ,R) es't complet pour la
12 +¥ ) %
norme usuelle issue du produit scalaire, kxk = & jxj?
k=0
Soit (v(n)) n> o Une suite de Cauchy d'éléments de *2(N , R). Etant donné #>
0, il existe donc N(#) 2 N tel que, sin,| > N(#),alors :kv(n) v(l)k6 #

- Montrer que l'on a alors, pour tout k 2 N et tous n,l N(#,
jv(n)k v()J 6 #
- Montrer que nlui”l¥ v(n), = vy existe pour tout k2 N.

Nl

® Montrer qu'il existe K2 N telque § V(N(#)2 #

k> K
I 1
2
~ Montrerque pourtout L> K,ona § vﬁ 2#
L>k>K

° En déduire que 'on a v 2 “2(N), que n'Ii|11¥ kv(n) vk= 0, et donc

que I'espace (N ) est complet pour la norme k.k.

@ Séries de Fourier.

Donner le développement en série de Fourier de la fonction 2p-
périodique dé nie sur ]0, 2p|[ par
f(x) = é*aveca6 0.
ePa 1
2p(a in)’

Exo

* Indication : cy(f) =

a - 1
- Calculer § — - En déduire a .
n1&Tn L
* Indication : Parseval + convergence dominée.
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Exo
Soient f,g: R ! C, 2p-périodiques, continues par morceaux. On note

cn(f) etcn(g) les coef cients de Fourier exponentiels de f et g. Montrer que

12

+¥ Zz

3 w(Dolg) = —

p____
f(t)g(t) dt.
a o (t)g(t)

Exo
Calculer les coef cients de Fourier trigonométriques des f onctions f, 2p-

périodiques telles que :

124 - ()= p j xjsur]

p.pl[.
. L _ _ 4 _
Indication : ag = p, ap = 0,ap+1 = 7p(2p+ 1)2,bn 0.
- f(x)=p xsur]o,2pl.
* |ndication: a, = 0,by = %
® f(x)= x%sur]o,2pl.
. . 8% 4 _ 4
Indication : ag = = an = pvl b, = e
— f(x) = max(0, sinx).
* Indication : —Ea—iza —Ob—}b—o
T g T papz T T T
° f(x) = jsinxjS.
* Indication : ayp = 24 a =0,bp=0
ST p(ap? Dy(ap? 9 T PO T
Exo
Soientf,gR !  C continues 2p-péri0(§ques. On pose pour x 2 R :
1 -2
f = — f t)g(t) dt.
12 9(x) o (x ta(t)
- Montrer que h est 2p-périodique, continue, puis que cy(f g) =
cn(f)en(9).

- Pour g xe, montrer que I'application
miner ses valeurs et vecteurs propres.

f 7! f gestlinéaire, puis déter-

Exo

12

Exo

12

Exo

12

Soit f la fonction 2 p -périodique telle que :
8x2[ p,p[, f(x)= €.
- Chercher le développement en série de Fourier de f.
n
* |ndication: ag = 25php ,an = 2[3((113- ?2“)0 ,bh =  nan.
- Endéduire les sommes des séries :

s 1 S (n

S= § ——ets?= § .

n=1n2+1 n=1n2+1
* e a_Pp thp o_p shp
Indication : S= 2thp = 25hp

Soit f : R ! R de classeC?, impaire et 2-périodique telle que f(0) =
f(1) = 0. Montrer que :

2z(4), <o
kfkg Tk ORS.

* Indication : Décomposer f en série de Fourier, exprimer c,(f) a l'aide de
cn( £ utiliser Cauchy-Scwharz et Parseval.

Inégalité de Wirtinger
4 2p
Soit f : [0,2p] ! R de classeC telle que f(t)dt= 0etf(0) = f(2p).
t=0

- Montrer que
f2(t) dt f@(t) dt.
t=0 t=0
* Indication : Parseval pour f et f0

- Montrer qu'on a égalité si et seulement si f(x) = acosx + bsinx.

) . mamouni.myismail@gmail.com
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Phénoméne de Gibbs pour Sin kx Exo . _
Soit f :[a,b] ! R continue.
12 Soit 1 _ & sinkx Z,
oit fn(x) = 21 K 13 - Montrer que lim . f(t) sinntdt = 0.
- Calculer 'abscisse, xn, du premier maximum positif de  fn. - Développer en série de Fourier la fonction : x 7! sinxj.
. . . . P ¥
Indication : n+ 1 , * Indication : jsinxj = 2 g a 72222”;
P sint n=x

- i = - VA Z

Montrer que nI!|n]r¥ fan(Xn) o 1 dt. b

* |ndication : Somme de Riemann.

b
® En déduire que f(t)j sinntjdt = 2 f(t) dt.
t=a P a

® Interpréter

Exo .
Noyau de Féjer
Soitf:R ! C, 2p-périodique continue, f, san-éme somme de Fourier et
13 _ fot + fn
On = n+1

- Exprimer gp l'aide d'un produit de convolution, gn= f Kp.
1 cos((n+ 1)x) _ sin?((n+ 1)x/2)
(n+ 1)(1 cosx) (n+ 1)sin3(x/2) -
- Montrer que la suite (k,) constitue une suite d'approxi- A la prochaine
mations de la mesure de Dirac sur | p,p[, dénie par:
d(x) 1 six2] p,pl
0 sinon

* Indication : kn(x) =

® En déduire que la moyenne des sommes partielles de la série de
Fourier de f converge uniformément vers f pour toute f continue

) . mamouni.myismail@gmail.com
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ﬁ Equations différentielles

,{ Blague du jour } N

* Dans la maison de retraite, deux grand-péres discutent :

Mon cardiologue m'a dit que j'avais le coeur d'une personne de 30
ans... il m'a méme dit ou le gars était enterré.

* Un vieux dont les mains tremblent, assis sur un banc, voit un
jeune homme en-casqué d'un Walkman s'asseoir prés de lui et dont
les mains tremblent aussi.

- Le vieux : Parkinson ?

- Le jeune : Non, Michael Jackson.

® Equations differentielles lineaires d'ordre 1.

Résoudre les équations suivantes, étudier la possibilité de raccordements :

13 - (2+x)y°=2 . ® x3%° x%y=1.

* Indication: y= 2+ !

— 1
* Indication: y=1x —

) x+ 2 3x?
- Xy“+ y = cosx. . ~ 3y 4y =x
. o C+ sinx
Indication : y = ———. * Indication: y = | x*®  «x.

,{ Augustin Louis, baron Cauchy (1789—1857)}

Mathématicien frangais Sa recherche couvre I'ensemble desdomaines math- §
ématiques de I'époque. On lui doit notamment en analyse I'in troduction des g’
fonctions holomorphes et des critéres de convergence des sées et des série§ 3
entieres. Ses travaux sur les permutations furent précurseurs de la théorie %_
des groupes. En optique, on lui doit des travaux sur la propag ation des on-| @
des électromagnétiques. Toute fois la négligence dont t pr euve Cauchy en- 3
vers les travaux de Galois et d'Abel, perdant leurs manuscri ts, a cependant =
entaché son prestige. E

\.

Exo

13

Résoudre les équations suivantes, étudier la possibilité de raccordements :
= (1+ x)y%+ y = (1+ x) sinx.
sinx+ |

COSX +
1+ x

* Indication: y =

- y9%+ y = sinx+ 3sin2x.
sinx cosx , 3sin2x 6cosX X
+ +le”.
2 5
® 2x(1 x)y%+(1 2x)y= 1.
+

* Indication: y = argchrgl 29+ |
2 x2 X

* Indication : y =

pour x < 0

arcsin(2 1)+ m
= Iéx ) pour0 < x< 1
2 x x?

argch(2x = 1)+ n
2 x2 x

pour 1 < x.

) . mamouni.myismail@gmail.com
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Exo
> ) e ) - , Chercher les solutions développables en série entiére des uations suiv-
® Equations differentielles linéaires d'ordre 2. antes et résoudre complétement ces équations.
- 4xy%0 2y%+ ox?y = 0. * Indication: n(n 1)a, +
Exo ) N . * Indication: 2n(2n (n+ 1)a, = 0.
Résoudre les équations suivantes : 3an= 9a, 3 5 00 o 5
° X + 6xy " +(6 x =
13 - y90 yO &y = & (poseru = &). - xy%% 20 xy= 0. i/ y+( )y
* Indication: y= €&+ ¢ +me €. *  Indication: n(n + . NN .
Van = a, o Indication: (n+ 2)(n

-y ex+ % yO+ 8x%y = x* (poseru = x?). ® 4xy%% 290 y= 0. 3an = an 2

2 *  Indication: (2n + + x(x  1)y°% 3xy%+ y = 0.
. o 24 2x+ 3 - o
Indication : y = | € + T D(2n+ 2)an+1 = an. * Indication: nags+; =
4 ~ yO%% xyO+ 3y = 0. (n+ Day.
® x(1 2Inx)y°%% (1+ 2Inx)y° Y = 0 (chercher une solution de la
forme y = x?).
* Indication : y = | x2+ min x. ==
~ x?y00 2xy%+ 2y = 2+ 2x3sin x (poser u = In Xx). Résoudre les équations suivantes :
* |Indication: y = ax+ bx*+ 1 2xsinx.
00 )(/) ) ) ] ) 13 = yo0 2y04 2y = xe. *  Indication: 'y =
° x(x+ Ly~ y° 2y = 3x° (chercher une solution de I'équation ho- * Indication - - (x+ inxin tan X+ | N
mogéne de la formey = x?). n-y = sinxin tan 5 CosX
o - _ ) ) acosx + bsinx)€’. msin x (variation de la con-
* Indication: y = x“Injx+ 1j+ | x“In x5 AmE yo0 4y0+ 4y = 2(x 2)€. stante avec sin).
* ication: y = o 00, 2,0 _x 1
2,,00, 0,4 2y, — _u Indication : y (ax+ y00 3y04 oy = 2T X,
+ Xy Axyt+ (2 x°)y=1 posery 2 by + 2xe. ’ a 2
o 1+ achx + bshx 00 0 Indication: y = (I +
* Indication : y = 2 . ®y 4y” + 13y = Injxj)e X+ me .
2 00, .0 i . 10cos X + 25sin . 00, .. _ .
2 (x“+ )y~ xy yp: 1 (chercher les solutions polynomiales). N Indication : & y + y "+ y = P(x) ol Pestun
L : - olynébme.
* Indication: y=1 x2+ 3+ nx 1. X i P
Y ¢ (acos?x_ + bsin3x) + * Indication: y = | cosx+
2C0S X + sin 2x. ¥ 2n)
— o0 . _ msinx+ g ( 1)"P“V(x).
y°+ y = cotanx. =0

) . mamouni.myismail@gmail.com
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Exo
On considére I'équation différentielle :
2y0
00, 4Y -
13 () y™+ o Y 0.

- On pose z(x) = y{x) + L)):)

1) sur z déduite de ( ).

L z
* |Indication : 2%+ = = 0.
gx

. Ecrire I'équation différentielle (d'ordre

- Résoudresur] ¥ ,0[et]0,+¥ [I'équation en z, puis ().
ax+ b
shx °
® Parmi les solutions trouves, quelles sont celles prolongeables en 0 ?

On note yq la solution de ( ) telle que Ii'moyo(x) = 1.
X1

* Indication: y =

0
X - q
Démontrer que Yy est de classeC' et que % admet une limite nie

en 0.
En déduire que yg est de classeC? sur R.

Est-ce que l'aire comprise entre la courbe de yg et I'axe des abscisses
est nie ?

Exo
SoitE= C*(R,C)et F: E ! E
f 70 g:t7! £+ tf(b).
13 - Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de F .

. )
* Indication : spectre = C, f, (t) = e "2,
- Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de F 2,

* Indication: Pour | 6 0,F2(f)=12f() f=af +bf .
Pourl = 0,F%(f)= 00 f(t) = (at+ b)e /2.
® Résoudre 'équation : yo% 2xy%+(x?> 1)y = 0.
* IndF;c_ation: F2(y) = 2y | y = etR acos(tpﬁ) +

bsin(t 2) .

Exo

Exo

14

Exo

14

On désigne par y la solution de I'équation différentielle  y°% x y%+ y = 0,
avec les conditions de Cauchy y(0) = 0,yY0) = 1.

- Montrer que les drives de y vérient y(™ + xy(™ D+ (n 1)y 2 =

0, 8n 2.
- Calculer par récurrence les drives successives dey en zéro.
® Montrer que y admet le développement limité I'origine

_ 2x3  8x> ( 2)Kkt x2k+1 .
YO =Xt ke 0T
Lemme de Gronwall.
Soient f,g deux fonctions chtinues et a 2 R vériant : 8t
t
0, g(t) O et f(t) a+ f(u)g(u)du. Montrer : 8t 0, f(t)
Z, 0

aexp g(u)du .
0 Z ‘

* Indication : Considérer h(t) = a+ f(u)g(u) du et résoudre l'inéqua-

tion différentielle hYt) g(t)h(t) par la formule de Duhamel qui per-
met de résoudre une équation différentielle linéaire d'ord re 1, scalaire:

a(x)y*+ b(x)y = c(x).

Equations de laforme y” + a(x)y = b(x) .
les questions sont indépendantes.
- Soitf:R! RdeclasseC’telleque :8x2 R, f(x)+ f%) 0.
Montrer que : 8 x 2 R, Zf(x)+ f(x+p) O.
X

* Indication: f(x) = g(t)sin(x t)dt+ | cosx + msinx avec
t=0

g= f+ £
- Soit f de classeC? de R dansR telle que f(0) = f40) = 0 et pour tout
2 sh(x)?
. £0 + \
x  f98%)  f(x) TOR Montrer pour tout X : f(X) IOR
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Equations de la forme y” + a(x)y = b(x)
les questions sont indépendantes.
- Soita:R ! R* unefonction continue. Exo
a Soity une solution de I'équation y°% a(x)y = 0. Montrer que y Equations de laforme y” + a(x)y = b(x) . Soitab:R ! R con-

I+

s'annule au moins une fois sur R.
* Indication : la convexité de .

b  Soit z une solution de I'équation z°° a(x)z = 0. Montrer que
z = 0 ou bien z s'annule au plus une fois sur R.
* Indication : la convexité de z.
Soita:R ! R une fonction de classe C! croissante strictement posi-

tive et y une solution de I'équation : y°% a(t)y = 0. Montrer que y est
bornée au voisinage de + ¥

* Indication : on étudiera z= y?+ y@/ a
Soita:R* | R continue intégrable. Montrer I'équation y°% a(t)y =
0 admet des solutions non bornées sur [0, + ¥ [
* Indication : on commencera par prouver que si yi, Yy, sont deux so-
lutions alors le déterminant Wronskien de y; ety est constant.

Zéros entrelacés :

Soientr et qdeux fonctions continues dé nies sur | =[ a, b] telles que :
8x21,r(x) q(x).On considere les équations différentielles :

(E1) : y°% qy= 0, (Ep): %% rz=o0.
a Soity une solution de (E;) et xg, x; deux zéros consécutifs dey.
yo(xo) et yo(xl) peuvent-ils étre nuls ? Que dire de leurs signes ?

* Indication : On suppose y 6 0 sinon y n'a pas de zéros consécutifs.

Comme y(xo) = 0, on ay{xg) 6 0 sinony = 0. Ceci implique que
chaque zéro dey estisolé.
y(X)

z(x) )
yO(X) Cal

Soit z une solution de (E). On considére W(x) = %) -
culer WYx) etW(x1) W(xo).

* Indication: W°® = (q r)yz. W(xy)
yAx1)z(x1).

Montrer que z a un zéro dans ]xg, X1[ ou z(xg) = z(x3) = 0.

* Indication : Si z ne s'annule pas dans ]xg, x1[ alors WOest de signe

W(xo) = y%x0)z(xo)

Exo

tinues telles que :8x 2 R, a(x)

-

1 etx!llrp¥ b(x) = 0.

Montrer que toute solution de I'équation : y0+ ay = btend vers 0 en

+¥.
z X
* Indication:y = b(t)er® AM i+ y(a)e A avec A= aet

t=a
A(a) = 0.Commea 1l,onaA(x) x aetA(t) A(x) t x
pourt x.Onchoisitztelquez! +¥ etx z! +¥,.
On suppose 'Iim¥ b(x) = 0. Montrer qu'il y a une unique solution vy
X2

quitendversOen ¥. 2

X
* Indication : l'intégrale b(t)er(® A dt converge et fournit
¥

une solution nulleen ¥ .

Equations d'Euler . Ce sont les équations de la forme : at?y°t) +

bty{t) + cy(t) = 0ol a,b, ctrois réels aveca6 0 etl unintervalle de R. Soit

-

On se place dans le cas ol = R, . Poserz(t) = y(€), montrer qu'on
se ramene a une équation différentielle du second ordre a coef cients
constants que I'on précisera.

Dire comment résoudre E dans le casoul = R

8t2 R t2yO%ft)

Résoudre I'équation différentielle : tyQt)+ y(t)= 0

constant sur cet intervalle. Lexamen des différents cas poss)blés @mouni.myismail@gmail.com
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Exo

14

Exo

14

® systemes différentiels lineaires.

X, Y, z sont des fonctions de t. Résoudre les systémes suivants :

€, ,
y = y+ z+ sint

T 0= y+ 3z

* Indication : )
3cost 13sint
y = +

25
(at+ b)e*,
4 cost
25

3sint
zZ = +

%at+ a+ b)et.

>2x0= x+y z

- >y0: 2x+y 2z
0= 2x+ 2y + z.
* |ndication :
x = (a+ bt+ ctd)é,

Cc

y= a+ 2 +(b+ Qt+ ct? €,

b+ c

+(b oOt+ct?® €.

Z=
8
2 x0= 2X+y+z

®>y0:x y z
- 0= X+ 2y + 2z.

* Indication: x = (b+

o) +(a+ b+ o),
y = :_ZL( a+ 5b+ 3¢)

2(b+ c)é + %(a+ b+ c)é,
7= %(a 5b 30)+ 3(b+
oé %(a+ b+ c)e.

zxoz 2X+ z+ sht
JY =x y z+ cht
" z°= X+ 2y+ 2z cht.

* Indication: x = (at®+

(a+ b+ %)t+ a+ b+ o)é,
y = (at?+(b a+ %)t+
a+ o)é %e 'S )
z=( at?+(a b E)t

oé + :—Zle y

X,Y, z sont d(es fonctions de t. Résoudre le systéme suivant ;

(t2+ 1)x0= tx + y+ 2t2
(t?+ 1)y%= x ty+ 3t
* Indication: y = (t2+ 1)x° tx

1

212+ 1=) (2 + 1)xO% 2tx°  2x = 6t.

Résolution par DSE : x = a(1+ tarctant) + bt+ tIn(1+ t?),y = aarctant +

b+ 1+ In(1+ t?).

W

Exo

14

Exo

14

Exo

14

X, Y, z sont des fonctions de t. Résoudre les systémes suivants :

8 0
2X = 2y+ 2z

- >y°: X+ 2y+ 2z
- 0= X+ y+ 3z

* Indication :

x = 2aé +(2gt+ 2b
9)é",

y = (gt+ b)e*,

z= aé +(gt+ b)e.

Youy=2
%+ 2z=y 1.
* Indication :
y= 1+1&'+m,
z = 1+1(1+ aét+
nm(1+ b)e™,
"5

+
a = 37'[) =

® Equations différentielles non linéaires.

Soitf: R ! R de classeC! strictement positive et y la solution maximale
dé nie sur ]a,i)[ du probléme de Cauchy : y°= f(y), y(xo) = Yo. Montrer
+ ¥ t
ueb= xp+ ——etque lim X)=+ ¥.
4 0 t=yp f(t) d x! beta y( )

Equations variables séparables

= y0=y(1+y).
* Indication: y = 1+
1 IeXOUy: 1.

- y0: sin x cosy.
* Indication: 'y
2arctan(l e ©°5%) % [Pl
P- q
® 2yy’ x= y2 1.

*q Indication: vy =

1+( x+1)2o0uy =

) . mamouni.myismail@gmail.com
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1+ xy%= ¢, condition ini-
tiale :y(1) = 1.

* Indication: vy =
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X

X
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Equations homogeénes

y

15 Ce sont les équations de la forme yo = . On cherche la solution

générale sous la formey(x) = xI (x). Résoudre :

q
-y xy¥= x2+y2 ® (x2+y?)yo= 2xy
* Indication: y = * Irbdlcatlon =
2y2 1+ 4 2x2 _
1 14x of _
— 120 2] y
) y0: Xy B X ou yo— 0.
x+y’ (x+ y)y’= 2x .
p Indication: y = X * Indication: y = = x
2x2 L ouy = x( 1 | +3x2ety = x( 1
pi) p_)

Exo )
Equations de Bernouilli
15 Elles sont de la forme : y? = a(x)y + b(x)y?, pour résoudre ce type déqua-

tion on utilise le changement de fonction : z= y* 2. on se raméne alors une
équation linéaire du 1 " ordre. Résoudre :

- x3%+ y+y2=0. 0.

- Y%+ xy = x5y Y, Indic%ti_on:y:((p§+
® xy%+ y= xyS. 2%+ 1e *)%
* Indication: vy

£ xy%+y = (xy) 2.

1
pﬁ ouy= 0. * Indication: vy =
1 2
_ 2x2 S W = 0.
ey = 25, o owy=o

* Indication: 'y = 2

: 0= y(3xP+y?),

* pIndlcatlon y =

[
fx2+ .
X2

o

0 y+(x+ 2 %Py= piouy 0

Exo 3
Equations de Riccati

15 Elles sont de la forme :y%= a(x)y?+ b(x)y + ¢(x) ; pour résoudre ce type

déquation on utilise le changement de fonctions : y = yp+ z ou yp une solu-
tion particuliére a trouver, et on se raméne ainsi a une équation de Bernouilli.
Résoudre :

- 1+ x3 YO = yP4 Xy 4 ® x2(yO+ y?) = xy 1.
2X. *

X |k

Indication: y =

0 2

- Yty uy=

X <

XN|'_‘
o
X |

xInjxj+ | x °

Exo 3 o
Etude qualitative.

15 Soit x la solution maximale du probléme de Cauchy : x°= cos(t) + cos(x),
x(0) = x02]0,p[.

Montrer que x estdé niesur Ret :8t> 0, 0< x(t) < p.

Etude qualitative.

Justi er I'existence de vy la solution maximale de I'équation y0 = x3+
y telle que y(0) = a> 0, etl =] a, b[ son intervalle de dé nition.
Montrer que Yy est strictement croissante au voisinage de 0.

* Indication : y(0) > 0=) y%0) > 0.

® Montrer que y est strictement croissante sur [0, bl.

* Indication : Si y°> 0 sur]0,g][, alors y(g) > 0 donc yYg) > 0 et
reprendre le méme raisonnement précédent.

" Montrer que b est ni.

=
o1
1

0
* Indication: y° y3=) 1 %,pUiS integrer.

o

En déduire que |lim (x)=+ ¥.
xb Iy
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Exo

15

Exo

(

. 00 siny =
Etude de I'équation y“rsiny =0
y(0=0y40)=a o
- Soity la solution maximale. Justi er son existence et unicité, pu is que
@
y7 cosy= C=a’ 1.

- @& Montrer que y est dé nie sur R.

b Montrer que y estimpaire.
® On suppose icique C> 1.
a Montrer qu'il existe un plus petit T > Otelquey(T)= 2p.

b Montrerque : 8t2 R, y(t+ T) = y(t)+ 2p.

9n suppose icique 1< C< 1:0nposeC =
X

o du
o 2(cosu

cosq, et F(x) =

cosq)

a Soit amaximal tel que y{t) > 0 sur [0,a[. Montrer que y(a) = q
etF(q) = a

b Montrer que y est 4a-périodique.

° EtudierlescasC= 1,C= 1.

Etude qualitative.
= Justi er I'existence des solutions maximales de I'équatio n y0: x #.
Soit ]a, b[ l'intervalle de validité d'une solution xe y.
- Montrer que y est décroissante puis croissante.

® Montrer que y est dé nie jusqu'en + ¥ et que sa courbe représentative
admet une branche parabolique horizontale.

Montrerque a6 ¥ etque !im y(x) = ¥.
X a

* Indication : Pour x < 0,y%< & =) y% Y> 1.

Exo

15

Exo

15

Etude qualitative.

On considére I'équation : y9 = 2ty + y2, y(to) = Yo. Soit'y une solution

maximale.
- Montrer que y = 0 ou bien y ne s'annule pas.
- Onchoaisit yg > 0,tg < 0. Soit]ty, t5[ le domaine d'existence dey.
a Montrer que si yg
[to. tal.

b Montrer que t; =

2to, alors y est strictement croissante sur

¥ . (sinon, y et y?seraient bornes sur]ty, to].)

C Donner l'allure générale de la courbe de .
exp(t?)

d Résoudre I'équation en posant z(t) = o)

Résolution approchée de y°= f(y,t), y(a) = yo sur [, b] par la méthode d'Euler.

Principe :  On suppose que f est bornée parM etjf(y,s) f(z1)j

tj). On divise [a bl ennintervalles [a, & 1], & = a+ kb a

K(y

n
et on approche la solution y par la fonction z, continue af ne par morceaux
dé nie par :

Zj+js

z(a) = Yo
sur Jay, a1l, 2°= f(2(a), a0.
- Soit # = jz(a) y(a)j. Montrer que : 8 t 2 [ay, &+ 1]

2(t)]  KPA(M + 1)+ ( 1+ Kh)# h= %‘ .

jy(t)

- Endéduirequesupjy zj (M + 1)(® 3 1)%‘_
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ﬁ Fonctions holomorphes

Soit f(z) = & anz" une série de rayon R > 0 telle que pour tout z 2 D(0,R)
ona f(z) 2 R. Montrer que f est constante.

Soit U un ouvert connexe non vide de Cet f : U !
Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

C holomorphe.

(a) f est constante,
(b) Re( f) est constante,
(c) Im( ) est constante,

(d) f est holomorphe sur U,
(e)jfj est constante.

Exo

Soit U un ouvert connexe de C, (), une suite de fonctions holomorphes
dans U, convergeant uniformément sur tout compact de U. On note f la

16 iimite des fn.

= On suppose que fy(z) 6 0, 822 U, 8n 2 N. Prouver que, ou f = 0,
ou bien f(z) 6 0,8z2 U.

- On suppose que f, est injective pour tout n 2 N. Montrer que f est
constante ou injective.

® Soit g 2 N. On suppose que I'équation f(z) = 0 a au moins q+ 1
racines (comptées avec leur multiplicité) et que, pour tout n 2 N,
I'équation f,(z) = 0 a au plus gracines. Prouver que f = 0.

Exo

Etudier les zéros de la fonction f(z) = % . Est-ce contradictoire avec le

16 principe des zéros isolés?

Exo
Soit f holomorphe dans le domaine D = fz 2 Ctelque jzj > Rget f non
constante. Nous supposons aussi que ,Ilim f(z) < 1etquejfjestcontinue
+¥

16

sur D. Montrer que :

= jf(2)j admet son maximum sur Cg = fz 2 Ctelque jzj = Rg,
- lafonction M(r) = supjf(z)j est strictement décroissante sur l'inter-

z2C;
valle |R, + ¥ [.
Exo
Soit f une fonction holomorphe sur C. On suppose que Ref est bornée.
Montrer que f est constante.
Exo
Soit f une fonction holomorphe non constante sur un ouvert connexe U de
C.
16 = Montrer que si jfj posséde un minimum localen a2 U, alors f(a) = 0.
- Utiliser ce résultat pour prouver le théoréeme de D'Alembert -Gauss.
Exo
Soit U le disque unité ouvertet f : U ! U une fonction holomorphe.
Montrer que si f possede deux points xes distincts, alors f(z) = z,8z2 U.
166
Exo
Soit f entiére telle que Imaf(x) = 0 et Ref(ix) = 0, 8x 2 R. Montrer que
16_ f estimpaire.
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Exo

16

ﬁ Intégrales multiples & Formes différentielles

,{ Blague du jour }

Un jeune ingénieur vient d'étre engagé dans une grosse entreprise
multinationale. Dés son premier jour, il appelle la cafétér ia et crie
"Apportez-moi un café ! Et en vitesse !!!" De l'autre c6té, un e voix

Savez-vous a qui vous parlez, espéce de crétin? " " Non" répord le
jeune engagé. " Je suis le PDG, pauvre imbécile "

\.

répond :" Je pense que vous avez COmMpOSE une mauvaise extensin.

J

Suite : Le type lui répond alors en hurlant deux fois plus fort : " Et vo
[ raccroche son téléphone !

" Parfait !!! " répond notre jeune ingénieur intelligent et i

¥ Integrales dounies.

Calculer les intégrales doubles suivants :

7z )
- (x?+ y?)dxdyou D =(x,y)2 R?*telque0 x 1 yZ

ZZD n (o]
- x?ydxdyou D = (x,y) 2 R%telque0 x?>+y?> 1 .

z7°
® xydxdy U= f(x,y)telquex 0,y 0O, x+y 1g

u
2z X2 2
jxyjdxdy U=f(x,y)telque z + = 19

27" N

° (x®>+ y?2dxdy U= f(x,y)telquex 1,y 1,x+y 3g

zz2V

(1+ x?+ y?)dxdy  U== f(xy)telque x’+ y?> 1g
u

I+

)

~ Guido Fubini (1879-1943)|

\

Mathématicien italien célébre notamment pour ses travaux s ur les intégrales,
mais aussi les équations différentielles, I'analyse fonctionnelle et complexe,
le calcul des variations, la théorie des groupes, la géométrie non euclidienne
et la géométrie projective. Lors de la premiere guerre mondi ale, il s'intéressa
a des sujets plus appliqués, comme la précision de l'artille rie ; apres la guerre
il continua dans cette optique, appliquant les résultats de ces études préce
dentes, notamment en électronique et en acoustique.

“{ 1nol np ue!o!mwaqmw}‘

Exo zz

16 - D=fy Ox+y 1y
R x 1g,
f(x,y) = x?y.
* Indication : i
30
- D = fx?+y? R%g,
f(x,y) = x%y.
* Indication : 0.
X2y
® D = f; + ) 19,

mamouni.myismail@gmail.com

us, vous savez a qui vous parlez, espéce de gros batard ??? " " Non " répond le Directeur.

Calculer f(x,y) dxdy dans les cas suivants :
D

f(x,y) = X2 + y2.

*  Indication : %at(a2 +
b?).
2
= Y-
D = f0 X 1 49,

f(x,y) = x>+ y2

* Indication : 9—6
L35
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Exo
27z 27 o
Calculer f(x,y) dxdy dans les cas suivants : _ xdy
D - Calculer A = — . Y
D=fx?+ y2 1g, a(X.Y) = X+ y+ 17 0 X211(1+d);2)(12+ y p2
fix,y) = (x+ )F’J)Z- @2+ (x+ y)2_p * Indication:2A= =5 7)) A= o

I+

* |ndication : 5

D=fx2+y? 1g,
(x+y)?

X2+ yZ+ 1

* Indication: p(1 In2).
D=fx 0,y Ox+y

1ga
f(x,y)= x+y+ 1.

f(x,y) =

S 5
* Indication : 3
D=fix+yl Ljx i
1ga
f(x,y) = In(x+ y+ 1).
* |Indication:2(In2 1).

D=fx 0y Ox+y
Pg
f(x,y) = (x+ y)sinxsiny.
* Indication : 3_p
2

D=fixj x*+y?> 1g,
f6y) = (1+ X2+ y?)2
. .. 65p

Indication : 8
D=fx 0,y Ox+y
ag,

. 2 2
* Indication : Ta3.

D = fx 0,y 0,x? +
y> 1

q
f(x,y) = xy x2+ 4y2,

L 7
* Indication : 5

D=fx?+y?> 2y 0g,
f(x,y) = yexp(x®+ y?
2y).

* Indication: p(1 %).
D=fy?> 2px,x*> 2pyg,
X3+ y3

Xy

(eP 1)?

f(x,y) = exp

* |Indication: ———— (x

3
u?v,y = uv?).

D=f0 x 1,0 vy

f(x,y) = 1/ (1+ x?tan?y).
zP
* |Indication : 2 In(sint) dt
t=0
%In 2.

Exo

17

17

VA
] o P/4 In(2cod
- Démontrer la convergence des intégrales :B = M )
g=0 2cC0s3

z . Z
pl4 2 1
_ In(2sin q)dq, otD = Int dt.
g=0  2cC0S3 t=01 t2

® Démontrer que A = B (passer en coordonnes polaires dansA).
" Calculer B+ CetB Cenfonctionde D.

* Indication: B+ C = % B C= D.
° En déduire les valeurs de C et D.
* Indication: C = 3LZ D= p_2
T 32 8
z, N zz
Soit | = M dx. En calculant J = xdxdy avec
0o 1+x2 D (1+ x2)(1+ xy)
D= f(x,y)tg0 x 1,0 y 1gde deux facons différentes, trouver
wel = pin2
q g
X2 y2
Soit E I'ellipse d'équation P + i 1 (9; b < a), et E le domaine limité

par E et F, FOles foyers de E. Calculer | = , (MF + MF9 dxdy.
M2E

* Indication : On effectuera le changement de variable : x =  u2+ c2cosv,

p___
y=usinvolc= & b22pbh & %
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Exo
. %p/2 In(1+ cosx) ® Intégrales triples
17 - Montrer I'existence de | = ——=dx. :
Xx=0 COSX
zZ ; Exo
- Montrerque | = siny dxdyo D =[O0, B]Z_ Calculer le volume des domaines suivants :
p 1+ cosxcosy 2 p . . . . .
o - D estlintersection du cylindre de révolution d'axe Oz de rayon aetde
® En deduire la valeur de |. ) L7 la boule de centre O derayon 1 (0< a< 1).
At - o _ b P—:3
* Indication : Fubini, on trouve | = 5 * Indication: V. = 4%3(1 1 & ).
- D est lintersection de la boule de centre O de rayon 1 et du cone de
Exo Z,y , révolution d'axe Oz et de demi-angle %
Intégrale de Gauss : | = e Udt. 2p p_
0 * Indication: V = —(2 2).
17 = Justi er la convergence de cette intégrale. 3 i ) )
_ | de di 46 ® D est le volume engendré par la rotation d'un disque de rayon r au-
) F_’our "f‘>2 0 or; notez Da=[0,8] [0.4] et Cale quart de disque d'équa- tour d'une droite coplanaire avec le disque, situe la distan ceR > r du
tions :x“+y® &, x 0y 0. centre du disque (tore de révolution ou chambre air).
- Encadrer l'intégrale sur Dy de f(x,y) = e x* y? par les intégrales * Indication : V = 2p2Rr?.
de f sur dzezs domaines du type C,.
- Calculer f(x,y) dxdy en polaires et en déduire la valeur de Exo
b Calculer les intégrales triples suivants :
I 277
17 - (x> + y?)dxdydz oi D est le tétraédre de sommets
D
Exo zz , D éé% 1,0;B(2, 1,0;C(0,0,3,D(0,0, 3).
Calculer | = nydxdy oD=Tf(xy)tqy Oet(x+y)" 2x/3g. - Z%ydxdydzou D = f(x,y,z) 2 R3telque 0 x®+ y?+ 72 1g
I . 2 D
* : = = X+y. = &
17 Indication : Poser u = x,v = x + y. On obtient | T
Exo
= 77 Soit T upptere plein d'axe OzetderayonsR, r (R> r).
X0
Calculer | = (x?+ xy + y?) dxdy ou 18 Calculer T(X2+ y?) dxdy dz.
D

17 D=f(x,y)tqy Oetx®+y?> 2x Oetx’+y? 2y 0g.

o . . 3 11
* |Indication : symétrie + passage en polaires.| = Zp 5

— . L 1
* Indication : Passer aux coordonnées sphériques, on obtlentzp 2RI?(4R? +
3r?).
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72727 Exo
Calculer f(x,y) dxdydzdans les cas suivants : Calculer le volume intérieur au paraboloide d'équation x?+ y? = 2pzet
D 18 extérieur au cone d'équation x*>+ y2 = 1222 (p> 0,1 > 0).
- D=f0 x 1,0 y * Indication : 3 In2. * ication : V = 4p p°
1.0 z 1g, a Indication : V T
f(x,y,2) = ;3 ° D= fx?+y? R20 Exo p
(X‘; y+ g; 1) z ag, 5 s, ) Dans le plan Oxy on considére la courbe g d'équation polaire r = a cos2g
* Indication: ZIn > . ;(x,g,z); Xhy'tz 18 (a> 0, % q %). En tournant autour de Ox, g engendre une sur-
+
_ 2+ y7). face dont on calculera le volume qu'elle limite * Indication: on posera
- D=fx%+ y2+ 22 Rzg, N p R2&2 5 2
5 * Indication: ——(a"+ X = rcosg, y = rsingcosf, z = rsingsinf. On trouve —pp—_(3ln(1+
f(x.y,2) = p (a> 12 2
&2 x2 yz2 Z2 3R?). P-. P
2) 2).
R> 0). 2. 2 o
b ) R + D=fx“+y= 250 z Ex0
Inglcatmn :2pa‘arcsin a 19, 7 On coupe une demi-boule par un plan P paralléle sa base. Quelle doit étre
2pR @ R2 f(x,y,2) = @+ 2 la position de P pour que les deux morceaux aient méme volume ?
® D = fx 0,y 0,z X D y 18 * |ndication : hauteur = aRaveca® 3a+ 1= 0.
0,x+y+z 1g, * Indication : E(1 In2).
f(xy,2) = xyz e g2 2
* Indication : ——. 2 D= S+t 5 g, ® Integrales curvilignes.
" D=fx 0 0,z f(x,y,2) = x“+y~. = , . . e
O+ v+ iy ' 4p Soit P le plan rapport au repéere (O,T,T). Calculer 'aire du domaine délim-
XTyrz o A6 * Indication : ~—abda’® + ité par la courbe d'équation x%3 + y2® = &2/3,
f(x,y,2) = ———m. b2 & 18 L 3p
Exo (x+y+z+ 1)? ). * Indication : Formule de Green : A = —5
2727
189 - Caloer - s 50 " Qs e
D (1+ x222)(1+ y2z2) On considere les courbes planes :Q; : x° = 2qyetP; :y° = 2pjx. On
avecD = f(x,y,2)tqg0 x 1,0 y 1,0 zg. suppose 0< g; < g et 0 < pg < p,. Calculer l'aire du quadrilatére limité
* Indication : Intégrer en z d'abord, on obtient | = p In2. 184 rar P1.P,Q: et Q. 4
Z oy 2 * Indication : Formule de Green. A = — .
- En déduire arCtta”t dt. 3Pz P)(c )
t=0
* Indication: Intégrer | en x et y d'abord. On obtient | = Exo
+¥ arctanz 2 g Y Calculer 'aire délimitée par la courbe d'équation (y x)2= & x2
_ dz. * Indication : Formule de Green. A = p &.
ot 18
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