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et| lim f

X—00

/f

e Si f est continue par morceaux sur | un segment, alors il existe
une suite (¢, ), de fonctions en escaliers

qui converge uniformément sur | vers f. Ainsi NL (f — @n)
Sup | f (t) — ¢n(t) | = 0 quand n — oo.
J
Les applications f — f et f — % / f (t) dt sont linéaires, donc
J

pour la différence (ot x > 0) :

Sy S RV A
D’o

=f=¢n
F )= 2 [0 < LOINL( =)+
2
;()Nlo(f—fpn)

ot L(]) estla longueur du segment J. Par la convergence uniforme
sur J, pour tout e > 0, il existe un entier ng

telque :Vn € N, (n > ny) = (Nlo(f— ¢n) <

(LO) (1+2) N&(f — @u) <)

Pour un ¢ > 0, fixons donc un tel n = ny. Pour ce ng, puisque

L(J) (1+ %))

lim (Pno(

X—00

2
E/(Pno(t) dt, il existe un x tel
]

)+ g - 2 [gut e +2 [ g,
Pn(x) —;/]qon )dt‘

£) VR (B Odt' f(x

+

Mot

Former pour réussir

que pour tout x > xp on ait |@y, (x / Py (t dt' <e.

Pour tout ¢ > 0, nous assurons qu’il existe xop > 0, t. q. Vx >

0, (x>x) — ( f(x)—g/f(t)dt‘ <2€)

== [

donc 11m f(x

e Si f est continue par morceaux sur | = [0, o[, on peut reprendre
pour un € > 0 donné, le raisonnement de la

question II. 2. avec un A suffisamment grand pour que

q)//{t [ei7€a Edfﬁ(f Moprs :
]D [T r @ 1sinGode-2 [“ra

S0

/OAf(t)|sin(xt)|dt—%/oAf(t)dt
A ) 2 rA
JCEERIE =y AOL

Pour ce A ainsi choisi, avec le segment |’ = [0, A] et le résultat
ci-dessus, il existe x tel que
—) 8) |

el
<

<

Vx>0, (x > xp) =

(’/ £t |smxt|dt——/f
)—E/f(t)dt‘<<2+
=~ [fd

etalorsVx > 0, (x > x9) = (‘f (x

lim f (x

Et on a donc assuré de méme que
X— 00
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Devairl ibre . . .
Q Suites et séries de fonctions

Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866)

~— Blague du jour \ .

Cinq ingénieurs et cinq commerciaux se déplacent pour
aller a un salon. Chacun des 5 commerciaux va acheter
un billet de train. Les ingénieurs n’achétent qu"UN seul
billet. Les 5 ingénieurs vont s’enfermer dans les toilettes
juste avant que le controleur n’arrive. En passant, le
controleur voit que les toilettes sont occupées. (voir la
suite en dessous)

ysis and differential geometry, some of them enabling the
later development of general relativity. His father was a poor
Lutheran pastor who fought in the Napoleonic Wars. His

tion abilities, from an early age but suffered from timidity and a
fear of speaking in public.

German mathematician who made lasting contributions to anal

mother, died before he had reached adulthood. Riemann exhib-
ited exceptional mathematical skills, such as fantastic calcula;

h[.mo[ np uappewaquj—’

N J
: Il frappe a la porte et demande : "Votre billet, s’il vous plait!". Les ingénieurs glissent Le billet sous la porte. Le controleur est satisfait
et s’en va. Les commerciaux sont bien stir extrémement vexés que les ingénieurs leur ont encore une fois fait la lecon. Pour le retour (voir
prochain DL)

® Probleme I : Exemple ¢ étude a Soit u: 0,4+ — R Montrer que la suite
x — u(x)=1

de fonctions (1), >0 converge simplement vers u sur |0, +00]

Soit (1, ) 1a suite de fonctions définies sur |0, +oo] par up(x) = x etque:Vn € N,Vx € R,0 < u,(x) <1
£ . o\ 2/ uy(
pour tout réel x strictement positif. u,(x) = T un ) pour tout a Soit (Uy) la suite de fonctions définies pour tout entier
entier naturel n , pour tout rel x strictement positif. naturel 1 sur |0, +oo[ par : U, = ui
n
- . . . 1 u x
O Etude de la convergence simple et uniforme de la suite de + Un(x) Wi € N,V €]0, +oo].

i Montrer que : U, =

2/U,(x)

fonctions (uy),>0 :
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1
ii En déduire que : |U,11—1| < 5 |Un(x) —1|,Vn €
N, Vx €]0, +ool.
iii Montrer que la suite de fonctions (U,) converge sim-
plement vers u sur |0, +oo| et que la suite de fonctions (U,)
converge uniformément vers u sur tout compact de |0, +oo| .

iv En déduire que la suite de fonctions (u,) converge
uniformément vers u sur tout compact de.
O Soit (vy,) la suite de fonctions définies sur |0, +-oo[ par :
1+ v,(x)
2
a  Soit x un rel strictement positif Montrer que les suites
(ttn (x)v5(x))n et (vn(x))n sont adjacentes.
On définitalors : f: ]0,+00] — R .
x —> f(x) =limovy,(x)

Vn € N,Vx €]0, +o0[, v9(x) =1, v,(x) = vy(x)

b Montrer que les suites de fonctions (1,0, ), €t (v,)n con-
vergent uniformément vers f sur tout compact de 0, oo] .

¢ En déduire que f est continue sur |0, oo|.

® Probleme II : Fonction { et 77 de Riemann.

Soit {(x) = ¥ e
n=1

0 Déterminer le domaine de définition de (.

O Montrer que ( est de classe C* sur ce domaine.

0 pourx >0 :7(x) = )

Mo

Former pour réussir

Prouver que xl_l>r_£loo C(x) =1

(o]
Indication : majorer Z — par comparaison une intégrale.
2 1
n=

Prouver que lim {(x) = +o0
x—1

n——400

Soit y = lim (%—i—---—i— —ln(n)).

x
n
= (1 1 ,
Montrerque'yzl—l—z E—i—ln 1—E puis que 7y =

el -1
1 kg P

a Décomposer en éléments simples sur C la fractions ra-
1

tionnelle : F,(X) = AT X/ =1

b  En déduire pour x € R* : cothx = —
1 1 & 2x

e 2% —1 _E—’_k;xz—kkznz'

¢ En déduire la valeur de {(2).
= (-1
n=1 n .

a FEtablir pour x > 1 :77(x) = (1 —279)7(x).

b Endéduire {(x) ~ % pour x — 17,
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1
¢ Montrer que {(x) = St (1). On remarquera que

-1
1 _/+°°dt
x—1  Ji=1 ¢
2 (=1)"Inn

¢ En déduire la valeur de Z
n=1

n

> 1
0 Déterminer le domaine de définition de {(x Z prd

O Soit s > 1. Exprimer apres avoir justifié son ex1stence, la
—+00
somme ) ————
S
= (2n+1)
0 Montrer que { est de classe C* sur ce domaine, en déduire
ses dérivées successives.

en fonction de {(s).

. =1
O Prouver que x1_1>rfoo {(x) = 1. Indication : majorer ) _ ¥ par

n=2
comparaison une intégrale.

O Prouver que lim {(x) = +o0
x—1
O Montrer que la fonction { est décroissante et convexe sur
]1, 4-o0[. Tracer la courbe de (.
0 Montrer qu’au voisinage de +oo, on a {(x) = 1+2" "+

0(277).

U Constante d’Euler : Soit < définie par: ¢ =
: 1 1
nlfi‘oo(ﬁ‘“*ﬁ‘l“(”))

Montrer que 7y existe et que y = 14 ) (E +1In (1 — E)) —

-1
1 kg 7

a Décomposer en éléments simples sur C la fractions ra-

1
i lle : F,(X) =
tionnelle n( ) (1—|—X/n)”
1
b  En déduire pour x € R* : cothx = 1
1 1 & 2x
o2t _ 1 —;-l-Zm'

k=1
¢ En déduire la valeur de {(2).

Fonction étade Riemann : Pour x > 0 : 75(x) =
n 1

a Montrer que 7 est définie et continue sur |0, 4-oo[.
b Etablir pour x > 1 :7(x) = (1 —2'7%)Z(x). En déduire
1

Z(x) ~ —— pour x — 1t

¢ Montrer que {(x) = ﬁ + 9+ (1). On remarquera que

1 /+°° dt
X — 1 - t:]_ tx ’
2 (=1)"Inn

¢ En déduire la valeur de Z -

n=1

d Donner un développement asymptotique a deux termes
de Z(s) lorsque s — 17.
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+o0
e Montrer queVs >1,((s) = [ [(1— p,S) L ou2=p; <
n=1
p2 < .. < pn < ..les nombres premiers.

f DPours > 1, la série Z p,, " est-elle convergente ? La
n>1

série Y_ p;, ! est-elle convergente ?
n>1
Pour tout entier naturel n on note ¢(n) le nombre d’entiers
naturels plus petits que n et premiers avec n, dite fonction
indicatrice d’Euler. Montrer que Z ¢(d) = n puis que pour
d|n

toutréel x > 1: z q)éil) = C(g(;)l)

1
Soit u définie par u, , = o pour tout p > 2etq > 2.

a Montrer que la suite u est sommable et calculer sa

somme.
—+o0

b Prouver lidentité suivante : ) ({(q) — 1) =
q=2

A la prochaine

.

Mot

Former pour réussir

+oo —|—ool
;;1 ,EE_l =1

Calculer les sommes suivantes, apres avoir justifié leurs exis-
tences :

Dt Z L

a Y. c

2.2
et PT (pa)c (N2, png—1 Pl
0 Indication : A = 7(2)2 O Indication: C =
(@) A/l(4) = 5/2
b 1 oo too ¢
2 10 PO
(pg)e(N*)%,plq ==
O Indication: B = o
C(2)C(4). 0 Indication : —§§(3).
sE(x)

est inté-

Soit s > 1. Montrer que la fonction f : x — oS

—+o00
grable sur [1, +oo[ et que : f(t)dt =Z(s)
1
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w Corrige : I’r. Deyris, rance

n

1. Le rapport 7 tend vers 0 quand # tend vers +oco si [t| < 1, et

n—+
diverge si |t| > 1 :le rayon de convergence de la série entiére est

donc 1.

2. L'égalité est claire pour t = 0. D’autre part, on sait que, pour
400 (_1)k+1tk

tout t € |—-11[, In(1+¢t = ) . On en déduit

k=1 k
. 400 (k—1
11r1(1tL t) _ Z tT pour t non nul dans | — 1, 1], ce qui donne
k=1

le résultat demandé en posant n = k — 1.
On peut aussi dériver tS(t) pour obtenir le résultat.

3. En tant que somme d’une série entiere, la fonction f = —S est de
classe C* sur | — 1, 1]. Les théoremes usuels montrent que f est de
classe C* sur | — c0,0[. L'intersection de ces deux intervalles n’é-

tant pas réduite a un point, cela montre que f est de classe C* sur
la réunion des deux, soit sur | — oo, 1].

4.0naln(l1—t) > 0sur] —o0,0[ etIn(l —#) < Osur]0,1[. Dans tous
les cas (y compris en 0), on a donc f(t) < 0.

Partie IT

1. Puisque f est de classe C* donc continue sur | — o0, 1], les résul-
tats sur l'intégrale fonction de sa borne supérieure montrent que

X
L:x— — / f(t) dt est de classe C! sur cet intervalle, et que sa
0

dérivée est —f. Puisque cette dérivée est de classe C*, L est elle
aussi de classe C*.

2. Montrons que f est intégrable sur [0, 1[. On sait déja qu’elle est con-
tinue sur cet intervalle. D’autre part, f(t)y/1 — t a pour limite 0 en
1 (puisque v/uInu tend vers 0 en 0), donc f(t) est négligeable de-

vant g(t) = au voisinage de 1. Puisque g est positive et

%‘H
~~

intégrable sur [0, 1], f est donc bien intégrable sur [0, 1].

1
Par suite, L(x) a pour limite — / f(t)dt quand x tend vers 1 par
0
valeurs inférieures.

3.0n a vu que L a pour dérivée —f sur | — oo, 1] (question II-1), et
que —f est strictement positive sur cet intervalle (question I-4.).
Puisque L est de plus continue en 1, elle est donc strictement crois-
sante sur | — oo, 1].

4. Puisque f est la somme d’une série entiére sur | — 1, 1], on sait que
la primitive de f qui s’annule en 0 est la somme de la série entiére
obtenue en primitivant terme a terme celle de f, et que le rayon de
convergence de cette nouvelle série entiere est le méme que celui
de la série de f, c’est-a-dire ici 1.

+o0 xn+1 +o0 x"
Onendéduit Vxe|—-1,1] L(x)=) —s=) =.
nZO (n+1)2 n/;l n2

5.50it x € | —1,1[. On peut appliquer la relation du II-4 a x et —x,
10 4n + (_1)nxn
donc L(x)+ L(—x) = —_—
)+ 1) = P
termes de rang impair sont tous nuls ; donc
W 1 ()P 1
L(x)+ L(—x) = == = - L(x?)
Lgpr 2l 2 2
Puisque L est en particulier continue en 1 et en —1, on peut faire
tendre x vers 1 dans cette relation pour obtenir L(1) +2L(—1) = 0.

. Dans cette somme, les
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n

6. Pour tout x € [0,1], on a o <

1 L. . X )
2—2 Converge. La série entiere 2—2 Converge en falt normale-
n n

—, et la série numérique
nz

ment, donc uniformément, sur [0, 1]. On peut donc lui appliquer le
théoréme d’interversion de limites : compte tenu de la continuité
deLenl,ona

L(1) = lim L(x) =

x—1-

+o0o .1 +oo AN +o0 1

. X0 : X Ea
xg}—r;ﬁ—rgxgr}— n2 7;1112

Partie I11

.11 faut en fait supposer ici n > 2. Posons a = 2" ! ; soit ¢ : m —
m + a. Alors, a est pair (puisque n —1 > 1...) et 2" 1 44 = 27,
donc ¢ transforme les entiers impairs entre 0 et 2" ~! — 1 en entiers
impairs entre a = 2" et 2" — 1.

De plus, chaque entier impair b entre 2" ! et 2" — 1 a un unique
antécédent par ¢, b — a, qui est de méme un entier impair entre 0
et 2" 1 —1,d’ou le résultat.

. Puisque x est dans ]0,77/2[, il en est de méme pour x/2 et (x +
7)/2 ;les différents sinus apparaissant dans la formule sont donc
bien non nuls. De plus, puisque sin(u + 77/2) = cos u pour tout u,

on a
1 1

Sinz(%) X+7

2
sin?(X47) sin® (%) cos?(
en utilisant sin(2u) = 2 sin u cos u.

1

, donc est
sin?(7/4)

.Pour n = 1, la relation a démontrer est 2 =
bien vérifiée.
Supposons établi a un rang n > 1 la relation

221’1—1

271—1_1
1 . . . .
2 ) ( o 1)n) . Multiplions par 4 et appliquons la question
k=0 sin ST

précédente, en utilisant de plus sin(7r — u) = sinu pour la deux-
iéme somme :

o1 s | 1 2 1
27l = ) + )
. . n+l_2f_
k=0 Slnz < (2];:;12)7-[) k=0 Sll’lz (”73];1)”)

On vérifie alors que les nombres 2" — 2k — 1 sont les entiers im-
pairs entre 2" et 2" — 1, donc les 2k + 1 quand k décrit I'intervalle
d’entiers [2"71,2" — 1]. On obtient donc bien la formule cherchée
aurang n + 1.

.(a) On a sin”(x) = —sinx < 0 sur [0,77/2], donc la fonction si-

nus est concave sur cet intervalle. En particulier, la courbe est donc
au-dessus de la corde passant par les points d’abscisses 0 et 77/2,
qui est la droite d’équation y = 2x /7 ; cela fournit la relation de-
mandée.

(b)Si0 < k < 2" ! —1,alors (2k + 1)7‘(/2*“rl est dans [0, 77/2], on
peut donc lui appliquer le (a). Puisque tout est positif :

, 2((2k+1)7r) L4 (2k +1)%7? oit ( T )2 1

sSin
on+1 on+1 (2k+1)7
on+1

2 (2nH1)2

qui constitue le résultat demandé avec C = 7% /4. (c) Il semble que

le concepteur du sujet ait eu dans 1'idée d’utiliser un “théoreme de
convergence dominée pour les séries" (hors programme) : on trans-
forme la somme du 3. en somme infinie en rajoutant des termes

A
. i
nuls et on multiplie par (7r/2""1)? pour obtenir i Y g
k=0

On remplace ensuite chaque a; , par sa limite quand n tend vers
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+00, la majoration du (b) fournissant I'hypothese de domination
qui autorise ce passage a la limite.

A partir de 3., on peut déterminer la somme de la série de maniére
plus conforme au programme, de la maniere suivante : on vérifie

aisément que la fonction x — ——— — — est prolongeable par

- 2
smn-x X
continuité en 0, donc bornée sur |0, 7t/2]. Soit K majorant sa valeur
absolue sur |0, 77/2].

Soit n > 1. Notons A, la somme donnée en 3. (qui vaut 221y En

posant x; = (2k +1)7t/2"1, on a alors
2n n+1
2 1
Ay — ‘ ‘ — | <k2'!
‘ " k/;; ( T ) (2k +1)2 Z sinx; X7

Multiplions tout par (71 /2"1)?
A,;, on obtient

;en tenant compte de la valeur de

2 ol 2
‘ L Z 1 < K
8 = (2k+1)21 = 2143
On vient donc de trouver une suite extraite de la suite des sommes
partielles de la série Z 1/(2k + 1)?, qui converge vers 712/8 ;

sachant que la série converge, 77°/8 est donc la limite de la suite
des sommes partielles, donc la somme de la série.

+o0 1 +o00 1
.Classiquement, on a L(1) = ) — = ) S+
n=1 n p:l (Zp)

PR | L(1) &
Z 2 EI) + Z 2 1)2
7® /8, on en déduit que L(1) = 7>/6.
La question II-5 donne alors L(~1) = —*/12.

. Pour tout x € ]0,1[, posons M(x) = L(1 —x) + L(x) + InxIn(1 —

. La derniére somme valant

x). Puisque L est dérivable sur |0, 1], de dérivée —f, et que 1 — x est
dans cet intervalle, M est dérivable sur |0, 1], et, pour tout x € ]0,1],

In(1—x)

M/ (x) = —L'(1— Inl-—x) Inx Inx

x)+ L (x — = -

J LX)+ x l-x 1-—x x
La fonction M est donc constante sur |0,1] ; en prenant la limite
en 0, compte tenu de la continuité de L en 1, on voit que cette con-
stante vaut L(1), d’ou le résultat.

.En prenant x = 1/2 dans la relation précédente, on obtient

> (In2)?
12 2

2L(1/2) = L(1) — (In2)2 d’ou  L(1/2) =

. Notons [ I'intégrale proposée. On effectue le changement de vari-

able u 1—/21 —e ' s
_/ lnl—u) du :_/ (ln(l—u)+ln(1—u))du
1—u 0 u 1—-u

A ce stade, on peut justifier I’existence de I : la derniere forme est
bien définie, puisque la fonction intégrée est prolongeable par con-
tinuité au segment [0,1/2] ; et le changement de variable effectué
réalisait un C'-difféomorphisme entre les intervalles ouverts con-
sidérés.

In(1—
Le calcul est maintenant immédiat. La fonction u r(li — uL)l) est
la dérivée de u — — lnz(l —u)/2, donc
In?2 2
L1+ =5 =5
Partie IV
. Effectuons le changement de variable u = —t dans l'intégrale

définissant L(x), pour éviter les problémes de signes ; on obtient

L(x) = —/O_XWM.
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On a
Yy

/ du/u a pour limite +co quand y tend vers +oco. Donc, L(x) a
a

In(14+u)/u > 1/u pouru > e—1, et, pour touta > 0,

pour limite —oco quand x tend vers —co.

2.La fonction x — 1 — 1/x est continue et strictement croissante
sur |0, 1]. L'intervalle image est donc I’ouvert borné par les limites,
c’est-a-dire | — o0, 0[.

3. (a) Les fonctions x — 1 — x et x — 1 — 1/x sont dérivables sur
10,1[, & valeurs respectivement dans |0, 1] et | — c0,0[ ; puisque L
est en particulier dérivable sur ces deux intervalles, hy est dériv-
able sur |0, 1[. Pour tout x € |0,1] :

I (x) = —L’(l—x)-i—%L’(l—l/x) _ P 4

Inx 1 «x » 4
1-x 2x-1 "7 %
(b) Puisque x — —In?x/2 a pour dérivée x > —Inx/x sur
10,1], il existe un réel C tel que, pour tout x € ]0,1[, hy(x) =
—In?x/2+C. En prenant la limite en 1, on obtient C = 0, d’ou le
résultat demandé.

4. Dans la relation précédente, posons u = 1 — 1/x. Plus précisément,
pour tout u < 0, le nombre x = 1/(1 — u) est dans ]0,1[ ; on peut
donc lui appliquer la relation précédente, d’oti, en divisant par u,

1 1\ L 1., 1. 1,

Dans cette relation, le memblll‘e de ga%lbcl:he a pour limite 0 en —oo
par croissances comparées. Dans le membre de droite, le terme
L(1—-1/(1 —wu)) apour limite L(1) quand u tend vers —co ; le pre-
mier terme a donc pour limite 0 en —oo. Par suite, L(u)/u a pour
limite 0 en —oo.

5. Puisque L tend vers —co en —oco, mais que L(x)/x y a pour limite
0, la courbe a une branche parabolique de direction horizontale.

Partie V
1. L’équation homogene associée équivaut a xy’ + y = O sur J ; ses so-
lutions sont les fonctions f vérifiant xf(x) = K pour une certaine
constante K, ce sont les fonctions de la forme x —— K/x ou K est
une constante réelle.
L’ensemble des solutions est donc la droite vectorielle engendrée
par la fonction x —— 1/x.

2. On applique la méthode de variation des constantes : on cherche
les solutions sous la forme x — K(x)/x, ot K est une fonction
dérivable sur J. Apres calculs, on obtient I’équation (1 — x)K'(x) =
1.

Les solutions sur | sont donc les fonctions de la forme x ——
N 7., - —f(x) + L ou C est un réel quelconque.

On peut remarquer qu’il est bien plus rapide de résoudre en

réécrivant des le départ I’équation sous la forme  xy’' +y =

1—x

3. Les solutions de (F}) sont évidemment les primitives des solutions
de (&}), ce qui conduit directement a la formule donnée.

4. Pour obtenir une solution sur | — oo, 1], il faut raccorder une solu-
tion sur | — 00, 0[ a une solution sur |0, 1[ en 0.
Puisque L a une limite finie en 0, la seule maniere d’obtenir une
limite finie en 0 pour une telle solution est de choisir la constante
A nulle ; puis, pour que les deux solutions aient la méme limite en
0, il faut prendre la méme valeur de B de part et d’autre de 0.
Réciproquement, toute fonction de la forme L + B, ou B est un réel,
est de classe C* sur | — oo, 1] et vérifie I'équation sur cet intervalle
(puisqu’en particulier L'(0) = —f(0) = 1). Les solutions cherchées
sont donc les fonctions de la forme L + B, qui forment une droite
affine.
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Deyairlibre

® Equations de Bessel et 1a fonction Gamma

~ Blague du jour \

C’est un prof,pensant au glacon qui passe a 1'état de
vapeu, demande a ses éleves de prépas si tout le monde
a bien compris ce que c’est que la sublimation.

« Est-ce que vous pouvez me donner un exemple de
solide qui se transforme en gaz sans passer par 1'état lig-
uide ? »

Et du fond de la classe quelqu’un lance : « Les cigarettes
m’sieur ! »

\.

® Enoncé : CNC 2007, MP

Pour tout le probleme, on définit une famille d’équa-
tions différentielles (F)))cr+ par :

1 A2
+ " / -~
par "solution d’une équation différentielle”, on fait référence aux
solutions a valeurs réelles.

La partie I du probléme est largement indépendante des autres.

O Soit x un réel.

,{ Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846)

Astronome et mathématicien allemand, connu principalement
pour avoir effectué en 1838 les premieres mesures précises de
la distance d"une étoile et pour étre le fondateur de 1’école alle-

mande d’astronomie d’observation. Bessel est le premier a déter-

miner avec succes la parallaxe, et par la méme la distance d"une
étoile fixe. il émit, le premier, I'hypothése que les queues de
cometes pouvaient étre dues a une force répulsive et 1’existence
d’une grande planéte au-dela d’Uranus.

h[mo_[ np uapp,eulaqw]/\[]—‘

O Ftudier, selon les valeurs de x, I'intégrabilité sur l'inter-
valle ]0, 1] de la fonction
b el
O Montrer que cette méme fonction est intégrable sur 1'in-
tervalle [1, ool

O A quelle condition, nécessaire et suffisante, sur le complexe z

t

la fonction t = t* 'e”! est-elle intégrable sur l'intervalle

10, +-00[?

—+-00
0 OnposeI'(z) = / t*~le~tdt, zc CetRe(z)> 0.

0
O Soit z un complexe tel que Re(z) > 0 ; montrer que
[(z41)=2zI'(z).

HE mamouni.myismail@gmail.com

. 194 '



MAMOUNI.NEW.FR
5 M AMOUNEMY TS MATT

PROBLEMES CORRIGES-MP

-
-y

00 En déduire, pour tout réel &« > —1 et tout p € N*, I'iden-
tité
Fa+p+1)=(@+p)la+p—-1)...(a +1)T'(a+1).
00 Montrer que pour tout x >0, T'(x) > 0.

00 Calculer I'(1) et en déduire la valeur de I'(n + 1) pour
tout entier naturel n.

0 0O Soit z un complexe tel que Re(z) > 0 ; montrer
soigneusement que
+c0 (_1)n 1 +00
I'(z) = - o = te=t gt
z) 7;) n!' n+z i /1 ¢
+o0 (_1)11 1
O Montrer que la fonction z +—— Z A
o M n+z
définie sur la partie C \ {0,—1,—2,... } du plan com-
plexe et qu’elle y est continue.

est

La formule précédente permet de prolonger la fonction I' a
c\{0,—-1,-2,... }.

[0 Soient a et b deux réels avec 0 < a < b, et soitt > 0.
0 Déterminer max(t*~!,*~1) selon les valeurs de ¢.

0 Montrer que
Vx € [a,b], 0< 1< max(t1, 0.
0 En déduire que la fonction T est de classe C! sur R* et
donner l'expression de sa dérivée sous forme intégrale.

00 Donner un équivalent de la fonction I' au voisinage de
0.

Mo
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Soient A > 0, & un réel et 2 a,z" une série entiére, a coefficients
n>0

réels et de rayon de convergence R > 0. Pour tout x €]0,R[, on

pose

~+o00
Ya(x) = Y apx"te.
n=0

O On suppose que la fonction y, est solution de 1'équation dif-
férentielle (Fy) et que a9 # 0. Montrer que
a? = )2, ((04—}—1)2 —Az)al =0, et Vn>2, ((a+n)2 —/\z)an =

[0 On suppose que & = A et que la fonction y, est solution de
l’équation différentielle (F,) avec ag # 0.

U Montrer que

aol'(a + 1)
2%pIT(a+p+1)
O Les a, étant ceux trouvés précédemment ; calculer le

rayon de convergence de la série entiére Z apz".
n>0

VpeN, IZQP_HZO et ay =

0 Montrer que si 292" T(A + 1) = 1 alors

ey 1 X\ 2P A
Vx>0, yy(x)= = ,
Y E)p!r(AerJrl) (2)
puis donner un équivalent de la fonction y, au voisinage

de 0.

O On suppose que 2A ¢ N ;si p € N, on note le pro-
Fa+p+1)

F(zx-i—l) S1 & &€

duit (x +p)(a+p—1)...(a + 1) par
C\{-1,-2,...}.
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O En reprenant la question précédente avec « = —A, mon-
trer que la fonction

= 1 X\ 2p—A
e pg)plr(—)w—p#—l) (E)

est aussi solution, sur R, de I'équation différentielle
(Fp).

O Vérifier que la famille (y),y_,), d’éléments de C(R ,R),
est libre et décrire I’ensembles des solutions, sur R’ , de
I’équation différentielle (F) ).

PARTIE II1

Dans cette partie, on va construire, dans les cas A = 0 ou 1, une so-
lution z, de I'équation différentielle (F) ), définie sur R’ , qui soit
linéairement indépendante de la solution v, .

A- Ftude de (F)

On rappelle que
+o0 1
= 2p
Vx>0, yox) ;} (2pp!)2x .

—_—

Soit « > —1 ; on définit la suite azp(uc))p N Par la donnée de

ap(a) = 1 et la relation
2
agp () (& +2p)" = ayp—1)(a), p > 1 (1).
O 0O Montrer que, pour tout entier naturel p > 1,
P 1
ar, () = _—
2p(®) ,[[1 (a + 2k)2
[0 Onvoit bien que, pour tout entier naturel p > 1, les fonc-

tions az, sont dérivables en 0 ; on pose alors

dﬁlz P 1
b, = TJ(O) —ay,(0) et Hp= kzl%.
Montrer que, pour tout entier naturel p > 1,

1

v
O Calculer alors le rayon de convergence de la série entiere
Y bz
p

p=1
O O En utilisant la relation (1), montrer que , pour tout entier

naturel p > 1,

(Zp)sz +4paz, (0) = bp-1,
avec la convention by = 0.

0 En déduire que la fonction zp : x — yo(x)Inx +

—+00
) bprP est une solution de 1'équation différentielle
p=1
(Fy) , définie sur R
O Vérifier que la famille (v, z9), d’éléments de C(R”, R), est li-
bre et décrire I'ensembles des solutions, sur R’ , de I'équation
différentielle (Fp).

B- Ftude de (F)

On rappelle que
™ 1 X\ 2p+1
Vx>0, =N ——— |~
Soit « €]0,2[ ; on définit la suite (Czp({x))p oy Par la donnée de
co(w) = 1 etla relation

cop(@) ((a +2p)* = 1) = ey, 1y(a), p > 1 (2)-
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O Montrer que, pour tout entier naturel p > 1,

@@= g

k=1
On voit la aussi que, pour tout entier naturel p > 1, les
fonctions Cop sont dérivables en 1 ; on pose alors
dCz P 1
dy=—""1)=c,(1) et Hy=Y -.
p du ( ) Zp( ) 14 k_zl k
Montrer que, pour tout entier naturel p > 1,

(Hp 4+ Hp1 —1).

d, = —
P 2t p(p 4-1)!

Calculer alors le rayon de convergence de la série entiere

) dyzF.

p=1

En utilisant la relation (2), montrer que , pour tout entier
naturel p > 1,
(142p)* = 1)dp +2(1+2p)cap(1) = dp_1,

Mo

Former pour réussir

avec la convention dy = 0.

0O En déduire que la fonction u; : x —— 2yi(x)Inx +
—+00

) dpxzit7 *1 est une solution de 1’équation différentielle
p=1
1 1 2
Ty 2y (14 =)y =2, E
y'+ oy =1+ x2) y=1 (E1)

définie sur R7, .
0 O Montrer que I'équation différentielle (E;) possede une
solution vy, définie sur R, qui est de la forme v, (x) =

“+o00
» epx™ L.
n=0

O Vérifier que la fonction z; = v; — u; est une solution de
I’équation différentielle (F;), définie sur R7.
O Vérifier que la famille (y1,z1), d’éléments de C(R?, R), est li-

bre et décrire I'ensembles des solutions, sur R’ , de1’équation
différentielle (F).

A la prochaine
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® Corrigé : Pr. Taibi, CPGE Rabat, Maroc

1.

L’application ¢ ~ +*~le™" est continue sur ]0, +oo[ pour tout

réel x .

et ~ 1 donct s t* e
=0+

sur |0, 1] si, et seulement 1 — x < 1 soit x > 0.

a. Ona: est intégrable

b. Ona aussi t* let =
t—+o00

intégrable sur [1, +oo] .

1
(t_z)’ donc t — e ft¥ 1 est

z=1)In(t) ast continue sur

e @1 qonc
tZ—le—t

= e 6(
e—ttz—l

L'applicationn t + t* le™! =
0, 4o,

par la question 1°), I'application ¢ +—
sur |0, +oo[ si et seulement si R(z) > 0.

est intégrable

Quelques formules utiles :

a. Les applications t + t* et t — ¢ ' sont de classes C'

sur |0, +o0[ et que pour tout z € C tel que R(z) > 0,

ona: |e 't*] = e RE) -1 e 0. On applique alors
une intégration par parties a l'intégrale I'(z +1) =
+00
[ rear
0
+00
Tz +1) = /tze_z_ldt = [~ _ttZL o +
0

4.

+o0
z / t*~le~tdt = zI'(z) pour tout z tel que R(z) > 0
0

Pour tout z € C tel que #(z) > Oettoutp € N*,ona:
Tz+p)=T(z+p-1)+1)=z—p-1DI(z—p-1).
P p

Dou: [[T(z+k) = [[e-k-1)I(z-k-1) =

k=1 1 k=1
[[z—k) ri—I ['(z — k) et par suite :
k=1 k=1 .
p—
T(z+p) = IH(Z —k)I(z)
—1

Onprendz =a+1,0ona: R(z) =Ra+1) =
1 > 0 et par suite

R(a) +

[a+14+p) =

Pour tout x > 0, la fonction t — t* et

est continue et

+oo
strictement positive, donc I'(x) = / tle7tdr > 0.

0
Par un simple calcul, onaT'(1) = 1 et par b) pour « =0,
p=mn,ona:

n
In+1)=|[k=n!
k=1

Développement en série de I'.

a.

Soit z € C tel que R(z) > 0, on a: I'(z) =
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101] [1,+00]

. —t . (_1)71 n
Ecrivons e = 2 ~——t" on a alors:

= n!
o
)3
n=

(_1)71 pztn—l1
o
Si l'on pose f,(t) = (_71)7115””_1 our t €]0,1], on a:
p n - n! p 7Ll .
fn est intégrable sur ]0,1] pour tout entier naturel n et

que /]0[1} |f1’l(t)| dt S /]VOI” %dt _= l et puisque la Série

n!

tZ—le—t

1 . Z Z N\ Va4 Z

2 — converge, il en résulte par le théoreme d’intégra-
n!

tion terme a terme que

! i (e g 6 (1
tZ—]. —t t — / tZ+7Z—1 t <
/0 ¢ d Z n! 0 d Z n' z+n

n=0 n=0

(=D"

n' z4+mn

Posons f,(z) = pourn € Netz € CO\Z™ .
Pour n € NN, la fonction f, est continue sur C\Z~ (
fraction rationnelle en z )

pour tout z € C\Z™ et tout n € IN, on a: |f,(z)] =
1 1 1 1

ATtz < AT TR car |[n+ R(z)| < |n+z|,
donc Y | f(z) converge absolument et par suite ) _ f,
converge simplement sur C\Z ™.

Soit K un compact inclu dans C\Z~, et &« = d(Z,K),
onawa > 0car Z fermé et K compact. On a alors pour
tout z € K, ettoutn € N, |[n+z| = d(—n,z) > a,

5. Soit0<a<bett>0,ona:t”_1=e(

a.

1 1 11 1
donc |fu(z)] < W] < a Comme la série Zm
converge, il en résulte que 2 fn converge localement

uniformément sur C\Z", donc par le théoréme de conti-
—+o00

nuité la fonction somme 2 fn est continue sur C\Z" .
n=0

(e9)
On peut aussi montrer que Z fn est continue en tout
n=0
point zp de C\Z~ en effet: Comme C\Z~ est un ou-
vert, on a pour tout zg € C\Z~, il existe r > 0 tel
B(zp,r) C C\Z", on prend alors le compact K = B(zg, «)
et on termine comme avant .

a—1)In(t) )

Sit €]0,1],, alors In(f) < 0, donc (a —1)In(t) > (b —

1)In(t) et comme x— e* est croissante, on déduit que

771 > 91 Soit Max (71, #771) = 1271,

Sit > 1, alors In(t) > 0, donc 1 < t'"let par suite

Max(#71, P=1) = =1,

Conclusion finale : Pour tous0 < a < bett > 0,0ona :
Max(t”_l, tb—l) < tu—l + tb_l.

Pour t €]0,1], on a dapres a) 0 < <

Max (=1, #771) = 1771 = Max(#7 1, #71)

demémesit > 1,ona:0 < 1 < Max(tx_l,tb_l) =

tb—l — Max(t”_l,tb_l)

En conclusion : 0 < *~1 < Max(t*~1, 1) pour tout

t €]0, 00|

La fonction f : (x,t) + t* e~ est continue sur
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R x RY

L'application x + ¥~ le™ = ¢7el

C! sur R* et dcicf(x, t) = In(t)f(x,t) pour tout (x,t) €
R x RY.

De plus pour tout compact K = [a,b] C R} et tout
(x,t) € KxR%,ona: ‘%f(x, B < In(t)|e 1 <

In(t)| e ! Max(t*~1, 7)< |In(t)] _’f(t”’_1 1

et que la fonction ¢ : t — |In(t)|e {(t" L +¢ _1)

est intégrable sur RY car Vip(t) = Vit +

t'"De~tIn(t)] — 0. Pour t > 1, ¢(t) < (#71 +
t—0"

tDte t = (" 4 t0)e "

Donc par le théoreme de dérivation sous le signe inté-

gral, il en résulte que T est de classe C' sur I'ouvert R,
et que

= [ A bt = / () Eletdt
o dx’ 0 '

d. OnaTl(x+1) = xI(x) pour tout x > 0, et comme I est

continueen 1,ona lim I'(x+1) =T(1) =1, donc
x—0" 1

T(x) ~x—0t ;

*=1)In(t) st de classe

—+00
A>0, ae€R, yu(x)=) a,x"™

1. ag # 0 et y, est solution sur |0, R[ de 1’équation (F)) .

L'application x +— x" est de classe C® sur R’ et que

[e0]

x — Y a,x" est de classe C* sur |0, R[ ( somme d’une série
n=0

entiere ), donc y, est de classe C™ sur |0, R| (produit de fonc-

tions de classes C*).

(o] (o]
Par calculs: y,(x) = ax* 'Y ax" + 2 ) na,x"! =

o0

Z (lX + n)anxtx—i-n—l

Z w4 n)(a+n—1)ax* "2

Donc -
y, est solution sur ]0, R[de (F),) < Vx €]0,R[, — Z 1, x"
n=
—1—2 a+n)agx* ™+ Y (a+n
=0 n=1
& Vx €]0,R]
Z (n+a)? = A%)aux*" — Y.
n=0 n=2
& Vx €]0,R|
Y (n+a)> = A%)aux"— Y a,
n=0 n=2
On falt tendre x vers 07 obtenir a> — A% = 0 car agp # 0 et
]291,118 (« +1)%2 — A%)a; = 0 et une recurrence ((a +n)? — A
an = ap—2..

x = A, a9 # 0ety, estsolution sur |0, R[ de (F) .
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a. Ona:yy(x) =Y aux* ™ =x"Y" a,x". Onsait que (1)
n=0

C.

= n=0
(A +n)? = A%)a, = a,_, pour tout n > 2
Puisque . (A +1)> = A%> # 0 ,onaa = 0 et par

la relation (1), on a: ay,;1 = 0 pour tout €
| p+ p p
IN .et a3, = (A+2P)Z_A2a2(p_1) pour tout p €
Mex = i ame el
IN*. Donc ay = dy(—q) =
k=1 k=1 (A+2k)2 — A2 k=1 PN
P 1 p—1 p 1
a it:ay, = ap.
E(AHk)L)@E, 2k SOIL = fi2p E(AJer)Z—Az ]
Mais (A 4 2k)? — A2 = 4Ak 4 4k*> = 4k(A + k), d’'on

IEI 1 B IEI 11 IEI 1

i1 (A+2k)2—A2 S 4k(A k) 4Ppl i Atk
1 F(A+1)

22Pp! FA+p+ 1)

En conclusion :

VP € NN, azp

. ap 1”(/\—1—1)
S 22pIT(A+p+1)

oy x2P
Pour x > 0, on a:

ay(p 1)

1
(A +2p)2 + A2 x* 34 0 done le rayon de convergence
p—>+o0

R est infini .

On suppose ag2'T(A +1) = 1.

Mo
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+00
Ona: Vx>0, ya(x) = Y apx®t?
p=0
_ Jio a9 T(A+1) opa
LI T(A+ p+1)

4 +Z°° a0 F(A + 1) (E)Zp—&-/\z/\
=0 p!T(A+p+1)°2
©=1 1 X
= — e (5)*" car ag2
p;op!l"()\—i-p-i-l) 2
Equivalent au voisinage de 0 :
D’apreés les propriétés des séries entieres, on a :
| 1 1

L Xvop 0 L
r;)p!l"()\+p+1)(2) ot T 1)

Donc
1 X

AT
xS T D 2
3. On suppose ici que 2A ¢ IN .

a. D’apres la question 1 et 2) la fonction y_, est aussi solu-
tion sur R de (F,) .

b. Montrons (y,,y_,) est un systeme fondamental de solu-
tions sur R’ de (Fy) .
Soit (a, B) € R tel que ay, + By_, = 0.

Comme y,(x) 2 m(g))‘ et y_ (x) ~

=0t x—0t

1 X A
- . _ —
TArD2) wonaini o Oetyalo

+00, donc si 1’on suppose a # 0, alors en faisant tendre
x vers 0, on aboutit a une contradiction.
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On conclut que & = 0 et puis B = 0, donc les solutions
y) et y_, sont linéairement indépendantes .

(F)) est une équation différentielle linéaire du second or-
dre a coefficients continus et sans second membre, son
ensemble de solutions est donc un espace vectoriel réel
de dimension deux. En conséquence: ( y,,y_,) est un
systeme fondamental de solutions de (Fy) et que toute
solution sur R* de (F,) est de la forme:

y=ayry+py_, ou wapBcR

Partie III.

A- Etude de (Fy) :

Pour x > 0,ona:y(x) =}
=0

1

2p
@pt

n

1.

a. Pour tout entier k >

p
1 JJax(e)
k=1
[T e [ Lo donezy (@) = [
———— | | ap4_1), doncay,(a) =
k1 (Dé+2k)2 k=1 2=y ’ k=1
Orap(a) = 1, d’ou la formule cherchée :

1
mao((x).

P 1
ayy(a) = | | ——— pour tout p > 1.
g ,[[1 (a+ 22 P P
D’apres les notations de I'enoncé, pour tout p € N*, on
p
(=2)  In(a+

p 1
a:ag(a) = exp(kgln(m)) = exp =

p
2k)), donc: aj,(a) —Zﬁﬂzp(ﬂt) et puis
k=1
Pl
a'2p(0) = —2Zﬂa2p(o)
k=1
1
= — ) ;a2(0)
ok
= —Hp.llzp(O)
Or ay,(0) IEI ! L ( ! )2 donc
2 = = = ’ :
P L (2602 7 22 (p1)2 — \ 2p!
: 1\
by = a5,(0) = — 2051 Hp

Calcul du rayon de convergence R :

1 1
~ —Wln(p) = O(ZP—p!) car Hy, ~ In(p),
donc le rayon de convergence de la série entiere ) b,x”
est infini :

Onabpp

Ry =+

Pour tout p € N*,ona: (Zp)sz +4paz, (0) —(Zp)zazp(O) +

a3p(0) (—(2p)?F

Mais (2p)*a2,(0) = ay(p—1y(0), donc :
(Zp)sz +4paz,(0) = —azy(0)Hy, + 4pa2p§0)
—A2(p—1) (O)Hp—l_EQZ(p—l) (0) + 4pazy (

~

=0

by 1
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D’ou le résultat demandé .

L'application x — yp(x) In(x) est de classe C* sur R (
Opérations ), donc zg est de classe C* sur R”.. Pour tout
x>0,ona:

20(x) = yo(x) In(x) + ¥ by
p=1

1 > _
20(x) = —yo(x) +In(x) o (x) +2 ) | pbpx™~"
p=1
1 2
B = ) + 2 + @) +
2Y p(2p — 1)bpx* 2
p=1

Donc x%z( (x) + xz(x) — (x> +0)zo(x) = —yo(x) + 2xy

+yo(x) + 1

—x%1In(;

En tenant compte du fait que yo est solution sur R, de
(Fo) et de la question précédente, il vient :

x2zf (x) + xzh(x) — (2% +0)zo(x)
p=1

Mo

Former pour réussir

2xyo(x) + ) bp(2p)*x

<
o

(

4

Z 4p112p (O)XZP + Z b;
p=1 p=1

(o8]

p

= b0x2 =0
Ce qui permet de conclure .
1 X0 - 2
. ~ =) =11 byx? = 0 et
3. Comme yo(x) ~. 5773 v P Oe
lim In(x) = —oo,0ona:
x—0+

zo(x) ~ In(x).

x—0F
ceci permet de prouver ( comme a la question II 3.b) que les
solutions vy et zg sur R’ de (Fy) sont linéairement indépen-
dantes .et avec les mémes raisons que dans I11.3b), toute so-
lution de (Fy) est de la forme :

o(x) + ln(yC)EXﬁngx Jary &1 @P}QQSR)H’( H)éﬁa@%%stantes réelles arbitraires .
p=
) PR )2
1. . N p=1
)yo(x) — ;éb;bo%ﬂﬂout p € N*, ona:cya) = mcz(p_l)
, donc zﬁCZk(a) = f_[m;ﬁcz(k_l) et par
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p
suite cpp (w lk—I Gt 2k co(oc).
et comme ¢p(a) = 1, on dedulte que:

z 1
@@ =1 G
d

b. Pour tout p € N* d, = %czp(l). Comme

p
cop(a) = exp(— Y In((a+2k)*> — 1), on a: cy,(a) =
k=1
p
20420 ). Dod

Z (e +2k)2—1

_1
Poo2(1+2k) £ 1
dv = Z
p

1+2k 1H (o + 2k)% —

k1 k=

2(1 + 2k)
Z4k1+k§[ +2k)2 U
d 1 P 1 14
or E(1+2k)2—1 _E4k(1+k) _zTr’lk—Ik(l—i—k

~—

0420 11 1 11 1 11,
4k(k+1) k k(k+1) k 2%k k+1" 2%
2(1+2k) 1 ,
donc Z m i(Hp + Hp 41 —1). Dot le résultat
demande .

d, = H H -1
p 22p+1p!(p_|_1)( P+ p+1 )

c. Ona:

1
= H H -1 =
dP 22p+1p (P+1)( p T PJlrl 1)
ZA T o Y e i P

donc le rayon de convergence demandé :
Rd = 400

a. On a: Pour tout p € IN¥, ((1 +2p)? — 1) dp +2(1 +

2p)cap(1) =dp_1 . En effet :
par dérivation de l'identité cop(«) ((1 +2p)? — 1) =

C 22 pl(p+1)! Gp-1)(®), on a: c,(a) ((uc+2p)2—1> + 2(a +

ﬁ})CZP = Cz )("‘)

Poura =1, ona :
dp((1+2p)? — 1) +2(1 4 2p)cap(1) = dp_1

2p+1 gont

(o)

Il est clair que les fonctions y; et x — Z dpx
p=1

de classe C* sur R’} et par dérivation on obtient pout

toutx > 0:
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¥ug (x) + xuy (x) — 1+ Py (x) = <2y’1<x) In(x) 4 2y (x) - %m B (57 b pesn) n&;x%%))l(x) — w0+ L 2p 1)
p=1

X p=0
, ) e 2 & 4@p+1) o,
+x | 2¢1(x) In(x) + “y(x) + 21(210 + 1)dpx? = pl(p+ 1)1
P= 00
00 . 2
a4 <Z-y1(x) () + Y- dpxzp“) L
. PZZO o 4(2p
= 2In(x) (¥ () + x4 (x) = (1+ )y (x)) + ey (x) - Loy p+1 P
(o] (o] N——  —
+ Y @2p+ 1) = (1+x%) Y dpa?P ! =c2p(1)
p=0 p=0 ad ”
Comme y; est xsolution sur R} de (F), on a: +) (2p+1)* 1)
2yl (x) + xayj(x) — (1 4+ ¥*)yi(x) = 0 et donc p=0

= i( (2p +1)eap (1) +

(.

= 2x

On déduit alors que u; est bien solution sur R’ de (E;)

€0 = p—1
a. On pose u(x) -+ Z epx avec
Reo( Y epxP™t) > 0.
p=1
Sur J0,R[, on a: x*uf(x) + xuj(x) — (1 + x*)u;(x) —

2x — x? —+Z(p—1)(p—2)epxp_2 +
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X (x—i + ) (p— 1)epx7’_2> —2x =) (p(p —1)e, —
p=1 p=0
ep—2)xP1 — (eg +2)x — e; = 0. comme dans la question
ey = —2
we,ondéduit: { e =0 , ce qui

Vp>3,p(p—2)ep —ep1 =0
permet de conclure par une récurrence que: Vp € N,
€o

22Pp!(p +1)! = —2c7,(1)
et par suite R est infini et que u; est solution sur R’ de
(E1).

exp+1 = Oeteyp = careg = —2

b. (F;) est une équation différentielle linéaire sans second
membre associée a (Eq) et comme z; et 17 sont solutions
sur RY de (E;), il en résulte que z; — u; est solution sur
R’ de (F) .

Comme dans la question....., en étudiant le comportement des
solutions z1 et y; au voisinage de 07, on déduit que (y1, z1)
est systeme fondamental de solutions sur R’ de (F;), donc
toute solution sur R’ de (F;) est de la forme: y : x —
ay1(x) + Bz1(x) ot a et B sont des constantes réelles arbi-
traires .
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® Corrigé Probleme II : Pr. Patte

O Soit x €]0,27[. La fonction f +—

est continue

ch(#2) — cos? x
sur [0, +-oo[ et équivalente en +o0 a 2¢ ", donc intégrable sur
[0, +-00] et a fortiori sur |0, +-oo|.

1
O Soit x €]0,27[. Alors, sur [1, +00[, 0 < h () —cosx <
1
. C t +— ——— est inté-
()~ 1 omme ()~ 1 est inté

grable sur [1,+co] (méme preuve que pour l'ex-
istence de I(x)), on obtient l'encadrement 0 <

oo dt +o0 dt
< — . Donc la fonc-
/1 ch(#?) — cos? x /1 ch(2) — 1 onc la fonc

oo dt
tion x — / est bornée sur |0, 27t].
1 ch(#?) —cos?x

I
0 Au voisinage de 0, ch(t?) = 1+ 5t o(th).
t4
— +1—ch(#?)
On en déduit 2

— ——. Donc t
th 6
5 (eh(2) 1)
4
— +1—ch(#?)
t24 est prolongeable en une fonction con-
5 (ch(t?) —1)

tinue sur [0, 1].

[0 Les deux intégrales existent (par continuité des fonc-
tions sur [0, 1]).

t4
/1 dt 1 dt B 1 E +
ch(#?) — cos? x _/ 4 B / t4
0 ch(f) 145 —cos?x * (14 % — cos?
2 2
t N
< [ 2
"1+ £ cos?
2
4
1 ~+t1—c
</ 2
0 (14 o 1) (
5 [
La majoration est possible du fait de la continuité de la
fonction sous l'intégrale sur [0, 1] et montre le caractere
) 1 dt 1 dt
borné de x — 5 5= — /
o ch(t?2) —cos?x Jo t
1+ = —cos?x
2
O Avec le changement de variable affine proposé :
1
/1 dt _ 2 /(2(1—COSX))1/4 du
4 3/4 4
011 gy @l—cosm)e L+

La suite du calcul de 'intégrale est parfaitement inutile
pour obtenir un équivalent de I(x).

1

Quand x tend vers 07,
(2(1 — cosx))'/*

tend vers +oo,
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1
1/4 5
donc /(2(1 —cos X)) i tend vers n\/_.
0 1+ ut 4
De plus, 2(1 — cos x) x*, donc 2
plus, 0 (2(1 . COSX))3/4 0
! dt T 1
Donc / ~ . Dapres
32 t4 0 372
" 1+ —cos?x V2
Le /1 = R Comme
.C, 0 Ch(tz) — Coszx 0 \/E x3/2
e dt \
/1 ch(2) — cos? x est bornée sur ]0,4oo[, I(x) B,
T 1
V2 x372

O Par changement de variable afﬁne sur une intégrale conver-
+oo e—nt —Uu

Mot

Former pour réussir

Apres simplification, la partie imaginaire vaut

e! (sinx — e Ntsin((N +1)x) 4+ e~ (NI
e "sin(nx) =
Z‘ (1—etcosx)?+e 2sin’x
~sinx — e Msin((N + 1)x) + e~ N+t gin(]
N 2(cht — cos x)
Z e " sin(nx)
O Sy(x) = i/m—l =
! V7 Jo Vi
+oo ginx —e Ntsin((N +1)x) + e~ (N+Dgin(Nx)
— [ dt
Vv Jo 2(cht — cos x)V/t
+oo sin x u=vt
semble converger vers — / dt
2(cht — cos x)/t
sinxy [T du
v Jo  ch(u?)—cosx’

On peut démontrer ce résultat a 'aide du théoreme de
Convergence dominée ou par simple majoration :

—|—oo
ente, / dr "= / du = —F 1/2
& 0t t \/_ - Vn (1/2) /+°° —e Nsin((N 4+ 1)x) + e~ (N+Dtsin(Nx) @l <
+oo o1 ~
donc — ! © 0 2(cht — cos x)v/t
\/_ Vi \/— /+°° —e Ntsin((N 4+ 1)x) + e~ (N1t sin(Nx) i <
0 O 0 2(cht — cos x)v/t h
. - \Aboo a—Nt | o—(N+1)t
% n(—tin) il = eN(—t+ix) ix (1 — eN(—t+m)> (1 _ el—t=ix) +o e ( +e )\/z df — 2(1—\/%) (L\/_ N \/1—>
e = e T————==e —— —— %0 2(1 —cosx)vt —Cosx n n+1
n=1 1 — e(~HHir) (1—el7t+)) (1 —el=t=i) onverge vers 0.
1— eN(—t+ix)> (1 _ e(—t—ix)) . inx t 1 1 -
— —t+iX( . O Finalement, sinnx &5 X — e = [ —.
C (1 —etcosx)?2+ e 2sinx Z vn o m i ) 0 /7T /2 x3/2 2x
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Devoj veillé )
Transformée de Laplace
— Blague du jour Y i — Pierre-Simon de Laplace (1749-1827)

\

Il était une fois un explorateur qui tomba devant un lion.
L’explorateur apeuré dit :

- Dieu, faites que ce lion est une pensée et foie en vous.
Et le lion répondis : Dieu, bénissez ce repas.

Mathématicien, astronome et physicien francais.Il a contribué
de facon décisive a I’émergence de ’astronomie mathématique
et de théorie des probabilités. il était nommé ministre de
I'Intérieur, puis comte de I'Empire, en enfin marquis.

mol np uspreWwI e

LAPLACE
. MayEry - L

& Enoncé : CCP 2011, MP

On considére 1'équation différentielle (E); 2xy’ — 3y = v/x.

Le sujet est composé de deux exercices et d'un probléme indépendants. 1 Rasoudre (E) sur |0, +oo].
EXERCICE 1 0 Déterminer 1’ensemble des solutions de (E) sur l'intervalle
0, +-o0].
s L. 2x"
On considere la série ) ——.
nc—1
n>2

PROBLEME : AUTOUR DE LA TRANSFORMATION DE LAPLACE

O Déterminer le rayon de convergence R de cette série entiere.
n

O On note S la fonction somme de la série Z >— . Déter- Dans tout ce probleme, on note :
nz2— 1 -F(R™,R) I'ensemble des applications de R* dans R ;
miner S sur | — R, R[. - E I'ensemble des fonctions f : R"™ — R, continues, telles que,
0 Démontrer que S(x) admet une limite lorsque x tend vers 1 pour tout x > 0 réel, la fonction t — f(t)e ™' soit intégrable sur
par valeurs strictement inférieurs et déterminer cette limite. RT;

HE mamouni.myismail@gmail.com

Y ] 4. " m———




MAMOUNI.NEW.FR
5 M AMOUNEMY TS MATT

PROBLEMES CORRIGES-MP

-F 'ensemble des fonctions continues et bornées sur R™.
Pour tout f dans E, on appelle transformée de LAPLACE de f et on
note L(f) la fonction définie pour tout x > 0 réel par :

0

0

. > 15 T

LN = [ fetr

Questions préliminaire

Soienta € R et f : [a,+00[— R une fonction continue par
morceaux. Pour tout x dans [a, +-00[, on pose :
X

G(x) = / F(£)dt.

On considere les propositions suivantes :

(i) f estintégrable sur [a, +-oo[;

(ii) G admet une limite finie en +oo.

Donner, sans démonstration, toutes les implications possibles
entre (i) et (ii) lorsque :

(a) f estpositive sur [a, +oo[;

(b) f n’est pas positive sur [a, +0].

PARTIE I : Exemples et propriétés

[0 Démontrer que E est un sous-espace vectoriel de
F(RT,R).

[0 Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de E.

O Justifier que £ est une application linéaire de E dans
F(R},R), espace vectoriel des applications de ]0, +oo]
dans R.

U

O On consideére la fonction &/ : R™ — R définie par
U(t) = 1. déterminer L(U).

O Soit A > 0 réel. on considere la fonction &, : [0, +-00[—
R définie pour tout t > 0 par : h, (t) = e . Démontrer
que h) est dans E et déterminer L(h, ).

Soient f dans E et n dans N. On considere g, : t — t"f(f)
de [0, +oo[ dans R.

Pour x > 0, justifier de l'existence de A > 0 tel que t"e ' <
_xt
e 2 pourtoutt > A.

En déduire que g, est un élément de E.

Transformée de Laplace d’une dérivée

Soit f dans E de classe C!, croissante et bornée sur [0, +oo|.

Démontrer que f’ est encore dans E et que l'on a: Vx €
0, +eof, L(f)(x) = xL(f)(x) = £(0).
Régularité d"une transformée de Laplace

O Démontrer que pour tout f dans E, la fonction £(f) est
de classe C! sur |0, +-oo[ et que I'on a L(f)' = —L(g1) ot
g1 a été définie a la question 4.

0 Démontrer que pour tout f dans E, la fonction L(f)
est de classe C® sur |0, +oo[ et pour tout x > 0 et

n € N, déterminer £(f)" (x) a'aide d’une transformée
de Laplace.

PARTIE II : Comportements asymptotiques

Dans toute cette partie, f est un élément de E

HE mamouni.myismail@gmail.com

Mo

Former pour réussir

<
o

(

4



Former pour réussir

PROBLEMES CORRIGES-MP

<4
[ S

mit

MAMOUNI.NEW.FR
5 M AvoUNEMY TSMATT I

O On suppose dans cette question que f est dans F.
00 Déterminer la limite en +oco de £(f).
O Théoreme de la valeur initiale

On suppose, de plus, que f est de classe C! et croissante
sur R™, avec f' bornée sue R™.

Démontrer que 1_1>rJrrl xL(f)(x) = f(0).
X [e¢]
O Théoreme de la valeur finale
On suppose dans cette question que 1—1>T f(x) = £oulest
X [e]

un réel. Soit (a,),en une suite de réels strictement positifs
qui converge vers 0.
[0 Démontrer que f appartient a F.

00 Soit n un entier naturel. Démontrer que a,L(f)(a,) =

—+00
/ h,(x)dt[x] ot hy, est la fonction définie sur [0, +o0]
0

par hy(x) = e *f (ai)

00 En déduire a I'aide du théoreme de la convergence dom-
inée, que grf anL(f)(an) = L.
n [e¢]

O Lorsque ¢ # 0, déterminer un équivalent de £(f)(x) en

0.
O Dans cette question, on suppose que f est intégrable sur R

+o00o
et on pose R(x) = / f(¢)dt pour tout x dans [0, +oo[.
X

[0 Démontrer que R est une fonction de classe C! sur
[0, +o0] et déterminer R'.
En déduire que, pour tout x > 0 réel, ona: L(f)(x) =
R(0) — xL(R)(x).

O Onfixee > 0.

Justifier de I'existence de A réel positif tel que pour tout
t > A, onait |R(t)| <e.
En déduire que, pour tout x > 0, on a: |L(f)(x) —

R(0)| <x/0A|R(t)]dt+e

0 Démontrer que L(f) se prolonge par continuité en 0 (on
précisera la valeur en 0 de ce prolongement).

PARTIE III : Application

U Calcul de I'intégrale de Direchlet

Ici f la fonction définie par: f(0) = 1et f(t) = %nt pour

t > 0réel.
O Démontrer que la fonction G : Rt — R définie par

X
G(x) = / f(t)dt admet une limite réelle £ en +oco.
0

(n+1)m
0 En considérant la série Y _ u, ot u, = / |f(t)|dt,
7’120 nrt
démontrer que f n’est pas intégrable sur R™.
O Soit x > 0. Démontrer, en détaillant les calculs, que pour
tout X >0ona:
1

X
sint)e *dt = —
/0 (sint) 1+ x2

Démontrer que la fonction t —— (sint)e”
grable sur R™.

(e X (xsin X + cos X) — 1).

¥ st inté-

—+00
Déterminer alors / (sint)e™*'dt.
0
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00 Déterminer, pour x > 0, une expression simple de lim L£(f)(x) = £.
L(f)(x) eten déduire £. xO_r>10notera ue, par rapport a la question 9), on a rem-
Pour cela, on pourra utiliser le résultat suivant(La dé- lacé Ih gthé sl:e) ¥ inlsg rable suc}f R+ par lih othese
marche de la preuve étant identique a celle de la ques- P 4 5 P YP
on 9)) lim [ f(t)de— e R,
tion 9)) : \ o f(t) =
Lorsque f dans E vérifie xl_lgloo /0 f(f)dt = ¢ € R, alors

A la prochaine
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Devoj veillé )
), Transformée de Laplace
— Blague du jour Y i — Pierre-Simon de Laplace (1749-1827)

\

Il était une fois un explorateur qui tomba devant un lion.
L’explorateur apeuré dit :

- Dieu, faites que ce lion est une pensée et foie en vous.
Et le lion répondis : Dieu, bénissez ce repas.

Mathématicien, astronome et physicien francais.Il a contribué
de facon décisive a I’émergence de ’astronomie mathématique
et de théorie des probabilités. il était nommé ministre de
I'Intérieur, puis comte de I'Empire, en enfin marquis.

mol np uspreWwI e

LAPLACE
. MayEry - L

& Enoncé : CCP 2011, MP

On considére 1'équation différentielle (E); 2xy’ — 3y = v/x.

Le sujet est composé de deux exercices et d'un probléme indépendants. 1 Rasoudre (E) sur |0, +oo].
EXERCICE 1 0 Déterminer 1’ensemble des solutions de (E) sur l'intervalle
0, +-o0].
s L. 2x"
On considere la série ) ——.
nc—1
n>2

PROBLEME : AUTOUR DE LA TRANSFORMATION DE LAPLACE

O Déterminer le rayon de convergence R de cette série entiere.
n

O On note S la fonction somme de la série Z >— . Déter- Dans tout ce probleme, on note :
nz2— 1 -F(R™,R) I'ensemble des applications de R* dans R ;
miner S sur | — R, R[. - E I'ensemble des fonctions f : R"™ — R, continues, telles que,
0 Démontrer que S(x) admet une limite lorsque x tend vers 1 pour tout x > 0 réel, la fonction t — f(t)e ™' soit intégrable sur
par valeurs strictement inférieurs et déterminer cette limite. RT;
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-F 'ensemble des fonctions continues et bornées sur R™.
Pour tout f dans E, on appelle transformée de LAPLACE de f et on
note L(f) la fonction définie pour tout x > 0 réel par :

0

0

N > 19 T

LN = [ fetr

Questions préliminaire

Soienta € R et f : [a,+00[— R une fonction continue par
morceaux. Pour tout x dans [a, +-00[, on pose :
X

G(x) = / F(£)dt.

On considere les propositions suivantes :

(i) f estintégrable sur [a, +-oo[;

(ii) G admet une limite finie en +oo.

Donner, sans démonstration, toutes les implications possibles
entre (i) et (ii) lorsque :

(a) f estpositive sur [a, +oo[;

(b) f n’est pas positive sur [a, +0].

PARTIE I : Exemples et propriétés

[0 Démontrer que E est un sous-espace vectoriel de
F(RT,R).

[0 Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de E.

O Justifier que £ est une application linéaire de E dans
F(R},R), espace vectoriel des applications de ]0, +oo]
dans R.

U

O On consideére la fonction &/ : R™ — R définie par
U(t) = 1. déterminer L(U).

O Soit A > 0 réel. on considere la fonction &, : [0, +-00[—
R définie pour tout t > 0 par : h, (t) = e . Démontrer
que h) est dans E et déterminer L(h, ).

Soient f dans E et n dans N. On considere g, : t — t"f(f)
de [0, +oo[ dans R.

Pour x > 0, justifier de l'existence de A > 0 tel que t"e ' <
_xt
e 2 pourtoutt > A.

En déduire que g, est un élément de E.

Transformée de Laplace d’une dérivée

Soit f dans E de classe C!, croissante et bornée sur [0, +oo|.

Démontrer que f’ est encore dans E et que l'on a: Vx €
0, +eof, L(f)(x) = xL(f)(x) = £(0).
Régularité d"une transformée de Laplace

O Démontrer que pour tout f dans E, la fonction £(f) est
de classe C! sur |0, +-oo[ et que I'on a L(f)' = —L(g1) ot
g1 a été définie a la question 4.

0 Démontrer que pour tout f dans E, la fonction L(f)
est de classe C® sur |0, +oo[ et pour tout x > 0 et

n € N, déterminer £(f)" (x) a'aide d’une transformée
de Laplace.

PARTIE II : Comportements asymptotiques

Dans toute cette partie, f est un élément de E
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O On suppose dans cette question que f est dans F.
00 Déterminer la limite en +oco de £(f).
O Théoreme de la valeur initiale

On suppose, de plus, que f est de classe C! et croissante
sur R™, avec f' bornée sue R™.

Démontrer que 1_1>rJrrl xL(f)(x) = f(0).
X [e¢]
O Théoreme de la valeur finale
On suppose dans cette question que 1—1>T f(x) = £oulest
X [e]

un réel. Soit (a,),en une suite de réels strictement positifs
qui converge vers 0.
[0 Démontrer que f appartient a F.

00 Soit n un entier naturel. Démontrer que a,L(f)(a,) =

—+00
/ h,(x)dt[x] ot hy, est la fonction définie sur [0, +o0]
0

par hy(x) = e *f (ai)

00 En déduire a I'aide du théoreme de la convergence dom-
inée, que grf anL(f)(an) = L.
n [e¢]

O Lorsque ¢ # 0, déterminer un équivalent de £(f)(x) en

0.
O Dans cette question, on suppose que f est intégrable sur R

+o00o
et on pose R(x) = / f(¢)dt pour tout x dans [0, +oo[.
X

[0 Démontrer que R est une fonction de classe C! sur
[0, +o0] et déterminer R'.
En déduire que, pour tout x > 0 réel, ona: L(f)(x) =
R(0) — xL(R)(x).

O Onfixee > 0.

Justifier de I'existence de A réel positif tel que pour tout
t > A, onait |R(t)| <e.
En déduire que, pour tout x > 0, on a: |L(f)(x) —

R(0)| <x/0A|R(t)]dt+e

0 Démontrer que L(f) se prolonge par continuité en 0 (on
précisera la valeur en 0 de ce prolongement).

PARTIE III : Application

U Calcul de I'intégrale de Direchlet

Ici f la fonction définie par: f(0) = 1et f(t) = %nt pour

t > 0réel.
O Démontrer que la fonction G : Rt — R définie par

X
G(x) = / f(t)dt admet une limite réelle £ en +oco.
0

(n+1)m
0 En considérant la série Y _ u, ot u, = / |f(t)|dt,
7’120 nrt
démontrer que f n’est pas intégrable sur R™.
O Soit x > 0. Démontrer, en détaillant les calculs, que pour
tout X >0ona:
1

X
sint)e *dt = —
/0 (sint) 1+ x2

Démontrer que la fonction t —— (sint)e”
grable sur R™.

(e X (xsin X + cos X) — 1).

¥ st inté-

—+00
Déterminer alors / (sint)e™*'dt.
0
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00 Déterminer, pour x > 0, une expression simple de lim L£(f)(x) = £.
L(f)(x) eten déduire £. xO_r>10notera ue, par rapport a la question 9), on a rem-
Pour cela, on pourra utiliser le résultat suivant(La dé- lacé Ih gthé sl:e) ¥ inlsg rable suc}f R+ par lih othese
marche de la preuve étant identique a celle de la ques- P 4 5 P YP
on 9)) lim [ f(t)de— e R,
tion 9)) : \ o f(t) =
Lorsque f dans E vérifie xl_lgloo /0 f(f)dt = ¢ € R, alors

A la prochaine
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Devoj veillé .. .
- Ev. Euclidiens : Les "must" Classiques

~ Blague du jour \

e Une puce et un labrador discutent :

-Le chien : Qu’est-ce que tu a regardé hier soir la télé ?
-La puce : La deuxieme chienne, et toi?

- Moi, canal puce ...

e Qu’est-ce qu’'un dromadaire ?

Réponse : c’est un chameau qui bosse double!

\

& Matrice de Gram.

Soient C = (x1,...,xp) une famille de vecteurs d'un
espace vectoriel euclidien E de dimension 7, et Gram(xy,...,xp)
leur matrice de Gram de type p x p, dont les coefficients

sont (Vectx;| Vectx;). On pose T(xy,...,x,) = det <
(Gram(x1,...,xp))

Soit B = (e1,...,e;) une Dbase orthonormale directe de E, et
A= Mp(C).

0 O Comparer rg A et rg(xy, ..., Xp).

O Préciser le type de la matrice A, ainsi que ses coefficients.

0 Montrer que ‘AA = Gram(xy, ..., xp).
O Montrer que Ker'AA = KerA, en déduire que

— André-Louis Cholesky (1875-1918

Polytechnicien et officier frangais, ingénieur topographe et
géodésien. Il est célebre pour sa méthode de résolution des
systéemes d’équations linéaires, toujours intensément utilisée de
nos jours. Durant la Premiére Guerre mondiale, il participe a
I’amélioration d'une cartographie nécessaire a la préparation
des tirs. il décede des suites de blessures reques sur le champ
de bataille.

{.mo_[ np uapp,eulaqw]/\[}

rg(x1,...,xp) = rg Gram(xy,...,xp).

U Montrer que detG est inchangé si on remplace x; par

X — ZAixi.
ik
O Soit F = Vect(xy,...,x,) etx € E.
T(xq,..., %5, %)
T(x1,...,%0)

Montrer que d(x, F)? =

O On suppose dans cette question que B une famille quel-

conque de E, vérifiant la relation suivante :
n

Vex €E, |lx])? = Y (x| e;)?
i=1

0O Démontrer que (ey, ..., e,) est une base de E.
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O Soit un tétraedre ABCD tel que AB = A

n
0 Démontrer que :Vx,y € E, (x |y) =) (x]e)(y | e).
i=1
0 On note G la matrice de Gram de ey, ..., e;.
Démontrer que G> = G et conclure.

Soitu € L(E), on suppose dans cette question que B une base
quelconque de E.

Montrer que T'(u(ey), ..., u(e,)) = (detu)®T(ey, ..., en).
)

O Soit A € matn, pR. Montrer que det(*AA) > 0.

O
I

AD = 1et
(AB, AC) = g, (AB, AD) = g (AC, AD) = Z. Calculer son

volume.

N[

Soient B, B’ deux bases quelconques de E. On note P la ma-
trice de passage de B B3/, et G, G’ les matrices de Gram de B
et B'. Quelle relation y a-t-il entre P, G et G’ ?

Soit (€1,...,€,) une base de E, G sa matrice de Gram et
G_l = (lll])
Montrer que :V ¥ € E, ) a;i( | X)(¢; | ¥) = 1|

ij
Soit B = (€, ...,€,) une base non orthonormée de E, G sa
matrice de Gram f € L(E) et M sa matrice dans B.

O Montrer que f est auto-adjoint si et seulement si ‘MG =
GM.

O Montrer que f est orthogonal si et seulement si 'MGM =
G.

® Décomposition polaire

Soit E un espace vectoriel euclidien. Un endomorphisme
symétrique u € S(E) est dit positif si pour tout x de E, (u(x),x) > 0.
Il est dit défini positif si pour tout x de E non nul, (u(x),x) > 0. On
notera S*(E) l'ensemble des endomorphismes symétriques posi-
tifs, et ST (E) I’ensemble des endomorphismes symétriques défi-
nis positifs.

1.

Soit u € S(E). Montrer que u appartient ST (E) si et seule-
ment si ses valeurs propres sont positives ou nulles. Donner
une condition nécessaire et suffisante sur les valeurs propres
de u € S(E) pour que u € ST (E).
Soit u € ST(E), Ay, .. ., Ap ses valeurs propres (distinctes), et
E; = Ker(u — A;Idg). On définit v; par v;(x) = \/Aixsix € Ej,
etv;(x) = 0six € Ej*. Onnote enfin v = vy + - - - + v,,. Justi-
fier que v* = vo v = u, et que v est positif.
Soit w un autre élément de ST (E) tel que w? = u.

Montrer que wu = uw. En déduire que w(E;) C E;.

b. Soit w; 'endomorphisme induit par w sur E;. Vérifier
que w; est symétrique positif, puis diagonaliser w;.

c. Endéduire que w = v.
Soit f € GI(E).
a. Montrer que f*o f € STT(E).

b. Montrer qu’il existe un unique couple (h,g) € O(E) x
STH(E) telque f = hog.
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® Endomorphismes normaux.

Soit E un espace vectoriel hermitien. Un endomorphisme u € £L(E)
est dit normal si u et u* commutent.

O Soit u normal, montrer que si F est un sous-espace propre
de u alors F- est stable par u.
En déduire que u est diagonalisable dans base orthonormale.
La réciproque est-elle vraie ?

O Soit u € L(E). Montrer I'équivalence entre les propriétés
suivantes :
(1) u est normal.
)V x e E, [u(x)| = [Ju*(x)|-
(3) Tout sous-espace vectoriel stable par u est stable par u*.
(4) Si un sous-espace vectoriel F est stable par u alors F L est
stable par u.
(5) Il existe P € C[X] tel que u* = P(u).

O Soit f € L(E) tel que fo f* = f*o f et f2 = —id. Montrer
que f est orthogonal.

O Soit A € M, (C) de valeurs propres Ay, ..., A,. Montrer que
AA* = A*A <= Tr(AA*) = M2+ -+ A

® Décomposition de Cholesky, OR.

0 Décomposition de Cholesky :
symétrique définie positive.

O Montrer qu’il existe une matrice T triangulaire
supérieure telle que A = 'TT. Montrer que T est unique
si on impose la condition : Vi, T;; > 0.

n
O Application : Montrer que det A < Hﬂii-
i=1

O Décomposition QR :
0 Soit M € M,(R) inversible. Montrer qu’il existe
une matrice orthogonale, P, et une matrice triangulaire

supérieure a coefficients diagonaux positifs, T, uniques
telles que M = PT.

0 Inégalité de Hadamard: Soit E un espace vecto-
riel euclidien, B = (€, ..., €,) une base orthonormée, et
C = (ify, ..., ily) des vecteurs quelconques.
Démontrer que |d§t(C)| < TTl#l. Etudier les cas d’-

]
galité.

@ F # E mais F- = {0¢ .

O Soit E unespace vectoriel réel muni d’un produit scalaire
(Vect | Vect ), et F un sous-espace vectoriel de E.

O Montrer que l'application (x,y) — (Vectx|Vecty) est
continue sur E-.

0 Soit x € E fixé, montrer que l'application y +
(Vect x| Vecty) est continue sur E.

0 En déduire que F~ = FL.
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O On suppose que F est dense dans E, montrer que F- =

{0e}-
Si de plus F # E, montrer que F n’admet pas de supplé-
mentaires orthogonal.

Soit E = C([0,1],R) muni du produit scalaire usuel, F le
sous-espace vectoriel des fonctions polynomiales et g la fonc-
tion exponentielle sur [0, 1].

[0 Montrer que g & F.

00 Montrer qu'il existe une suite (f,) de fonctions polyno-
miales convergeant vers g pour la norme euclidienne.

[0 En déduire que F n’a pas de supplémentaire orthogonal.

Soit E = C([0,1],R) muni du produit scalaire usuel. Pour

1
f € E,onpose ¢(f) = /Ozf(t) dt.
[0 Montrer que ¢ est continue.
[0 Montrer que H = Ker ¢ est fermé.
0 Montrer que H- = {0}.

O

® Rayleigh, Courant Fischer

Quotient de Rayleigh Soit f € L(E) auto-adjoint, on
se propose d’étudier les extremum du quotient de Rayleigh

Former pour réussir
Rf(x) = Woﬂx # 0p.Soit Ay < Ay < --- < Ay les
valeurs propres de f.
0 Montrer que :V & € E, A{||%]> < (f(®) | ®) < A7 |
O Montrer que si I'une de ces deux inégalités est une égal-
ité pour un vecteur ¥ # 0, alors X est vecteur propre
de f.
O Soit (éy,...,6,) une base orthonormée de E telle que
pour touti : (f(€;) | €) = A;.
Montrer que : Vi, f(€;) = Aé;.
O En déduire que le quotient de Rayleigh de f atteint ses

extremums, préciser ces extremums et en quels vecteurs
ils sont atteints.

H Théoreme de Courant-Fischer Soit E un espace vecto-
riel euclidien.

0 Soit v €  S(E), (ie: auto-adjoint) tel que
(Vectov(x)| Vectx) = 0 pour tout x. Montrer que v = 0.

O Soientuy,...,u, € S(E). On suppose que rg(uq) + - - - +
rg(up) = n, et que Vx € E, (Vectu(x)| Vectx) + - - +
(Vectup(x)| Vectx) = (Vect x| Vectx) .

0 Montrer que uy + -+ - +up = Idg.
0 Montrer que E = Im(uy) @ --- @ Im(up).

O Montrer que pour tout i, u; est la projection orthogo-
nale sur Im(u;).
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Devygiglibre
i Réduction simultanée et décomposition de Cholesky

—~ Jorgen Pedersen Gram (1850-1916)

— Blague du jour \

Mathématicien danois, il est le fils d’un agriculteur. Il travailla
[0 Une logicienne (spécialiste en logie) vient d’avoir un la majeure partie dans le domaine des assurances, c’est ainsi
enfant. Une de ses amies lui téléphone, et lui demande : qu’il fonda son entreprise, et il fut le président du conseil
C’est une fille ou un garcon ? Oui, répond la logicienne. danois de l'assurance. Il décéda apreés avoir été heurté par un
O La vie est complexe, elle a une face réelle et une autre vélo.
imaginaire.
® Enoncé : Extrait CCP 2011, MP 0 Question préliminaire

On rappelle qu'une matrice S appartient a S,/ , si S appartient
a Sy et si, pour toute matrice X € M, 1 (R), ona tXSX > 0.

Dans ce probléeme, on note pour n entier naturel non nul : - , . o 4.
Démontrer qu'une matrice S de S, est élément de S, si et

0 S, I'ensemble des matrices symétriques de M, (R), seulement si toutes les valeurs propres de S sont positives.
0 S, lensemble des matrices symétriques positives de
M, (R), 1
0 ST I'ensemble des matrices symétriques définies positives O Soit S € ;. Démontrer que VdetS < Etrace 5.
de M (R). O Application :soit M € M, (R).
1 & A
On admet que, si x1, X3, ..., X, sont n réels positifs, — Z x; > 0 Démontrer que ‘MM € Sy
= 0Si M = (m;), en déduire I'inégalité (det M)? <

i1)" &) ()
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Partie II : héoréeme de réduction simultanée

On se donne deux matrices A € S/ et B € S,. On note
B la base canonique de R" et, dans cette base, A est la ma-
trice d'un produit scalaire ¢. On note 1'espace euclidien E =
(R", ). Soit B’ une base orthonormée de E et R la matrice de
passage de la base BB vers la base B'.

O Justifier que I, = 'RAR.

O On note C = 'RBR, justifier qu’il existe une matrice
orthogonale Q et une matrice diagonale D telles que
tQCcQ =D.

[0 Déterminer, en fonction des matrices R et Q, une matrice
inversible P telle que :

A="'PP et B=1'PDP (théoreme de réduction simult

[0 Dans cette question, on prend 1’exemple de la matrice
11
= (1 1)
Démontrer qu'une matrice inversible P telle que la ma-
trice 'PBP soit diagonale n’est pas nécessairement une
matrice orthogonale.

On pourra, par exemple, utiliser la forme quadratique
canoniquement associée a la matrice B.

0 Démontrer 1'inégalité « det (A + B) > det A + detB » dans

les deux cas suivants :

0 A €St etB e S, en utilisant le théoreme de réduc-
tion simultanée. On pourra remarquer ici que, avec tous

n n
lesA; >0, [J(1+A;) > <1+HAZ->.
i=1

i=1

0

anée). [

Mo

Former pour réussir

0 A €S etBe S, endémontrant d’abord que A + B €
S;I et en considérant les cas ol les matrices sont dans S,
sans étre dans S} .

Soient A et B deux matrices de S;'* et t € [0,1]. On note P
une matrice inversible et D = diag (A1, Ay, ..., A;) une ma-
trice diagonale dans le théoreme de réduction simultanée.

O Exprimer det (tA + (1 —t) B) en fonction de detP, t et
les )Ll'.

O En utilisant la fonction In, démontrer que,
pour tout i entier compris entre 1 et 7,
t+(1—1) N > A

0 Démontrer que det (tA + (1 —t) B) > (det A)' (detB)' .

Si A est une matrice de S; T et B une matrice de S;’, on dé-
montre de méme par le théoreme de réduction simultanée

(par la convexité de la fonction x — In(1+ e")) le résultat
suivant qui est admis :

1 1 1
(det (A + B))T > (det A)7i + (detB)T .
st

O Démontrer que est dense dans S,

0 Démontrer 1'inégalité ci-dessus pour A et B deux matri-
cesde S

Partie IIl : Théoréme de Choleski

Si A est une matrice de S/ 7, il est possible, par le procédé
d’orthonormalisation de Schmidt, de trouver une matrice tri-
angulaire supérieure inversible a coefficients diagonaux posi-
tifs T, vérifiant A = 'TT (décomposition de Choleski).

On ne demande pas de prouver ce résultat.
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00 On se propose de démontrer que cette matrice T est

unique.

Sion pose A = ', Ty = 'T>Tp, démontrer que T1 T, 1=
I, et conclure.

On pourra admettre que, si 7 est 'ensemble des ma-
trices triangulaires supérieures inversibles de M, (R),
(T,-) est un groupe.

Exemple : si A = (a;j), ou pour tout
couple (i,j) d’entiers compris entre 1 et n,
a;; = Min (i,j), donner la décomposition de Choleski
de la matrice A.

On ne demande pas de vérifier que A est une matrice de
g+
n

Un peu d’informatique

Pour une matrice A de S, écrire un algorithme en francais
permettant de trouver la matrice T de la décomposition de
Choleski.

Entrer cet algorithme dans la calculatrice (on ne demande pas

le programme sur la copie) puis, pour chacun des cas suiv-
ants, donner la matrice T :

10}

9 14 —14 | 2

Ay = |14 20 =8|, A=|0 = 0
~14 -8 21 1 % 3

2 Vg

1 0 -2 1 2 3

As = |0 1 —1| et Ay=[2 20 26
2 -1 6 3 26 70

a Inégalité d'Hadamard

n
0 Soit S = (s;;) € S, ", démontrer que detS < [ [si .
i=1

O Application : démontrer que, pour toute matrice M ¢

M, (R), M = (aj;), :

|det M| < (lﬂ (é“ii))z-

A la prochaine
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® Corrige : Pr. Boujaida, CPGE Rabat, Maroc

Probléme

Partie préliminaire

U

) sin t :
O la fonction t — —;— est continue sur 10, 7t] prolonge-

able par continuité en 0. Elle est donc intégrable sur
10, 7t].

+0oo —1)"
O Pour tout t € R, sint = Z utznﬂ. et donc si
= (2n11)!

t#0,
int +o00 —1)"
sint_§%_(1)"

t = (2n+1)!

Soit la fonction f somme de la

(2n+1)!

de ses primitives 'est aussi, si on pose pour tout x € R

série entiére

. f est naturellement DSE sur R, chacune

F(x) = [ f(t)at
0

alors . .

_ = (=1)" i1 _ (=1)"

Fx) = FO) + ,;O Cn+Di2n+1) ,;O 2n+1)1(2n + 1)
Comme f(t) = s1Tnt pour tout ¢ €]0, 7r] alors
_ [Tsint (S (=1)" 2n+1
Fm) = /o N S N Eb CntD)i2n+1) "

‘ +oo \ 2n+1

Soit = ng)(—l) Uy avec u, = GrE1)ian 1)

U

2n+1

O Utiliser de D’Alembert, ou alors mentionner le fait que
n

o X X . ge s
la série entiere 2 — a un rayon de convergence infini
n!

(c’est du cours).
n

Si on pose a, = alors a, > 0 et Gatl _
n! n
T T
< —=<1sin>1.
1) 22 3=
donc (a,),>1 est décroissante. Elle converge vers 0
n

puisque a, <

n!

0 Onapourtoutn € N, u, = as,+1 donc (uy), est décrois-
sante et converge vers 0. D’aprés le critere spécial de
convergence des séries alternées, la série ) (—1)"u, est

—+o00
convergente et si on pose R, = ) (—1)*uy alors
k=n+1
23

< <
[Ru| < 1 < (2n +3)! (2n + 3)

2
Nous allons maintenant approcher le réel ;I par les ter-

2
mes —S; ou S, est la somme partielle d’ordre n de la

s
série ) (—1)"uy.
2n+2 10" +1

<2 ”

Mo

Former pour réussir
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(

2 2 2
S, — 21 = 2R <
|7r " on | nl nl < (2n+3)! (2n+3) —

2
Pour que ES” approche %I a 1072 pres, il suffit que
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10n+1 | 5
2 <10~
2n+3) (2n+3) —

soit (21 +3)! (2n +3) > 2.10™*3, 1

2
n = 3 suffit et dans ce cas ES” ~1,17

NS

Phénomene de Gibbs ! !

O Vu la parité de la fonction f, pour toutn € N, a,(f) = 0, et

: 4
par un calcul simple by, = 0 et by, 11 = m L

f est de classe C! par morceaux sur R. Ses points de disconti-
nuité sont ceux de la forme k7t ou k € Z.

D’apres le théoreme de Dirichlet, pour tout point x € R\7Z,
point ot f est continue
= 4 £ sin [(2k +1)t]
t)=) a in |(2k+1)t| = —
f(t) k_ZOZk—HSln[( )] nk;) k11
égalité encore valable lorsque t € 7Z puisque dans ce cas
sin [(2k 4+ 1)t] = 0 pour tout k € N* et f(t) = 0.

La suite de fonction (S;), converge donc simplement vers f
sur R.

La convergence n’est pas uniforme puisque les fonctions S,
sont toutes continues sur R est que f ne 'est pas.

O Les graphes des fonctions Sy, Syp et séparement celui de Sy

pour une meilleure illustration du phénomeéne, sur l'inter-
valle [—7/2, rt].
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Graphe de Sy avec zoom sur une partie

Au voisinage de 0, que ce soit a droite ou a gauche, la conver-
gence de S, vers f n’est pas uniforme. On percoit de fortes
perturbations de la fonction S;; au voisinage de 0, au fur est a
mesure que 1 grandit. C’est le phénomene de Gibbs.

m i
-y s
Former pour reussw

O Soitn € N*, pour tout t € R\nrZ

T,(1) = 3 sin [(2k+1)] = (i ey ) = ( i (
k=0 k=1
ztl _ eth z’(2;
o [ —2isin(nt)elHDE |
-7 ( —2isin(t)e’* ) - (
B sin?(nt)
~ sint

O Soit un segment [a, b]
pour tout ¢ € [a, D]

C ]0,7t/2[. Pour tout n € N* et

1
T,(t) <
()_sma

On pose alors M =

sina’

O On exécute la transformation dite d’Abel, pour tout
n,p € N* et pour tout t € [a,b]

4 "P osin [(2k + 1)t 4 "POT (1) -
Suip(t) —Sn(t) = ;k_;rl [Zk-i— 1 | = ;k_;rl Lék)_}
A (HZP:HL(” _ ”f Tic(t) )
T\rtmp2 26 =1 (S 2k +1
_ 4 ( Totp+1 B Ty L ni
n\2n+p+1)—-1 2n+1)-1 =
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De quoi on déduit

|Sntp() = Su(t)| <

7T

le segment [0, 71/2] avec S;(0) = 0. D’apres le théoréeme

4M< 1 1 ntp

2n+2p+1+2n+1+ Z 2k—1 2k+1

1 fol)cjamental du calcul intégral, pour tout x € [0, 7t/2]

2 [x 2 (¥ sin2nt
sn(x)=%/0 ()dtz—/o dt

7T sin t

4M 1 \ 1 n 1
m \2n+1 2n+1 2(n+1) —

M3 12M
T 2n+1  m@2n+1)
12M

Soit alors e > 0 et soit un entier N tel que m

Pour tousn > N, p € N et pour tout t € [4,b] on a alors
Sup(B) — Su(D)] < ¢
Ceci démontre que la suite de fonctions (S,) converge
uniformément sur le segment [, b]. Convergence qui se
fait vers f puisque on a déja vu qu’il y’a convergence
simple vers f sur R.
O O Soitt €]0, n/z]

1 .
4 t .
S (t) 2 cos [(2k + 1)t 2 i@kt — 2o (Sl,&emt

s

k
S,’q(t)=0<=>sin2nt=0<=>§lk€l;t=%n

La plus petite valeur qui annule S}, sur ]0, 7t/2] est donc
le réel ,, = —.
2n

sin 2nt

0 On a vu que pour tout t €]0,71/2], S,(t) = . La

sin 2nt

sin ¢

fonction s, : ¢ se prolonge par continuité en

sin t
0 en posant s,(0) = 2n.

Sy, qui est de classe C 1 est alors une primitive de s, sur

<e.

1 l'inyégrale du dernier terme de cette égalité se faisant sur
1 2n+2p —1—1 i

alle 0, x De 1a

T/ gin2nt | y—om 1 [T sinu
Sn(an) = —/ ——dt = —/ ————
7t Jo sint nm Jo sin(u/2n)

sin u sin u
sin(u/2n) u/2n
voisinage de 0, on peut faire l'hypothése que

1 /™ sinu 2 [Tsinu
al / , du —s = / du (%)
nrt Jo sin(u/2n) o u

chose qu’on va s’atteler a démontrer.

U En observant que au

On va utiliser les inégalités connues :

2
Vt € [0,7t/2], sint > %t (concavité de sin sur [0.77/2])

_ 2sin2nt ,
mTosiit € R, |sint —t < 6|t|3 (inégalité de Taylor—

Lagrange).
On a alors pour tout t €]0, 77/2]
1 1, |t—sint| _ i =

— 4 —t
|smt t| tsint s 2; 7 12
7T

Si maintenant n € N™ et u €]0, 7] alors % €10, 7t/2] et
donc

| sin u _sinu’<__
sin(u/2n) u/2n' = 12°

HE mamouni.myismail@gmail.com

. 240 '



MAMOUNI.NEW.FR
5 M AMOUNEMY TS MATT

PROBLEMES CORRIGES-MP

On integre sur |0, 7]

O La formule de Parseval pour une fonction f : R — C con-

| 1 /” sinu /”smud < L 1 7T| sin u sin u
nr Jo sin(u/Zn) nt Jo 'sin(u/2n)  u/2n
Ce qui démontre 1’assertion (), assertion qui signifie

que

2
Su(ay) — EI
€]0.7t/2] donc f(a,) = 1 et donc

= f()| = [Sn(an) = fan)| = [Sn(an) =1

O «y,

Sup [Sn(x)

x€]0,7/2]

2 2
Puisque (S,(x,)) converge vers %I est que %I ~ 1,17
d’apres la question (2.b.) alors la quantité

Sup |Su(x) — f(x)]
x€)0,7t/2]
ne peut converger vers 0, car sinon (S, («,,)) convergerait vers

1.

N.B : La question revient a démontrer que la suite de fonc-
tions (Sy,), ne converge pas uniformément vers f sur l'inter-
valle ]0, 7t /2[. Tout le brique a braque mis en ceuvre pour y
arriver, en dehors de son aspect sportif, est inutile. En effet il
suffisait de mettre en défaut le théoreme d’interversion

lim lim S,(x) # hm lim S,(x)

n—+00 x50+ 0+ n—+o0
La premiere double limite valant 0, la seconde 1.
La question aurait eu plus d’intérét si elle s’était orien-

tée vers une minoration effective de Sup [S,(x) — f(x)].
x€)0,7t/2]

Démonstration du théoreme de la convergence normale

| ;cilmg pat morceaux 2mm-périodique
2r
AR+ L e+l thR = g [ 0P

Si f est contmue et tous ses coefficients de Fourier sont nuls
alors

[ irwpar=o (e

La fonction | f|? étant continue positive sur le segment [0, 277],
cela implique qu’elle est nulle sur ce segment et par périodic-
ité, sur R tout entier. f est donc la fonction nulle.

Si maintenant f était seulement continue par morceaux, 1'é-
galité (xx) est toujours valable, elle implique que f s’annule
en tout point ou elle est continue, et donc pas forcément
partout nulle, sauf si ... elle était continue.

(Précisons, si f est 27r-périodique, continue par morceaux et
vérifie I'égalité (xx) alors f = 0 <= f est continue)

f est continue 27-périodique et sa série de Fourier converge
uniformément sur R. On pose pour tout t € R.

=co(f) + Z cn(f )elPt + c_p(f)e_i”t

g(t)

O les fonctions t — ¢,(f)e?" + c_,(f)e " sont contin-
ues sur R est la convergence est uniforme sur R, donc g
est continue sur R.

Maintenant, grace a la convergence uniforme sur le seg-
ment [0, 277] on peut intégrer terme a terme 1’expression
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g(t)e™™, ce qui donne pour tout n € Z

T, too T,
er() = 98 [Temtarr 3 (i) [t + ey |

p=1

2
Comme pour tout (k,h) € Z2, %/ e k=Mtgr — 5y,
0

une seule des intégrales figurant dans cette expression
est non nulle, elle est obtenue pour p = nsin > 0, pour
p = —nsin < 0. Ce qui nous meéne a I'égalité

cn(g) = cu(f)

00 f — g est continue 27r-périodique sur R et par linéarité
des coefficients de Fourier

VneZ, cu(f —g) =culf) —cn(g) =0
D’apres la question (8.) ona donc g = f.

0 O fétant continue et C' par morceaux, une intégration par
parties donne

Cn(f’) _ L/znf’(t)e_i”tdt _ i ([f(t)e_int}zn—i—in
27T Jo 27T 0 0
0 Pour deux nombres complexes a et b, |ab] <
% <|a|2 + |b|2> (découle tout bétement de (|a| — |b])? >
0).
Sli n € N et t € R alors u,(f)(t)

2 N ,—int int
P cn(f')e c_n(f)e )etdonc

(0] < D D <y 2 (1P + o)

n =~

27T

O La fonction f' étant continue par morceaux 27-
périodique, d’apres la formule de Parseval les séries a

termes réels positifs Y _ [cu(f')|* et Y [c_n(f")|* sont con-

27 e_iyeglg)egnt s. La majoration obtenue dans la question précé-

ente’h¢heve de démontrer que la série de fonctions
Z””( converge normalement sur R. Elle converge
vers la fonction g définie dans la question (9.), toujours
d’apres cette question, on a forcément g = f.

Ainsi )1, (f) converge normalement vers f sur R.
O Le phénomene de Gibbs ne subsiste plus pour une

fonction 27t périodique, continue et de classe C' par
morceaux sur R.

f(t)e_i”tdt) = incy(f)
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¢ Equations différentielles : Exemple d’étude.

~— Blague du jour \

O Que signifie le sigle B.U.S.H ?

-Réponse : Bombarder Uniquement Saddam Hussein ....
O Les Irakiens sont dans la rue et crient : A bas Clinton,
a bas Clinton !

Un autre Irakien intervient et dit aux manifestants : Ce
n’est plus Clinton le président, c’est Bush.

Les manifestants répondent : Mais ¢a n’a aucun sens
! On ne va tout de méme pas crier "A babouche ! A
babouche !"

\ J

® Enoncé : CNC 2004, MP

Définitions et notations

Dans tout le probleme, par "solution d'une équation différentielle",
on fait référence aux solutions a valeurs réelles définies sur R.

Si f est une fonction continue sur R a valeurs réelles, on lui associe
I’équation différentielle

y—y+f=0 (&)
Le but du probléme est d’étudier des conditions d’existence de so-
lutions bornées de I'équation différentielle (£y), et lorsque ces con-

r{ La famille des Riccati }

Jacopo Francesco Riccati (1676-1754) était un physicien et math/
ématicien italien, pére de Vincenzo Riccati et de Giordano Ric+
cati. Ses travaux en hydraulique (canaux de Venise) et en acous-
tique le conduisent a résoudre des équations différentielles du
second ordre en les réduisant au ler ordre et plus générale-
ment a rechercher des méthodes de séparation des variables
afin d’obtenir les solutions par simples quadratures. Ses travaux
furent publiés apres sa mort par ses fils a partir de 1764 sous le
titre Opere del conte Jacopo Riccati.

_[mo[ np uapp,emaqu]—’

\

ditions sont remplies, certaines propriétés des ces solutions sont
ensuite étudiées.

I. EXEMPLES ET RESULTATS GENERAUX

0 Un premier exemple
Soient « un réel et f, la fonction x — ¢**.

0 Résoudre 1'équation différentielle (£f,). Cette équation
possede-t-elle des solutions bornées au voisinage de
+00?

O Icion suppose que & # 1.

O Résoudre I'équation différentielle (&, ).
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O

O

O

O A quel condition nécessaire et suffisante sur « cette
équation admet-elle des solutions bornées au voisi-
nage de +oo? Lesquelles?

L’équation différentielle (£, ) admet-elle des solutions
bornées sur R ?

Résultats généraux

Quelle est la structure de ’ensemble des solutions de
I'équation différentielle (E¢)?

Montrer que les solutions de 1’'équation différentielle
(€f) sont de la forme

X
Yr:X—> ex<)t—/ e 'f(t) dt), A €eR.
0
On suppose que la solution y, est bornée au voisinage
+o00
de +o0. Montrer alors que l'intégrale / e Lf(t) dt est
0

convergente et vaut A.

Combien de solutions bornées au voisinage de oo
I'équation différentielle (£f) peut-elle avoir au maxi-

mum?
+00

On suppose maintenant que l'intégrale / e 'f(t) dt
0
est convergente et on pose

—+00
/\f = /0 e_tf(t) dt et Yf = y)‘f'
O Vérifier que, pour tout réel x,  Ys(x) =

e’ /+Oo e tf(t) dt.

O La solution Yf est-elle nécessairement bornée au
voisinage de +00?

O On suppose ici que f est bornée.

[ Montrer que Y est bien définie et que c’est I'unique
solution bornée, sur R, de I'équation différentielle

(&f)-
[ Sienoutre f tend vers 0 en +o0, montrer que Y pos-
séde une limite nulle en +-oo.

[ Si maintenant f tend vers 0 en —oo, montrer que Yy
possede une limite nulle en —oco.

Un autre exemple
On pose
(2p +2)" x"
Un,p(x) = Plymm
O Montrer que, pour tout réel x, la suite double
(ttn,p(x)) (n,p)cNz2 €St sommable.

,XxER et (n,p)ec N>

O En déduire le rayon de convergence et la somme de la
n

L. 4 X N
série entiere ) | ap—, ol

n>0
IS (2p +2)"
a?’l = —1 p 7 n E N.
LG

Dans la suite on pose u(x) = ¢*sin(e*), x € R.

“+o00
0 Montrer que l'intégrale / e 'u(t) dt est convergente.
0
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—+o0
00 Montrer que, pour tout réel x, / e fu(t) dt =

X

e sin 6

[ e

O En faisant une intégration par partie dans l'intégrale du
second membre de I'égalité précédente, montrer que la
solution Y;, de I'équation différentielle (&,) est bornée
sur R.

II. CAS D’UNE FONCTION INTEGRABLE

A- Cas ou f est intégrable sur R

On suppose que f est intégrable sur R et on pose, pour tout réel x,

Glx) = / £(b) dt.

O Montrer que la fonction G est continue, bornée et tend vers 0
en —oo.

0 Montrer que, pour tout réel x, la fonction t — e 'f(t) est
intégrable sur [x, +-oo].

0 Montrer alors que la solution Y de I'équation différentielle
(Ef) vérifie

+o0o
weR, Y| < [ If0)

puis en déduire que Yy est bornée sur R et tend vers 0 en +oco.

0 Montrer que Yy = —G + Y et conclure que Yy tend vers 0 en

—00.

O Justifier que la solution Y|;| de I'équation différentielle (&)
est bornée et tend vers 0 en £oo.

Mo

Former pour réussir

U Montrer alors que Y|y est intégrable sur R.
0 En déduire que Yy est intégrable sur R et montrer que

/f: Y(t) df = /:Of(t) dt.

0 On désigne par E 'espace vectoriel des fonctions réelles con-
tinues et intégrables sur R ; on le muni de la norme N;
définie, pour tout élément g de E , par

Nite) = [ Is(o)l ar.

Montrer que l'application ® : ¢ —— Y, est un endomor-
phisme continu de E et calculer sa norme.

B- Cas ou I'intégrale de f sur R converge

On suppose ici que f possede une intégrale convergente sur R et
on pose, pour tout réel x,

F(x) = / ) a.
O Montrer que la fonction F Jést continue, bornée et tend vers 0
en +oo.
0 Montrer que, pour tout réel x, I'intégrale /x - e 'f(t) dt est
convergente et que
e [ T e () dt = F(x) — Yr(x).
(on pourra faire iine intégration par partie)

O En déduire que la solution Y de I'équation différentielle (&)
est bornée et tend vers 0 en +oo.

|

Montrer que Yy tend vers 0 en —oo.

|

Montrer alors que Yy possede une intégrale convergente sur
R, égale a celle de f.
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IT1. CAS D’UNE FONCTION PERIODIQUE

On suppose ici que f est 27t-périodique.

O Montrer que l'équation différentielle (£f) possede une
unique solution bornée qui est la fonction Y.

O

Montrer que Y est 27t-périodique et de classe C i

[ Calculer les coefficients de FOURIER complexes de Y/ en fonc-
tion de ceux de f.

0 Onpose fo = f et fy11=Ys, n>0.

O Pour tout n € N, exprimer les coefficient de FOURIER
complexes de f, en fonction de ceux de f.

A la prochaine

O Montrer que la série de FOURIER de f; est normalement
convergente.

0 En déduire la convergence de la série ) (|c_k( )l +

keN
e(F)])-

O En utilisant le théoréeme de DIRICHLET, montrer que

1 n—1 400
meN' ek, I -al< () L (el

O Quelle conclusion concernant le mode de convergence
de la suite (f,),eN peut-on tirer de ce qui précede?
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Partie I. EXEMPLES ET RESULTATS GENERAUX

U

Un premier exemple

0 T'équation différentielle en question est: (£,) 1 y' —y =

—e*, dont la solution s’écrit y = yy + Yo ot yg solution
générale de 1’équation homogene: (EH) : Y —y = 0
et yo solution particuliere de (£f,). On a yy(x) = Ae’
et a l'aide de la méthode de la variation de la constante,
on pose yo(x) = A(x)e* , on injecte cette solution dans
l’équation et on trouve A'(x) = —1, d’ott yp(x) = —xe”.
Donc y(x) = (—x + A)e*. Cette équation ne possede au-
cune solution bornée au voisinage de +-oco.

0 0O De méme on a : I'équation différentielle en question

est: () : ¥ —y = —e**, dont la solution s’écrit
Y = YH + Yo ou yy solution générale de I'équation
homogene : (EH) : ¥ —y = 0 et yp solution par-
ticuliere de (&f,). On a yy(x) = Ae’ et a l'aide
de la méthode de la variation de la constante, on
pose yo(x) = A(x)e* , on injecte cette solution
dans I'équation et on trouve A'(x)e* = —e**, d’ou
1 ox 1 ox e
yo(x) = ¢ .Donc y(x) = ¢ + Ae*.

0 Donc une condition nécessaire et suffisante sur «
pour que cette équation admet des solutions bornées

au voisinage de +-co est que & < 0, en prenant A = 0
mais cette solution n’est pas bornée sur R.

O Résultats généraux

U

U

O

L’ensemble des solutions de I'équation différentielle (£)
est un espace affine de dimension 1.

Soit y une solution de I'équation différentielle (£¢), donc

y(x)e™)" = ((x) —y(x))e™ = —f(x)e™™ , d'ou

y(x)e ™ = /\—/ e 'f(t)dtetdoncy = yy : x —
0

X * —t
e </\—/0 e'f(t) dt), AER.
Si on suppose que la solution y, est bornée au voisinage

X
de +o0, alors A — / e f(t) dt = yy(x)e ™ 0 et
0

~+o00
e~ 'f(t) dt est convergente et vaut

—
X—+00
donc I'intégrale /

0
A.
L’équation différentielle (£f) peut avoir au maximum
une solution bornée au voisinage de +oo, en prenant

—+o00
A= / e 'f(t) dt, a condition que lintégrale
0
—+00
/ e ' f(t) dt soit convergente.
0
O Pour tout réel x, on a: Yp(x) = ex<)\f -
x 0
/e_tf(t) dt) = ex</ e 'f(t) dt +
0 x
+o00 +00
/ e (1) at) :ex/ e~ F (1) dt.
0 x
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[ La solution Yy n’est pas nécessairement bornée au

t

voisinage de +oo si on prend par exemple f(t) = e2,
X

dans ce cas Yf(x) =22 — 4o

X—r 400

Si f est bornée par une constante M, alors
—+00
[Tt a < [Tetpnl @ <
X
—+00
M / e 'dt = Me™, donc lintégrale
X
e 'f(t) dt est bien définie donc Yr(x) =

—+o0
e’ / e 'f(t) dt est bien définie et bornée aussi
X

par M, comme l'équation admet au maximum une
solution bornée alors c’est I"'unique solution bornée,
sur R, de I'équation différentielle ().

Si f tend vers 0 en +oo, alors Ve > 0 JA > 0
tel que Vx €¢ R : x > A = [f(x)] < e Ainsi
Vx > Aona: |[f(t| < e Vt > xdonc |Yr(x)| =

—+o0 —+o0

e [ et a < e [ et Jar <
X X
+o0

ee* e~ 'dt = ¢, d’ott Yy possede aussi une lim-

X
ite nulle en +oo.

Si maintenant f tend vers 0 en —oco, alors Ve >
0 JA < OtelqueVx €¢ R : x < A =
If(x)] < e Ainsi Vx < A on a: [f(t| < e

—+o0
Wx < t < A, donc |Y,(¥)] = |ex/ e F(1) dt| <
X

A ey e

e’ /+ooe_t|f(t) |dt, or e /+Oo
A LA

e '|f(t) |dt est une con-

e f|f(t) |dt — 0
+
quand x — —oo, car /A
A
stante qui ne dépond pas x et ex/ e !|f(t) |dt <
X

A
e | eledt =ee (e —e ) =e(1 - ) < g et

X
donc Yy possede une limite nulle en —oo.

Un autre exemple

1 ((2p +2)x)"
U Uy p(x = =
(2p+2) e(2p+2)x
——— finie Uy - =
2p +1)! ;§11§)| s pg)(zwrl)!

X

=0 (2p +1)!
réel x, la suite double (u,,,(x)) (

o .y X
0 Le rayon de convergence de la série entiere ) an—,

est

D
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= e*sh(x) aussi finie et donc, pour tout

n,p)EN2 est sommable.

n

n>0
alors infinie et sa somme est ) ) u,p(x) =
p=>0n>0

Z p(2p+2)"x

p=0n>0 (2p+1)tnt
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(—1)P ((2p +2)x)" (—1)P X
p;,(zpﬂ)!;;o n! . §(2p+1)!e(2p+2) -
Cy D
¢ p;o 2p + 1)

= e*sin(e").

A A
l'intégrale / e tu(t) dt = / sin(e)dt =
0 0

B=¢" gin(x)
/ . dx est alors une intégrale classique conver-
1
—1)F
o

gente car de méme nature que la série alternée )

On a effectué le changement de variable x = ¢'.

—+00
Hu(t) dt = / sinb g
ex 0

en effectuant le changement de variable 6 = e'.

—+00
Pour tout réel x, on a: / e
X

—+00
Yu(x) = e"/ e 'u(t) dt est déja bornée en oo
X

A
car / e~ 'u(t) dt converge, il reste donc a I’étudier en
0

—oo. faisons une intégration par partie dans l'intégrale

|/ ﬂ i8] — |[—C°seroo+/+%°s" do) =
9 ex ex 9
—+00
|coesxe +/ C089 do| < _+/ —d@ 2 dot

+oo +
Yu)| =l [ e tuey e = Je* 8“9‘9 4] < 2
X ex

donc la solution Y, de l"équation différentielle (£,) est
bornée sur R.

Partie II. CAS D’UNE FONCTION INTEGRABLE

A- Cas ou f est intégrable sur R

U

U

0

La fonction G est continue, car primitive, bornée et tend vers
0 en —oo car f intégrable sur R.

f est intégrable sur R, donc sa limite en +co ne peut qu’étre
finie et donc f ne peut qu’étre bornée par une constante M,

A
d'ou VA > x,ona: / e”!|f(t)dt| < Me™*. Donc, pour tout
X

réel x, la fonction t — e~ 'f(t) est intégrable sur [x, +oo].

e 'f(t) dt| <
+o0 400 +oo

e[ el dr < e [ e pwlar = [ If)] d,
X X X

|f(t)| dt et tend vers 0 en

+00
Et dans ce cas: Vx € R, |Yf(x)| = |ex/
X

“+o00
donc Yf est bornée sur R par /

— 00

“+o00
+o0 car / |f(t)] dt tend vers 0 en +oco.
X

—+o00
D’autre part Vx € R, Y¢(x) = ex/ e 'f(t) d

e /+Ooe_tG’(t) dt = e* [e7'G(t) t_>+°°+ / e 'G(t)
—G(x) + Yg(x)

car 11I_~1_’1 e 'G(t) = 0, puisque G est bornée et donc Y tend

vers 0 en —oo car G et Y tendent vers 0 en —oo.

On a f intégrable R = | f| intégrable R, donc de facon
pareille on montre que la solution Y/s| de I'équation différen-
tielle (£||) est bornée et tend vers 0 en +co.

Ona: Yy (t) = Y"ﬂ(t) + [f(#)|, or Y|'f| intégrable car Y tend
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vers 0 en +oo et |f| intégrable donc Y|s| intégrable sur R et
par suite Yy est aussi intégrable sur R puisque [Yf| < Y.

—+o0
Effectuons une intégration par parties, donc : /
—o00

Yy(x)dx =

/+oo /+°° = [ex /:00 e tf (1) dt} Hi: X
/_oo e f(x)dx _/ f(x) dx, car 11rn e / e_tf(t) At —

0, puisque la la fonction t —— e -t f ( ) est intégrable et
+o0 —+o00

|e"/ e () di] < / ()] dt = 0 quand x — oo
X X

V(f,g) € E, VA € R, on a: ®(f + Ag)(x) =
00 +o00
Yiiag(x) = /x e ' (f(t) + Ag(t) dt = /x e () dt +

AT dr = Y0+ 2% () = @) +AR() ),
d’ou
@?f +Ag) = ®(f) + AD(g) et par suite P est linéaire, de plus

d’apres les questions précédentes si ¢ est une fonction réelle
continue et intégrable sur R, alors Yy, = ®(g) I’est aussi, donc
® : ¢ — Y, est un endomorphisme de E, d’autre part :

—+00 —+00 —+00
Nl(Yg)z/oo |Yg(t)|dt§/_oo Y|g(t)|dt:/_oo 2(t)] di =

_ ]
Ny (8)/ d’ott @ est continue avec ||P| = Sup M <
§7#0 Ni(g)

1, de plus, pour ¢ > O on a: Y, > 0, dou Ni(Yy) =
+oo —+o00
/ Y, (t) dt:/ ¢(t) dt, d'ot =1.

B- Cas ou I'intégrale de f sur R converge

O La fonction F est continue sur R, car c’est une primitive, et en
plus admet une limite nulle en +f3 par construction de F et
une limite finie en —f car I'intégrale converge, donc bornée
et tend vers 0 en +-co.

00 Méme raisonnement que celui de la question II.A.4) En dé-
duire que la solution Yy de I'équation différentielle (£s) est
bornée et tend vers 0 en +co.

[l Ainsion a: Yf = F — Yf, or F bornée et tend vers 0 en —oo,
donc Yg aussi et donc Yy vérifie la méme chose.

00 Méme raisonnement que celui de la question II.A.7).

Partie III. CAS D’UNE FONCTION PERIODIQUE

0 f est 2m—périodique continue, donc bornée sur R, d’ou Yy
aussi, or 'équation différentielle (£¢) possede au maximum
une solution bornée qui est donc la fonction Y.

O On effectue le changement de variable u = t — 27t donc yr(x +

. x12r 8 —t X427 8 —t—2m .
2m) = e e 'f(t) dt e e f(t
x+27 x

+8
2m) dt = ex/ e 'f(t) dt = Yp(x), donc Yy est 27—
X
périodique et de classe C', comme produit de deux fonction
de classe C'.

0 Les coefficients de FOURIER complexes de Yy sont donnés par
la formule :

Vk e Z 1

27 .
a(Yy) = —/0 Yf(x)e_lkx dx =
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(1—ik)t

1 27 , +8 1 e
- (1—ik)x —t _
ZnA ‘ (L ‘ ﬂ”dQ‘” br([l—%

gt (e 0 [t )+ 05 -

ck(f)
T—ik "
+R +R
62”/ e f(t) dt = / e”'f(t) dt en effectuant le change-
2 0
ment de variable u = f — 277 et utilisant le fait que f est
2m-périodique. D'ou Vk € Z :  c(Yf) = 1Ck_(f3c
. __ a(f)
O Pour toutn € N, ona: Ck(f?’l) = W

[ Parceque Yy de classe C! bornée.

0y <|C CFOl+ ee(R) ) Z <|C kf1)|+|Ck(f1)|>

keN
est finie car c’est la série de FOURRIER de f1 en xg out

A la prochaine

.

/x-&-ﬁ e_tf(

=

) dt]

27

0

Mot

Former pour réussir

27V szfx(xoﬂ = Ma |f1(x)|
h

D]aprélé le t eore e de DIRICHLET, on a: Vn €
N*, Vxc€Rona:

fu(x) —eo(fu)l =1 1 cxl(fu)e™]

keZ*
< kz ek (fn)l

€Z*
= kZ ek (fn) | + e (fu)]

eN*
_ ek ()l le—k(fn)l
R T R

n—1 400

<(7) I (estmr+petii)

=+v14+k%2>2.de

car [1 +ik| = V1+k* > 2et |1 — ik|
plus co(fn) = co(f) d’otr le résultat.

00 Le mode de convergence de la suite (f;),enN estle méme

1 \"1
ue celui de la suite géométrique | —
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Devairlibre

Fonctions holomorphes : Série de Fourier lacunaire quadratique

~ Blague du jour \

[0 Comment appelle t-on un chien sans pattes? On ne
’appelle pas, on va le chercher!

[0 Un vieux rat rencontre une petite taupe. Curieux, il lui
demande :

- Que veux-tu faire plus tard, ma petite ?

- Taupe-modeéle !!

\ J

® Enoncé : CNC MP, 2011

La fonction g définie, pour tout x € R, par
+00 pimtn®x

9(x) = ; irtn?

est étudie par Riemann il y a environ 150 ans, avec I'idée que cette
fonction est continue sur R mais nulle part dérivable. L’étude est
poursuivie par Hardy qui prouve en 1916 que cette fonction est
non dérivable en tout x € R\{Q}. Il reste a étudier la dérivabil-
ité en x rationnel et c’est Gerver qui en 1970 réussit a trouver le
résultat assez inattendu : la fonction est dérivable en tout x € Q.
Depuis, d’autres propriétés de cette fonction ont été étudiées, pro-
priétés qui analysent plus finement la régularité de cette fonction :
en particulier son ordre de Holder local et son spectre multifractal.

John Edensor Littlewood (1885-1977)

Mathématicien anglais. Il a surtout travaillé en analyse sur le su-
jet des fonctions entieres. Il a collaboré pendant de nombreuses
années avec Hardy et ils ont formulé ensemble deux conjectures
Il a aussi travaillé sur la théorie de Fourier. Il est lauréat de la
Médaille Sylvester, de la Royal Medal et de la médaille Copley|
en 1958.

Le sujet a pour objet d’établir la dérivabilité de la fonction g au
point 1; il utilise des outils de I’analyse complexe.

Le probleme est composé de cinqg parties; les deux premieres par-
ties ont pour objectif d’établir la formule (2) qui sera utile dans la
cinquieme partie. Les trois dernieres parties du probleme s’enchai-
nent entre elles.

1°%® partie : Formule sommatoire de Poisson

Soit ¢ : R — C une application de classe C ! telle que les applica-
tions t — t2g(t) et t — t>¢/(t), définies sur R, soient bornées a
l'infini, ce qui revient a dire que
1
°(#)

s, z..0(z) e,
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On lui associe la suite (¢, ),en de fonctions définies par
go(t) = g(b),

O Montrer que pour tout réel x, la fonction t — g(t)e
intégrable sur R.
Par définition, la transformée de Fourier de g est la fonction notée
g définie sur R par

+-oo .
3(x) = / ¢(t)edt, x €R.
— 400

en(t) = g(t+2nm) +g(t—2nm) t€R, neN*

—ixt eSt

O Montrer que la série de fonctions Z gn converge uniformé-

neN*
ment sur tout segment de R.

0 On note g la fonction définie, pour tout t € R, par g(t) =
—+o0
Z gn(t).
n=0

[0 Montrer que la fonction g est de classe C ! sur R.

O Justifier que la fonction g est 27r-périodique et que ses
coefficients de Fourier complexes sont donnés par

" 1
(&) = 5-8(k), keZ
On remarquera que, pour tout t &
p=n
lim g(t+2pm).
—n

R, g(t) =

n—r—+oo
p:

0 Montrer que les familles (g(2n7),en et (g(7)nen sont
sommables et que leurs sommes vérifient la relation
suivante, dite formule sommatoire de Poisson,

27t Y g(2nm) = Y g(n).

neZ nez

28me partie : Application de la formule sommatoire de Poisson

Pour tout réel « > 0, on note /i, la fonction définie, pour tout t € R,

par h,(t) = et

O Vérifier que, pour tout réel « > 0, la fonction h, satisfait les
hypotheses faites sur la fonction g dans la partie précédente.
Dans la suite, on notera hAa la transformée de Fourier de hy, & > 0;

on admettra que h1(0) = /7.

0 Montrer que la fonction Iy est dérivable sur R et qu’elle satis-
fait I’équation différentielle

x
y+3y =0 (2)
[0 Résoudre 1'équation différentielle (1) et donner 1’expression
de I’ll.
~ —x2
00 Montrer, pour tout « > et tout réel x, h,(x) = ?e&xz.

O Montrer, pour tout réel a > 0, la relation
+oo T —n?
ﬁ(l—i—ZZe‘””Z“) = 1+2) e . (3)
n=1 n=1

3%me partie : Un résultat général sur les fonctions holomorphes
Si a et b sont des nombres complexes, v, désigne le chemin du
plan complexe C défini, pour tout ¢ € [0,1], par v, ,(f) = (1 —t)a+
tb; son image v,5[0,1]) = {(1 —t)a+1tb, 0 < t < 1} est notée
[a,b]; c’est le segment du complexe d’extrémités a et b.
Pour la suite du probleme, on notera () la partie de C définie par

QO ={zeC, Im(z) >0}
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0 Vérifier que pour tout (a,b) € Q?2, [a,b] C Q, puis justifier
que () est un ouvert connexe par arcs de C.
Soit f : Q0 — C une application continue, si (a,b) € O, on
définit 'intégarle curviligne de f le long du chemin vy, notée

f(z)dz ou simplement ®(a,b), par
Ya,b

1
o(a,b) = [ f2)dz = (b—a) / F((1=8)a + th)dt.
Ya,b 0

O Soit a fixé dans (); montrer que I'application ®, : O — C,
b+— ®,(b) = P(a,b), est continue sur Q.

O Soit ¢ la fonction définie, pour tout z € Q, par ¢(z) = z;
soient a et b deux éléments distincts de (). Montrer que
I'ensemble des ¢ € () tels que

/ Y(z)dz + P(z)dz :/ P(z)dz
Ya,c Ye,b Ya,b
est soit une droite soit une demi-droite du plan complexe a

préciser.

O Dans la suite de cette partie, f est supposée holomorphe sur
Q). Si x et y sont des réels tels que x + iy € (), on pose

P(x,y) = Re(f(x +iy)), Q(x,y) =Im(f(x +iy)).

oP
O Rappeler les relations reliant les dérivées partielles —

ox

et %—f puis g—ly) et %—g
0 Soit (a,b,c) € O°. Montrer a l’aide des résultats du pro-
gramme sur les formes différentielles que - Pdx —

Qdy = /a N Qdx + Pdy, ot 9T" désigne la frontiere,
T

orientée dans le sens direct, de la plaque triangulaire T
du plan R? dont les sommets sont les affixes des com-

plexes a,b et c. En déduire / f(z)dz + / f(z)dz =
Yac Ye,b

f(z)dz.

Ya,b

O Soita € () fixé; déduire de ce qui précede que la fonction
®, est holomorphe sur () et que sa dérivée au sens com-
plexe, noté @/, vérifie @, (b) = f(b) pour toutb € (); on
rappelle que

@/ (b) = lim
c—b
ceQ\{b}

P, (c) — D,(b)
c—b

O On suppose que, pour tout b € (), la fonction r —
®(ir, b), définie sur |0, + + oo[, admet une limite dans C
lorsque r tend vers 07 ; on note F(b) cette limite. Montrer
que, pour tout (b,c) € O2, F(c) — F(b) = ®(b,c), puis
en déduire que F est holomorphe sur Q et que ' = f
sur ().

4°m€ partie : Etude d’un exemple

On note exp la fonction exponentielle complexe. Si z € C\R7,
on note Arg(z) l'élément de l'intervalle | — 7T, [ tel que z =
1z| exp(iArg(z)); on pose alors Log(z) = In(|z|) + iArg(z) et, pour
tout A € R,

7" = exp(ALog(z))
La fonction Log est le logarithme principal défini sur C\R™; on
rappelle que les fonctions exp et Log sont holomorphes sur C et
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C\R™ respectivement; leur dérivées au sens complexes vérifiant
1
Log'(z) = > Z€ C\R™ et exp'(z) =exp(z), zeC.

Soit A un réel fixé dans l'intervalle | — 1,0[; on note f, la fonction
définie, pour tout z € C\R™, par

i
falz) =2 exp(—g).
O Justifier que f) est holomorphe sur ().

O Soit b un complexe fixé dans (). On note ], la fonction,

fa(z)dz. Montrer
Yirb
que la fonction J, ;, admet une limite, notée F) j, lorsque r tend

vers 07 et que
Fy(b) = b1 /] ]tA exp(—i th)dt.
0,1
On pourra utiliser le théoréme de convergence dominée aprés en
avoir vérifié les conditions de validité.

définie pour tout r > 0, par J, ,(r) =

O On note G, la fonction, définie pour tout z € C, par G,(z) =
24 2exp (é) F\(z).
O Justifier que les fonctions F) et G, sont holomorphes sur
Q et que F; = f, sur Q.
0 Montrer que, pour tout z € Q, Gy(z) =

1 i oo —A—2 iu
- — —— | du.
Zexp(z)/1 u exp( z) u
00 Montrer que, pour tout z € Q, |Gy(z)] < 2 et que

3
[F_1/2(2)] < 2|z]2.

5%Me partie : Démonstration de la propriété proposée

Mo

Former pour réussir

Pour tout entier naturel non nul 7, on note u, la fonction définie,
pour tout z € C, par
_ C——
uy(z) = exp(inn-z).

0 Soit z € C; montrer que la série Y u,(z) converge <= z €
n>1

Q.

“+o00
Dans la suite, on pose u(z) = Y un(z), z € Q.
n=1

0 Montrer que, pour toutz € Q, u(z+1) + u(z) = 2u(4z).

O Pourtoutn € N* et tout (x,y) € Rx]0,+ + oo[, on pose
un(x,y) = up(x+iy) et u(x,y) = u(x +iy)

O Montrer que pour tout k € N, la série de fonctions

Y. nkir, converge normalement sur R x]0, + + co[ pour
n>1
touta > 0.

O Montrer soigneusement que la fonction u#, définie ci-
dessus, possede en tout point de Rx]0,+ + oo[ une

A . . . u
dérivée partielle par rapport a x et exprimer g(x,y),

pour (x,y) € Rx]0,+ + co], sous la forme de la somme
d’une série.

O Montrer de méme que la fonction u possede en tout
point de R x]0, + + co| une dérivée partielle par rapport

0
a y et I'exprimer en fonction de % (x,y).

O Montrer que la fonction u est holomorphe sur Q).
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O Partant de la formule (2) de la deuxiéme partie et moyennant
un résultat sur les zéros d"une fonction holomorphe, montrer
que pour tout z € (),

<£)U2ﬂ+2u@D::1+2u<—%).

0 En déduire que, pour tout z € O, u(l +z) +
i sz o (—innz) o —imn?
z = P P z '

0 Montrer que la série de fonctions ) | ﬂz converge normale-
n>1
ment sur {z € C, Im(z) > 0} et que sa somme, notée v, est
continue sur cette ensemble.

N =

O Montrer que, pour tout z € () et tout &« > 0, la série

(%4 . :
Z nF_q1 (—2) est convergente, ou F_q,, est la fonction
=i n
définie dans la quatrieme partie.

O Pour tout z € (), on pose

+o0 \1/2 foo
Un(z) (i) 4z
= _— t = F_ —— | —2nF_ (
O Montrer que la fonction v; est holomorphe sur () et que
/
Ul = U.

O On admet que la fonction w est holomorphe sur () ; cal-
culer sa dérivée W', au sens complexe, en admettant que
I'on puisse dériver terme a terme la série définissant w.

O Montrer que, pour tout z € (),

—z  (im)V/2 = 4z
v1(z+1)—0(1) = - + ( 2) Z (nF_1/2 (@) —2nF_q1,p (;
n=1 |

U Montrer qu’il existe une constante ¢ positive telle que, pour
tout z € (), on ait

v@+4)—vm)+§‘gqﬂw?

) X
0O Montrer soigneusement que g(x + 1) — g(1) + 5 T

O(x*/?). En déduire que la fonction g est dérivable en 1 et
préciser 4’ (1).

A la prochaine
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® Corrigé : Pr. Hfa, CPGE Agadir, Maroc

Rappels du cours :
En plus du programme Francais, ce probleme utilise ce petit rappel
du cours, qui fait partie

du programme Marocain.
Définition :

Soient U un ouvert de C,a € U, et f: U — C une application.
(i) On dit que f estholomorphe en a si limM

z—a Z—a
£

existe dans

C.

Dans ce cas cette limite est notée : f'(a) = limw, dite
zza Z—da

dérivée de f ena.

(ii) On dit que f est holomorphe sur U si f est holomorphe en

tout point de U, et dans ce

cas, I'application f’: U — C est dite la dérivée de f sur U.
Remarques : ( Opérations sur les dérivées )

(i) On dérive de la méme maniere que pour les fonctions d"une vari-
able réelle, le produit, le

rapport ( quand il est défini ), les combinaisons linéaires, de deux
fonctions holomorphes.

(i) Si U est un ouvert connexe par arcs de C, et f : U — C une
application holomorphe sur U,

alors f estconstante sur U si et seulementsi Vz € U ; f'(z) =0.
Théoréme : ( Equations de Cauchy Riemann )

Soient U un ouvert de C, et f : U — C une application.
Onpose : U = {(x,y) € R tq x+iy € U} etV(x,y) €U ;

flxy) = fx+iy). N
On pose aussi : V(x,y) € U ; P(x,y) = Re(f(x+iy)) et
Q(x,y) = Im(f(x + iy)).

Alors U est un ouvert de IR? et les assertions suivantes sont équiv-
alentes :

(i) f est holomorphe sur U.

(i) f estde classe C' sur UetV(x,y) €U ; %(x,y) + i%(x,y) =
0

(iii) P et Q sont de classe C!' sur U et Y(x,y) € U ;
dP _0Q
g(x,y) ~ a—(x,y)

20Q ~dP
a(x,y) = —@(x,y)
Remarque :

Sous les notations du théoréme précedente, si f est holomorphe
sur U, alors : _ N
of of

V(o y) €U ; f'(x+iy) = = (xy) = —z@(x,y)

Théoréme : ( Principe des zéros isolés )

Soient U un ouvert connexe par arcs de C, et f : U — C une
application holomorphe.

On suppose que f n’est pas identiquement nulle, et qu’il existe
a€ Utelque : f(a) =0.

alors il existe r > 0, tel que D(a,r) ={z€ C tq |z—a| <r} C U

etvVz € D(a,r)\{a} ; f(z) #0.
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Autrement dit ( par contraposée )si {z € U tq f(z) = 0} admet
un point d’accumulation,
alors f estidentiquement nulle.

Dans tout ce probleme, on pose : g(x) = ) _ =

1" Partie : Formule sommatoire de Poisson

Soit ¢ : R — C une application de classe C telle que : g(t) =

1, 1
L0 (pegn= 0 ()

|t|——+o0
On pose : Vt € R ; go(t) = g(t) et Vn € IN* ; gu(t) =
g(t+2nm) + g(t — 2nm).

1.1) L'application [t LN g(t)e ™) est continue sur R, et d’aprés
I'hypothese ci-dessus :

h(t)= O (12), alors h est intégrable sur R.
|t| =400t

o0 .
On pose alors : Vx € R ; g(x) = / g(t)e ™ dt. g est la trans-

formée de Fourier de g.
1.2) L'application [t — tzg(t)} est continue sur R et g¢(f) =

1
(—2), alors il existe A > 0,
[t|—+oo £

tel que cette application est bornée sur R\ [— A, A], cette application
est continue sur le

segment [—A, A], donc bornée sur ce segment, et par suite bornée
sur R.
Il existe alors M >0 ; Vte R ; ‘tzg(t)‘ < M.

lim (b — 2nm) = —oo et

Soit [a,b] un segment de R, Puisque : lim

li_I>n (a+2nm) = +o0
n—oo
ANeN" ; Vu>N ; Vte[ab] ; (t—2nm) < (b—2nm) <0et
(t+2nm) > (a+2nm) > 0.
M M

Vn > N ; Vt € |a,b] ; |gu(t)] < + <
- a,b] gn(t)] (i,‘—2n7r)2 (t+2n7r)2

M 7 M
(b—2nm)*  (a+2nm)*
M M M

et alors la série

(b — 2n7r)2 n—eo 471212 (a +2n7r)2 n—eo 471212

M M
L ((b — 2nm)? " (a+2nm)

2) converge.

Par conséquent :la série ( 2 gn(t)) converge normalement pour
n>N
t € [a,b].

Conclusion : la série < Z n (t)) converge uniformément sur tout
n>0

segment de RR.

1.3) On note g la fonction définie, pour tout t € R, par : g(t) =

Zgn(t)-

n>0
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1.3.1) g est de classe Cl'sur R, alors Vi € N ; gn est de classe Cl sur
:Vt € R ; go(t) = ¢'(t) et Vn € N*

R.

Notons que ; &u(t) =

¢'(t+2nm) + ¢'(t — 2nm).

On remplace ¢ par ¢’ dans la question précédente, on obtient alors
(Z%)

n>0
converge uniformément sur tout segment de IR
D’otr § est de classe C! sur R, et V¢ € R ; (¢

que la série :

=) gu(t)

n>0
1.3.2) Remarquons que d’aprés le raisonnement de la question 1.2)

ona

Vt € R ; les séries (Zg(t—i—Znn ) et (Zg t—2n7‘c)> conver-

n>1 n>1

gent.
VtER ;g(t+2m) =) gn(t+2m) =g(t+2m)+ ) _g(t+2(n+

n>0 n>1

)+ Y gt —2(n—1)m).

g(t+ 27151: g(t+2m) + Zg(t +2nrm) + Zg(t —2nrr).
n>2 n=>0
gt+2m) =g(t+2m) +g(t) +g(t—2m)+ Y (g(t +2nm) + g(t — 2nm)) =

n>2

g(t).

N 1 2w "
VkeZ ; c(g) = E/ g(t)e ™t

ng —Mt

VnelN ; VteR ;

- ‘g'(t) Y g
p=0

Mot

Former pour réussir

n .
Alors, d’aprés 1.2) la série ) gp(t)e_’kt
p=0

converge uniformément

sur tout segment de R vers
[t — g(t)e ], en particulier sur [0,27t]. On déduit alors que :

27
VkeZ ; 2/ gu(t)e Mt
n>0
WEZ'C(%nL/m()“WH—lz'WNU+MMfMﬂ+/
7 kg _27_( 0 g zn.n>1 0 g 0

Onpose :u =t-+2nm et v=1t—2nm.

Vke Z ;c

—1kudu+/

De 1.1) I'application [t — g(t)e~™*] est intégrable sur R, la rela-
tion de Chasle donne alors :

Vk € Z; o(3) = ihlfzn (e Mt + /ﬁwo (w)e *du +
7 Ck g SO 27_( 0 g 271. g
0 .
i/ g(v)e *dy.

27w J— .
1 e 1
@) = 5= [ s(heMdt = o —g(K).

(1—i/muywm+—2

1 (/ (n+1)m
7-[7’121 2nrm

Vk € Z ;

1.3.3) ¢(2nt) = O (lz) alors les séries | ) g¢(2nm) | et
|7’l|—>00 n 7’120

(Zg —2n7) ) sont

n>1
absoluments convergentes, et donc la famille (g(2n7)),., est
sommable.
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VnelZ ; gn) = /+Oog(t)e—i”fdt = 27cq(3). L'application [(x, t) —— e "~ et de classe C! sur R2.
- d ) , L. 2
g est 27r-périodique de classe C! sur]R VneZ ; cn(3) =incy(3). V(x,t) € R® ; %(x, t)‘ = |t|e”" et V'application [t — [t|e”"]
Vn e Z* ; |ea(3)| = LN len ()] < 1 — + e (& }2) est continue intégrable sur .
’ — 2 : -~ A~
1 i Iy est donc de classe C! sur R et Vx € R ; hll(x) =
* - +o00 -+o00 .
La famille (n Jnez+ est sommable, et d"aprés la formule de Parse / ?)—(P(x, Pt = —i/ po—Poixt gy,
val, la famille ( ‘cn g )‘z)nez —oo 0X _, ;oi ;oo ,
est aussi sommable, donc la famille (|c,()|),cz est sommable, et Vx € R ; I(x)+ Ehl(x) = 5/ (—ix — 2t)e” " Mgt =
par suite la famille (g(n)),c» i[ _plate
est aussi sommable. 5 [e } W
D’auAtre part, en ut111sant le theoreme de Direchlet, on a : hAl est donc solution sur R de l'équation différentielle : (1)
Y 8(n) =2m) ca(g) =2m5(0) =21 ) g(2nm).
nez neZ nezZ
»
2°M¢ Partie :  Application de la formule sommatoire de 2
Poisson 2.3) La solution génerale de (1) est y(x) = Ae 4 .avec A constante
réelle.
Pour tout réel « > 0, on note h, la fonction définie, pour tout t € R, R X
par f, (t) = e Posons alors :Vx € R ; hy(x) = Ae 4 .h1(0) = A =/,
2.1) hy est de classe C! sur R, et ‘1|1m t2he(t) = ‘1|1m 21 (1) = 0,
t|—o0 t|—o0 2

. ~ _X-
alors les zapphca’aons . Conclusion :Vx € R ; hy(x) = e 4.
[t — t°hy(t)] et [t — t°hy(t)] sont bornées sur R, et donc h, R too o

24)Vx € R ; hy(x) = / e ¥ dt On pose :u = at.
vérifie les hypotheses de g. +_°° : 2
~ +oo . ~ 1 © ~ X T — 7o
22)Vx € R ; hi(x) = e et hi(x) = / e Pemitxgy — Vx € R ; hy(x) = E/ e PTIN T gy — Ehl((x) = %e 4o
/+°° o——ixt gy 2.5) Maintenant, appliquons 1.3.3) ah,. 2 Y _ he(2n7) = ) hia (1)
—o00 nezZ neZ
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) o _n%
21 <1+22e—4"2”2“2> = % <1+22e 4|
n=1 n=1

Soit 2 > 0, on applique la formule ci-dessus pour & = ﬁ. On

obtient :
= —7'[1’12a _ - —an.
Va(1+2) e =|142) e a .
n=1 n=1

3®M€ Partie :
holomorphes
Pour tous a,b € C,onpose : Vi € [0,1] ; v,(t) = (1 — t)a +tb.

Un résultat général sur les fonctions

On note aussi : Q) = {z € C tq Im(z) > 0}.
3.1) Q) est un demi plan, alors Va,b € Q) ; [a,b] C Q.
() est donc convexe, et par suite () est connexe par arcs.

Soit f : () — C une application continue.

On pose :V(a,b) € O? ; ®(a,b) =
Ya,b

1
fl2)dz = (v—a) [ f3-
t)a + tb)dt.

3.2) Soit a fixé dans (), et &, l'application définie sur () par :

Vb e Q) ; ®,(b) = D(a,b).
f est continue, alors l'application [(t, b) LEN f((1—t)a+ tb)} est

continue sur [0, 1] x Q, alors

1
®,(b) = /0 F 4(t,b)dt définit une applicaton continue sur Q).

3.3) Soient a, b, c € Q).

Mo

Former pour réussir

/’¢@mz+ ¥(2)dz =(a-@AQu—ﬂa+wmw+w—

Ye,b

)A%a—ﬂa+%mt

a

[ vzt [ ez = 5 ((ca—1a)+ (6 = |e?) + (e — ac) + ([bf
Ya,c Ye,b

[ ez =5 (@ —laP) + (b —ab))

/ $(z)dz + l/J(Z)dZ:/ P(z)dz siet seulement si

Ya,c Ye,b Ya,b

((c@ = [aP) + (52 — |e*) + (e — a2) + (b — b)) = ( (b7 — |a]*) + (b

ca + bc — ac — cb = ba — ab
c(@—b)— (a—b)c=ba—ab
Im(c(@a —b) —ba) =0

si et seulement si
si et seulement si
si et seulement si

si et seulement s’il existe un réel A, tel que : ¢ = /\_+ ga
a_
L'ensemble des ¢ € Q tels que : / P(z)dz + P(z)dz =
Ya,c Ye,b

Lﬂ’b P(z)dz

est une droite horizontale si (@ — b) € R et c’est une demi-droite
ouverte si non.

3.4) Dans la suite de cette partie, f est supposée holomorphe sur
0, etsi (x,y) € R? tel que :

(x +1iy) € O, on pose : P(x,y) = Re(f(x+iy)) et Q(x,y) =

Im(f(x+1iy)).
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1
3.4.1) Les équations de Cauchy Riemann : ?)—Z = %—5 et +i/0 (Re(c) —Re(a)) Q(x(t), y(t)) +
5 oD (Im(c) — Im(a)) P(x(t), y(t)))dt.
i “ oy %,Cf(z)dz = AM Pdx — Qdy + i ch Qdx + Pdy.

34. 2) Soit (a,b,c) € Q. D’aprés la formule de Green-Riemann on
D’ou d’aprés les formules () et (%) ci-dessus :

/ pix— iy = [ [ (<5257 ) drty =0 fdz+ [ f@dz+ [ f@dz = 0et [ fE)d =
Ya,c Ye,b Yv,a Ya,b
P
dx + Pdy = // (— — —) dxdy = 0. D’autre part, on a
/ Q S = A Y f(z)dz + f(z)dz
Ya,c Ye,b
3.4.3) a est toujours fixé dans Q). Soit b € Q et c € O\ {b}.
0= / Qdx + Pdy = + (/ Qdx+Pdy+ [ Qdx+Pdy+ [ Qdx + B4 E\> b)) _ L otz — [ fo)d) =
Ya,c Ye,b Vb, —b c—b Ya,c Yab
1

1
- %szdz:/ F((1— 1)b + te)dt.

%ﬁ);yhcatlon [(t,¢) — f((1 —t)b+ tc)] est continue sur [0,1] x O,

(%) ¢
Pdx = Qdy + Vo Pdx = Q apphcat1on

0:/ Pdx — Qdy = £ (/ Pdx — Qdy +
oT+ Ya,c

Yeb
c +— /f ((1 = t)b + tc)dt] est continue sur (), donc
0

(x)
o [ x=(1—-1t)Re(a) + tRe(c) .
Ya,c €st paramétré par : { y = (1 - )Im(a) + im(c) ’ t€0,1]; limq)a(c) — D, (b) = /1 f(b)dt =
{ x' = Re(c) — Re(a) b b "
y' =Im(c) —Im(a) 3.4.4) On suppose que, pour tout b € (), la fonction [r — D(ir, b],
1 . définie sur |0, +oo],
%Cf( z)dz = (b —a) /0 (P(x(8),y(£)) +iQ(x(t), y(t))) dt admet une limite dans C lorsque r tend vers 0". On note F(b) cette
[ ez = [ (Re(e) = Rea)) P(+{8) y(6) ~ (Im(e) ~ (0,940 o) ¢ 2 etsoitr = 0
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F(c)—F(b) = lim (®(ir,c)

r=0 r—0 Yo
f(z)dz = ®(b,c).
F?)i,(c)ns b e Qetsoitc € O\{b}.
w = /01 f((1 — t)b + tc)dt, alors d’aprés la question

précedente : limM

c—b c—>b
£

= F().

On déduit alors que F est holomorphe sur Q et que F' = f sur Q).

4*™¢ Partie : Etude d'un exemple

Soit A un réel fixé dans l'intervalle | —1,0[ ; et f, la fonction définie
sur C\RR™ par :

falz) = exp(~)

4.1) Les fonctions [z — z* = exp(Alog(z))] et [z — —;] sont

holomorphes sur (), alors la

fonction f) est produit deux fonctions holomorphes sur (), f, est
donc holomorphe sur Q).

4.2) Soit b un complexe fixé dans Q2. On pose : Vr >0 ; J),(r) =
fa(z)dz
Yirb
1 .
. o Y A . 1
o) = (0 =) [ (1= )ir + 1) exp( (=l

—®(ir, b)) = lim< f(z)dz + f(z)dz) Mr>0; [t— ((1- t)ir—l—tb)Aexp(—
Yir,c

Mot

Former pour réussir

est con-

: )]
((1 —t)ir + tb)
tinue sur le segment [0, 1].

vr > 0 ; Vvt € [0,1] ;

exp(= ((1—t)zr+tb))'
i(th — (1 — t)ir) tim(b) + (1 — t)r
(|(1 = t)ir + tb])? )2
t

(1 — t)ir + th)" exp(—

exp(~ — exp(~

(|(1 = t)ir + tb]

1
A-nr<m))| = (1= jir+ )] =

(1 — t)ir+ tb|

. A i 2, 2
- _ < _
(1= 1)ir + 1) exp(— =gy py)| < (((1 £) 7+ tIm(b))? + Re(l
A
% < 0, alors [t — t2] est décroissante sur R*T, alors :
A
. A 1 A A Id
_ _ < S b
((1 —t)ir + tb)" exp( ((1—t)ir-|—tb))‘ < |b|"t % avec

-A <1,

A

L'application [t —> |th|/\] est continue intégrable sur |0, 1].
i ) =
(1—tyir+tb)”

vt €]o,1) lir%((l — t)ir 4 th)" exp(—
r—

AgA
t
M exp(— ? ) |
En plus 'application [t — b** exp(t_—bl)] est continue sur |0, 1].
Alors d’aprés le théoreme de convergence dominée, on a :

1 1 _ 7
lim [ (1= ir + t0)" exp(— \dt = / b exp( ).
0

r;>0 0 ((

i
1—t)ir + tb)
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1
roN T _ _ pAHl A !
D’ou lgr(l)])\,b(r) =F(b) =10 /0 ™ exp( 0 )dt.

4.3) On note G, la fonction, définie pour tout z € (), par G,(z) =

z7A2 exp(;)F)\ (2).
4.3.1) F) est holomorphe sur Q) et F/ = f) d’aprés 3.4.4), G, est
produit de trois fonctions

holomorphes sur (), alors G, est aussi holomorphe sur Q).

; 1 .
432)Vz € Q ; Gy(z) = z_A_zexp(;)zAH/ t/\exp(t—zl)dt =
0

2 tz
On pose : u = %,dt = __i” Vz € Q ; Giz) =
u
L AN A R S
ZeXp(Z)/l . iXP(—)du. - :
_ 1 ® A2 —i(u—1 B 1 o
4.3.3) G,(z) — Z/l u exp( . Ydu = z/o 1+
)~ 2exP(_Tw)dv
(ot lonapos¢ v = u—1); eXP(_Tw) = eXp(_|ZIUZZ) =
—vlm(z
eXp(iz()) <1
2|
; A—2 —1 - . +o0
Gr(z) = i|(1+ov) M exp(T)] + i(A + 2)/0 (1 +
. 0
v) A 3exp(_7w)dv

+o0 o
Ga(z) = _i+i()‘+2)/ (1+40)™7 exp(;)dv.
0
Im(z) > 0etov > 0, alors exp(_Tw)’ <1.
+oo
Gl = L+ @A+ 2)/ 1+ 0) 3% = 1+
0
+00
_ —A-2 A
(o) T2 3
D’aprés 4.3) et'étape précedente : |[F 1 (z)| = |G 1(2)||z|2 |exp <—71)' <
-1 -1

3
2|z|2.

5°™¢ Partie : Démonstration de la propriété proposée
Pour tout entier naturel non nul 7, on note u,, la fonction définie,
pour tout z € C, par :

un(z) = exp(inn?z)

5.1) Soient z € C et n € N*. |u,(z)| = exp(—7n’Im(z)).
SiIm(z) < 0 alors la série () u,(z)) diverge grossierement.

Si Im(z) > O alors |u,(z)| = O (%) alors () uy(z)) converge
n

n—oQ
absolument.

Finalement la série () u,(z)) converge si et seulementsiz € Q.
5.2) Séparons les indices paires et impaires dans la somme suivante
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u(z +1 Z exp(inn®(z+1)) = Y (- )" exp(inn?z) =

n= n=1

i exp(imdn®z) — 2 exp(int(2n —1)*z)

n=1 n=1

u(z+1) = u(4z) —u(z) + Y_ exp(imdn’z). Dot : Vz € Q ;

n=1
u(z+1) 4+ u(z) = 2u(4z).
5.3) Pour tout n € IN* et tout (x,y) € Rx]0, +o0[, on pose :
Un(x,y) = up(x +iy) et u(x,y) =u(x+iy).

5.3.1) Soienta > 0 et k € IN, Soit

Vn e N* ; nkun(x,y)‘ = nk exp

nfexp(—mn?a) = O (iz) alors la série <anexp(—7m2a))

x,y) € R x [a +o0].
nn?y) < n*exp(—mn?a).

(
(=

n—oo \ 1
converge et par suite la série

( anﬁn> converge normalement sur R x [a, +oco[ pour tout a >
n>1

0.

5.3.2) Vn € IN* ; u,, est de classe Cl sur R x]0, 4o0].

En effet : V(x,y) € Rx]0, 400 ; il,(x,y) = exp(—mn?y + inn’x).
dily s 20, oo dily _
o (x,y) = inmn“exp(—nn-y + inn“x) et W(x,y) =

rn? exp(—mn?y).

i
La série <Z ﬂ(x,y)) converge normalement sur R X [a, +00]

pour touta > 0.

Mot

Former pour réussir

D’ou en appliquant a y fixé le théoréme de dérivation sous le signe

ou
Z la fonction — p (x,y)
i
existe en tout point de Rx]0,+oo], avec %(x,y) =
inan exp(—mny +inn’x).
n>1
5.3.3) ¥n € N* ; i, est de classe C! sur R x]0, 4-o0].
En effet : V(x,y) € Rx]0, +oo[ ; i,(x,y) = exp(—mn?y + inn’x).

aa%(x,y) =  —mn?exp(—mn®y + inn’x) et

Uy,

W(x,y)‘ =

mn? exp(—mn?y).

La série (Z aun
n>1

pour tout a > 0.
D’ou en appliquant a x fixé le théoreme de dérivation sous le signe

Y, la fonction ?)y (x,y)

) converge normalement sur R X [a, +o0o|

ou

existe en tout point de Rx]0,+oo|, avec @(x,y) =
—n Y n*exp(—mn*y + innx) = zgu(x y).

n>1

ol .
5.3.4) V(x,y) € Rx]0,+oo[ ; %(x,y) = 1712?12 exp(—mny +
n>1
imn?x).
Cette série converge normalement sur R X [a, 400 pour touta > 0,
et pour toutn > 1, 1la
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fonction X, Y) —> n? exp(—mn?y + inn’x est continue sur
y p y

R %10, +ool.

pye

% est donc continue sur Rx]0, +oco[ et d’aprés la question préce-
u . .

dente, @ est aussi continue

sur R x]0, +oo[, alors i est de classe C! sur Rx]0,+oo] et vérifie :

M y) +i2% () = 0

ax Y Iy )=

D’ot1 u est holomorphe sur ).

5.4) Soit z € (), on a bien ; ¢ R~ car Im(z) > 0.

( Dans cette question, une faute de frappe a 1’énoncé, un signe -

oublié )
. _% . _%
1 _ (t 2
<z) 1+ 2u(z)) = <z> (1 +Zr§1exp(z7m z)) et 1+
-1 —irtn?
2u(7)=1+22 exp( . ).

n>1
D’aprés la question précedente :

—_

-1

D’ou d’aprés le principe des zéros isolés, h est nulle (), ce qui établit

—_

VieQ ; (;)_2 (142u(2) =1+ 2u()

1
5.5) D'aprés 5.2), u(z + 1) + % = 2u(4z) —u(z) + 5 = (2u(4z) +

1
1) — E(Zu(z) +1).
Alors en appliquant la question précedente :

(e + 1) 45 = <£—Z)7 (1+2u( )~ 5 (;)% (1+2u( )
(1) 4y = ()% (1) -u5h) = ()% £ (en ) -
56)Vn>1;VzeC ; {Im(z) > 0= |un(z)| <1 = 1;;(52) < %} .

, u
Alors la série 2 ( n2> converge normalement sur {z € C tq
as1 \irnmn

Im(z) > 0}.

h(z) = (;’)_2 (1+2u(z)) — (1+2“(7)) = (;’)_2 (1 +2Z exp(imn’ghn ptus :Vn > 1 ; l'application [z — un(z)] est continue sur

n>1

—imn?
<1+2;exp( . ))

définit une fonction holomorphe sur I'ouvert connexe par arcs ().
D’aprés la formule (2), si z = ia aveca > 0, alors h(z) = 0.

inmn?

{ze C tq Im(z) > 0}.

un(z . L :
Doto(z) = ) ,”( ) définit une application continue sur cet
it \ i

ensemble.
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3
5.7)D'aprés 4.3.3) :Vz € Q ; |F 1(z)| <2]z|2.alors :
2
VzeQ ; Va>0;Vn>1; [X—ZZEQetdonc: nF 1(“—22) <
mn ) n
% 2 wlz|.3
az alz| 2
on | X215 = 2 (2EhS
" nz( T )

Vze Q;Va >0 ;Vn > 1 ;La série <an—“ 1(“—22)) converge
-5 7N

n>1

N

absolument, donc converge.
5.8) Pour tout z € (), on pose :

v1(z) = Zun (Zz)

n>1 17tn

4z

27-(7’1 27TTZ

n>1
5.8.1) On reprend un raisonnement identique a celui de 5.3) pour
établir que v; est

holomorphe sur Q).

. v
Vxy) € Rx|o+e| ; dx+iy) = Slxy) =
1 0y, e |
rgﬁg(%y) = ng,lun(x/y) = u(x +1y).
Dot :Vz € Q ; v}(z) = u(z), Cesta dire : v} = u.

5.8.2) Vu ce qui est admis dans 1’énoncé : pour toutz € (), ona :
1
(ir) 2

5L

n>1

4z 2F’ z

4 _, 1
<Ep_l(ﬁ) » (—)) . Utilisons

wl(z) = >
2

1
—2 n
43.1) :

(nF_l(—z) —2nF {(—

)

Mo

Former pour réussir

—imn?

)

(selonb5.5)
5.8.3) Posons :Vz € O ; wi(z) = v1(z+ 1) — v(1). wq est holomor-
phe sur l'ouvert connexe

1
pararcs O, etVz € Q ; wi(z) =vj(z+1) =u(z+1) =w'(z) — 5
Alors I'application [z — w1 (z) — w(z) + ;] est constante sur Q).

(nF_l(%) —2nF 4 (%)) converge

D’aprés 4.3.3) la série
p ) Z bl 7T _7 n

n>1
normalement pour z € (),
|z] <1, on peut alors intervertir les signe Z et lim , la constante
n=1 z?(g)
cherchée est alors nulle !

Dot : Vz € Q ; wi(z) = w(z) +§
(irr) 4z z

als 5 Z (”F_l(—z)_an 1(—2)

=0 ; cest a dire :

N

VzeQ ; v(z+1)—0(1) = —

N N

5.9) D’aprés la question précedente, pour tout z € (), on a :

HE mamouni.myismail@gmail.com

. 267 T



<4
-y

. . MAMOUNI.NEW.FR
PROBLEMES CORRIGES-MP 5 M AMOUNEMY TSMATT I

/M?m
Former pour réussir
z T 4z z 5.10) Soient x € R ety > 0, d’aprés la question précedente :
\v(z+1)—v(1)+§\:7 Y nF (=) —2nF 1 (=) , 3
= 5 mn , X+ iy g 2 ,
v(x+iy+1)—ov(1)+ 7| <S¢ |x +iy|2 . On applique 5.6), on
z z
et selon 433), Vn > 1 ; |nF q (7) —2nF 4 (ﬁ) < fixe x, et on fait tendre y vers 0.
2 2 3
4z |5 % 3 9 On obtient : Vx € R ; ‘q(x—i—l)—q(l)—kg’ < cl|x|2 , d’ou
21/[ —2 +4n —2 — |Z|2 —2 3
nn nn n x\ 5
ot 6 est un réel strictement positif indépendant de z. (q(x +1) —g(1) + E) ;- x9>0 <|x| ) :
. V1 .t .
On pose alors : ¢ = TZ? € R™. Vzie O Finalement : g(x +1) =¢(1) — Ty (x).
3 n>1 2 x—0
2 1
‘v(z +1)—ov(1) + g’ <clz|2. On déduit alors que g est dérivable en 1 et 4'(1) = —5

A la prochaine
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D ir]ibr
) 2 Fgrmule de Green-Rieman & Intégrale de Dirichlet

— George Green (1793-1841)

~ Blague du jour \

Physicien britannique, auteur d"un Essai sur 1’application de 1’
analyse mathématique aux théories de l'électricité et du mag-
nétisme en introduisant plusieurs concepts importants, parmi
lesquels les fonctions potentielles. Sa particularité est qu’il était
presque totalement autodidacte, il n’a passé qu’un an environ a
I’école, entre 8 et 9 ans et a travaillé longtemps dans le moulin
qu’il a hérité de son pere.

On raconte qu’une secrétaire d'une société dont je tairais
le nom avait insérer le cd dans son pc avec la pochette en
plastique transparent.

Elle pensait que ca protégeait des virus ...

{mo[ np uapp,emaql,ew}

N J
I1 I'intégra 1'université de Cambridge comme étudiant a 1'dge de 40 ans. Il écrivit des publications dans le domaine de 1'optique, de
I'acoustique et de ’hydrodynamique. C’est surtout a Lord Kelvin, qui le fit connaitre, qu’il doit sa renommée.

2 des t croissants.
% Enonce : e3a 2009, PSI On rappelle que la circulation de V le long de 7, notée / V se cal-
g

Applications simples du cours. cule par la formule

[y V= /7 (P(x,y) dx + O(x,y) dy)

Ra.ppels. . ) On suppose P et Q de classe C! sur U. L'arc -y est supposé fermé,
Soit I = [a, b] (avec a < b) un intervalle de R et U un ouvert de R”. sans point double et parcouru dans le sens trigonométrique. Il
On considere V (x,y) € U < P(x,y) ) un champ de délimite un domaine G d’un seul tenant, inclus dans U.
Qlx,y) On rappelle la formule de Green-Riemann :
vecteurs et v un arc orienté plan de paramétrage : t € [ — 90 P
x(t) 1 / V= // (g(x,y) - a—(x,y)) dxdy
(1) )’ de classe C* par morceaux sur I, parcouru dans le sens 0% G Y
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Dans cette question seulement, on prend G = {(x,y) €
R?, y > x* et y*> < x} et pour 7 'arc frontiere délimitant
ce domaine, parcouru dans le sens trigonométrique.

1.1.  Représenter le domaine G et 7.
1.2. Calculer directement, en paramétrant 1’arc : / V avec
7

P: (x,y)—2xy—x>et Q: (x,y) — x+y°
1.3.  Retrouver le résultat précédent en utilisant la formule
de Green-Riemann.

On suppose que les deux fonctions P et Q vérifient : pour

30 P
2 = = —
tout (x,y) € R?, = (x,y) oy (x,y).

2.1. Que Vaut/ V?
Y

2.2. Donner un exemple de champ de vecteur V, non iden-
tiquement nul, et vérifiant la propriété :
200 _ 0P

2 ™ —_
Yz y) €RY, To(xy) = 5o (0y)

3.1. Démontrer que les intégrales curvilignes suivantes :

A1:/xdy,Azz—/ydxetAgzl/(xdy—
v v 2.0y

y dx) sont égales. Interpréter géométriquement le résul-

tat obtenu.
3.2. Représenter graphiquement l’arc orienté -y d’équations
paramétriques
— a3
te[—mmr — x(£) = C953(t)
y(t) = sin’(t)

1.

dans un repere orthonormé (O, i,]_'> direct.
On précisera les tangentes aux points singuliers.

3.3. Déterminer l'aire délimitée par la courbe .

Préliminaires.
[llustrer graphiquement la double inégalité : Vt ¢

0, 7—T], %t <sin(t) < t.

2

+00 qf t
sin(t) dt est conver-

On veut montrer que l'intégrale /
0
gente.
sin(t)
t

2.1.  Vérifier que ¢ est prolongeable par continuité sur I'inter-
valle [0, 1].

On pose alors, pour tout t > 0, ¢(t) =

X
2.2. Pourtoutx > 1, on définit¢p : x — ¢(x) = / @(t) dt.
1
_cos(x)
X

Montrer que l'ona :Vx > 1, ¢(x) = cos(1)

/1x cos(t) it

t2

2.3.  Prouver que ¢(x) tend vers une limite finie quand x tend
vers +o0.

+o0 gin(t
sin(t) dt est

2.4. Déduire de ces résultat que l'intégrale /
0
convergente.
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+eo sin(t)

Une premiere facon de calculer | = / 5 dt. Soient
0
les deux fonctions : ‘
o
P: (x,y)— P(x,y) = ———=|xsin(x) — X
(x,y) = P(x,y) x2+y2[ sin(x) — y cos(x)]

e Y

Q: (vy) = Qlxy) = m[xCOS(x) +ysin(x)]

P(x,y) )
et V le champ de vecteurs : (x,vy) — .
p (x,y) < Q(x,y)
1. Justifier le fait que P et Q sont deux fonctions de classe C! sur
tout domaine U de R? ne cotenant pas 'origine.

2. Soit ¢y un arc paramétré sans point double, n’entourant pas
l'origine et parcouru dans le sens trigonométrique. Démon-
trer que / V=0

7
3. On considere I' I’arc de cercle de rayon p > 0 paramétré par
T x(0) = pcos(6)
0el0,+]— :
<051~ (30 = pento

Ay = [ (P(x,y) dx+Q(x,v) dy)

) et on note A, l'intégrale

/2 .
3.1. Montrer que A, = / e P50 o5 (0 cos(6)) db.
0
3.2. Calculer lim A,.
p—0"

3.3. Montrer que lirf Ap = 0. On pourra, par exemple,
p—>100

utiliser les préliminaires.

4. Soient r et R deux réels tels que 0 < r < R. On considere 'arc
7y constitué par :

Mo

Former pour réussir
71 :lesegment [A1, Ax] olt A1 = (7,0)et Ay = (R,0),
72 :le quart de cercle de centre O et de rayon R reliant
ArzaAs = (0,R),
73 :le segment [A3, As] ot Ay = (0,7),
74 :le quart de cercle de cercle de centre O et de rayon r
reliant Ay a Aj.

4.1. Représenter graphiquement l’arc orienté 7 dans un
repere orthonormé (O, 1, ]) direct.

R «; t
4.2. Montrer que/ V:/ w dt.
T r t

Vdt=0.
T

44. En utilisant les résultats précédents, déterminer la

4.3. Montrer que

+ gin(t
valeurde I = / sin(t) dt.
0
+ gin(t
Une deuxiéme facon de calculer | = / smt( ) dt. On
0
% cos(t) sin(2nt)
pose, pour tout n € N*, u, = / . dt et v, =
0 sin(t)

T
/2 sin(2nt) it
0 t

1.

1.1.  Vérifier que u, et v, existent pour tout n N*.

1.2.  En calculant w41 — u,, montrer que u, est indépen-
dante de n et donner sa valeur.

2. Soit h une fonction de classe C! sur un segment [w, 8] a valeurs
dans R.
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P imt
On pose, pour tout m € N, Hy, = / h(t)e™" dt.

49
Montrer, en utilisant une intégration par parties, que

1_1)111 H,, = 0.
m [e]
Ce résultat est connu sous le nom de Lemme de Riemann-
Lebesgue.
, 1 cos(t)
3. Montrer que la fonction i : t — h(t) = - — — est pro-
t sin(t)
longeable en une fonction de classe C! sur [0, g]
4.
4.1. Calculer nl_l)l}:loo(vn — Up).
+00 gin(t
42. Endéduire la valeurde I = / smt( ) dt.
0
+00 g t
Une troisieme facon de calculer [ = / smt( ) dt. Soitu €
0

R™* . Onnote A = [0,u] x [0,u] et ] = // sin(x)e™™ dxdy.
A

1. Donner une primitive sur R de x — sin(x)e”** ot e € R™.

2. Enutilisant I'intégrale |, montrer que

/O” sinx(x) (1— ") dy = /0” 1 —e¥*(cos(u) + ysin(u)) dy

14 y?
" .
3. On note alors K; = e_xusmx(x) dx et K, =
/ ysin(u) 4 cos(u) e~ dy,
1-!—]/
Prouver que hrﬂ Ky =0.

3.2.  En utilisant une majoration, déterminer lim Kj.
u—r+o00

+oo
3.3. Retrouver alors la valeur de I = / sm( ) dt.

0 t

+o0 gin?(t)
2

4.1. Montrer que l'intégrale / dt est convergente.
0

42. En utilisant ce qui précede, calculer la valeur de

/+°° sin®(t) it
; :

t2

A la prochaine
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Applications simples du cours.

1.1. G est l'intersection de "l'intérieur" de deux paraboles.

1.2. On peut paramétrer 7y par

(x(8),y(t)) = {

On en déduit que

(£, —t) site[-1,0]
(t,#2) i t€lo,1]

Mo

Former pour réussir

2.2. Soit f : (x,y) > cos(xy). f étant de classe C> sur R?, on a

2 f 2 f
2 _
v(x/y) € R 7 axay(x/y) - ayax (x/y)
of

5o & Y) = —ysin(xy) etQ =

—x sin(xy) on a donc la relation voulue.

(x,y) =

En posant P(x,y) = %

3.1. En utilisant la formule de Green-Riemann on a

Alz/xdy:// dxdy

7

A2=—/ydx=/ dxdy
7

A3=1/(Xdy—de)=// dxdy
2 Jy

et ces trois quantités sont égales a 1’aire délimitée par +.

Notons M(t) = (x(t),y(t)) = (cos®(t),sin’(t) ; on a
M(t+2m) = M(t), M(t+ ) = symo(M(t)), M(—t) = sym oy (M(t

3.2

/ - /0 ((—2153 — #4)21) +2t2(—1)> dt—i—/l <(2t3 )t t‘*)(Zt))%Beﬁ donc faire une étude sur [0, /4| puis une symétrie
0% -1 0

1.3. Sion utilise la formule de Green-Riemann, on obtient

AV://G(l—Zx) dxdy

OnaG = {(x,y)/ x € [0,1], y € [x% /x]}. Par théoreme de
Fubini (appliqué a une fonction continue sur un compact) on
a donc

= ([Fa-20m) o [l 20052 0

2.1. D’apres la formule de Green-Riemann, on / V = 0 dans le
v

cas envisageé.

par rapfort a la premiere bissectrice (courbe sur [0, 77/2]) puis

une symétrie d’axe Ox (courbe sur [—7/2,7t/2]) puis une
symétrie par rapport a I’origine (courbe que [—7/2,37/2] et

donc en entier puisqu’il y a 27-périodicité). On a

Vt € [0,71/4], x'(t) = —3sin(t) cos?(t) <0, y'(t) = 3cos(t) sin?(t) >
et x décroit sur [0, 7t/4] alors que y croit. Le seul point d’an-
nulation commun est en 0 (point stationnaire). Comme

3
x(t) = <1 — g + oo(tz)) =1- gtz + 09(#?)

y(t) = (t+00(t))* = 0o ()
la tangente en M(0) est portée par (x”(0),"(0)) = (—3,0) et
est horizontale. D’apres les symétries détectées, on a un point
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cos(t)
12

cos(x)
X
est continue sur [1, +0o[ et dominée par 1/ #2 - elle est donc
intégrable sur [1,+oo|. A fortiori, sont intégrale entre 1 et x
admet une limite quand x — +o0. On peut donc écrire que

lim ¢(x) = cos(1) — /1+oo cos(t) dt

X——+00 tz

de rebroussement de premiere espece. On obtient la courbe 23
suivante

1
< p est de limite nulle quand x — 4-co. t —

X sin(t) 1
3.3.  On peut utiliser I'une des formules de 3.1 pour obtenir laire. 24. Pourdout x >hon a /0 LAt = /0 ¢+ ¢(x) admet une
Elle viaut2 3 2 limite quand x — +-co et on peut écrire que
7T 7T 00 i 1 o 00

A= E/o (3 cos*(t) sin?(t) + 3sin*(t) cos?(t)) dt = 5/0 cos?(t) sin?(t) dt /+ w dt = / smt(t) dt + cos(1) — /+ 7co:2(t) dt
AVec la formule du sinus double, 0 0 !

3 [ ) 3 2 37 400 o

A= 5/0 sin®(2t) dt = E/o (1~ cos(4t)) dt = 8 Une premiére facon de calculer [ = / smt(t) dt.
0

Probleme. Préliminaires.

1. La fonction t > sin(t) est concave sur [0, 77/2] (sa dérivée
seconde, — sin, est négative sur cet intervalle). Son graphe

1. Par théoremes généraux, P et Q sont de classe C™ sur 1'ouvert
R?\ {(0,0)} et donc, en particulier, de classe C' sur tout do-
maine U (ouvert selon le programme) de R? qui ne contient

est donc situé au dessus de la corde [(0,0),(77/2,1)] et en
L ; L . pas (0,0).
dessous de la premiere bissectrice (tangente a 1’origine). Ceci
s’écrit 2. Avec les hypotheses faites, on peut utiliser le théoreme de
Vi € [O, g] / % t < sin(t) <t (aléeen-Riemann. Or, un calcul donne

2.1. ¢ est continue sur |0, 1] et de limite 1 en 0. Elle est donc pro- g(x,y) - @(x,y)

longeable par continuité en 0 (avec ¢(0) = 1). oV ., . X ,
2.2.  Une intégration par parties (les fonctions étant C! sur [1, +oo], A )2 ((—x Ty +yx"+y°)cos(x) — (x” +xy” +2

1" ¥ cos(t * cos(t
Vx> 1, () = [_%} -/ €0(1) 4t — cos(1) — <5 -/ cos(t) 4y [v=o
t 1 1 t X 1 t 0%
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3.1.

3.2.

3.3.

(sin(x(0)) cos () — cos(x(0)) sin(6))

P(x(0),y(0)) = ¢ (cos(x(0)) cos(8) + sin(x(0)) sin(6))

On multiplie la premiere quantité par —p sin (@) et la seconde
par p cos(6) pour obtenir

A m/2 p=y(0) g n/2
p= )y eostxto)) do = |

On veut utiliser le théoréme de continuité des intégrales a
parametres.

e P50 cos(p cos(0)) db

- Vp € RY, 0 — 7?50 cos(p cos(8)) est continue sur
0, 7t/2].

- V0 € [0,71/2], p — e PO cos(p cos(8)) est continue
sur RT.
- Yo >0,V €[0,m1/2], |ePsn® cos(pcos(@))' < 1. Le

majorant est une fonction intégrable sur [0, 71/2] (con-
tinue sur ce segment).

Le théoreme s’applique et indique que p — A, est continue
sur R*. En particulier,
/2 T
/ ="
0

lim A, = Ap =
En utilisant la premiére question des préliminaires, on a

p—0+
T —psin(0) —psin(0) _2£9
Vo e [O, 5} , e cos(pcos((?))‘ <e ¥ <e T

4.1.

4.2.

4.3.

44.

Mot

Former pour réussir

On en déduit que

/2 Zp
A< [ e T dp =
0 20

Le dessin est fait ici avecr = 1 et R = 3.

e 7T

N

1 est paramétré par ¢ E [r,R] — (t,0) et ainsi

/ P(t,0) dt = /Sm()dt
7 r

73 est paramétré par t € [—R, —r,] — (0,

v:-/_R Q(0, —) dt = 0

—t) et ainsi

44!

D’apresla question2, | V = 0. Par ailleurs (en prenant garde

au fait que 74 est parcouru dans le sens horaire)

V = Ag et V=-A
72 74
Avec les deux questions précédentes, on a donc

R
0:/ Smt( ) 4 Ag— A,
r

Il reste a faire tendre 7 vers 0" et R vers +oo (on a vu l’exis-
tence des limites) pour obtenir

tesin(t) o
[ ke
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+eosin(t)

Une deuxiéme facon de calculer I = / ; dt.
0
cos(t) sin(2nt) _ sin(2nt) 3.
1.1, fu sin(?) etg,  t = sont con

tinues sur |0, /2] et prolongeables par continuité en 0 (par
fn(0) = 2n et g,(0) = 2n). Ce sont donc des fonctions inté-
grables sur le segment [0, 77/2] et u, et v, existent a fortiori.

a+b a—>b
2

1.2.  La formule sin(a) — sin(b) = 2 cos( ) sin( ) indique

que

w/2
Upiq— Uy = 2/ cos((2n + 1)t) cos(t) dt
0

La formule cos(a)cos(b) = % (cos(a +b) + cos(a — b)) in-
dique alors que
/2

Upy1 — Up = (cos((2n + 2)t) + cos(2nt)) dt

0
On en déduit que 4.1.

Vn € N*, uy 1 —uy, =0
La suite (u,),>1 est donc constante et

. B B /2 5 o
Vn e N*, uy = up = 2czos(t)clt_E
0

2. Une intégration par parties donne 4.2.
eimt B 1 B )
Vm € N*, Hm = |:I’l(t)—:| S h'(t)e’mt dt
im |, imJy

Ainsi, on a
{ hia)+h -
Vm € N*, |Hy| < Ll )m (B) + |ﬁm |||h'||oo,{a,m

ceci étant licite car i’ est continue sur le segment [«, f]. On a

alors immédiatement
lim H, =0

m—r—+0o0

h est une fonction continue sur [0, 77/2] et
sin(t) —tcos(t)  (t+o(t?)) — (t+o(t?))
h(t) = , = 5 5 =
tsin(t) =+ o(t%)
On en déduit que

o(1)
~1+40(1)

}ir%h(t) =0
e
et h est prolongable par continuité en posant #(0) = 0. On

a alors une fonction continue sur [0,1] et de classe C! sur

10, 7t /2] avec
2 — sin?(t t —sin(#))(t + sin(t 3/6)(2t ]
0 () = ES) (1S ) (/6

t= sin”(t) t= sin”(t) 0 t 0
Par un corollaire des accroissements finis, on en déduit que h

est de classe C! sur [0, 77/2] avec i’ (0) = 1/3.

/2
h(t)sin(2nt) dt. D'apres le

lemme de Riemann-Lebsque (en passant la partie imaginaire)
on a donc

On remarque que v, — U, =

n— o0

Le changement de variable x = 2nt donne
nit Q1
) 4 / sin(x) i
0 x

En faisant tendre n vers +oo (on a existence des différentes
quantités avec ce qui précéde) on en déduit que

/+°° sin(x) iy — lim 7 gin(x) gy —
0 X n—+o0 Jo X

lim v, =
n——+oo

) T
im u, = =
n— o0 2
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Former pour réussir

donc une fonction bornée sur R™. Soit M un majorant de son

Une troisieme facon de calculer I = /0 ; dt. module. :
u __p—Uu
1. Unsimple calcul de dérivée montre que K <M [ e¥dy=M Lin' — 0
—ax 0 y u Uu— 400
ST + 42 (cos(x) +asin(x)) 3.3. La question 2 donne
. oy . —ax U q u d
est une primitive sur R de x — sin(x)e™ **. / sin(x) dx — Ky (u) + y - Ko (1)
2. Avec le théoreme de Fubini (sur un pavé et utilisé avec une 0 X 0 1+y
. 1 u
fonction de classe C*) on a _ ) 4 _ En faisant tendre u vers +oo ( L arctan(u)) on a
woru ul sin(x) " 2 “ sin(x) 0 1+y?
]:/ / sin(x)e”™ dy | dx :/ — e dx :/ Ghore™™) dx
0 \Jo 0 X y=0 X 3 o sin(x) s
mais aussi A / —dx =
u u v g P u e yx U 0 X 2
= sin(x)e "7 dx = — cos(x) + ysin(x
J= ([ s ax) ay = [ |5 eos() +ysings) N ) |
w1 — e¥(cos(u) + y sin(u)) £ x — >— est continue sur R™", prolongeable par continu-
— e (cos sin x
- /0 1412 4y itéen0 (par la valeur 1) et dominée par 1/x* (donc intégrable
L’égalité demandée s’en déduit. au voisinage de +o0). C’est donc une fonction intégrable sur
3.1. Comme |sin(x)/x| <1,0na R et son intégrale sur R™ existe a fortiori.
K, < /” oy 1—e ¥ 0 4.2,  Par un calcul similaire a celui de la question 2.2 des prélimi-
=1 / u U—+4-00 naires, on a (en primitivant sin en 1 — cos)
3.2. Ona aussi i1 % sin(x) gy — T 1 — cos(x) i
Kol < [F LY gy o Tx B
0 1+y En posantt = x/2, on en déduit que
o0 0 ain2
+y est continue sur R™ et de limite nulle en +co. C’est T_» o011 — cos(2t) dt — oo sin’(t) dt
1+ 12 2 2
Ty 2 0 4t 0 t
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