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Autour de 1a Comatrice.

—~ Blague du jour \

e Pourquoi les vaches ne parlent pas ? - C’est marqué la
ferme.

e Deux vaches discutent dans un pré :

La premiere : Dis, ¢a t'inquiéte pas, ces histoires de
vaches folles dont on parle en ce moment ?

La deuxiéme : Non, moi, je m’en fou, je suis un lapin.

& Enoncé

O Soit A € M, (R) triangulaire supérieure.

a Onsuppose que A est inversible.

Soit f € L(R"), associé A dans la base canonique B =
(e1,--- ,en), on pose F, = Vect(e1,---,ex) pour tout k €

{1,...,n}.
i Montrer que f(F) = F.

ii En déduire que f1(F,) = F.
iii En déduire que A™! est triangulaire supérieure.

iv En déduire que com(A) est triangulaire inférieure.

—~ Jacques Salomon Hadamard (1865-1963)

Former pour réussir

Mathématicien frangais, connu pour ses travaux en théorie des
nombres et en cryptologie. En 1884, il entra premier 1'école nor-

. 5 X
male supérieure. Son résultat le plus célebre est 71(x) +o0 Iy OU

m(x) désigne le nombre de nombres premiers inférieurs x. Il a
laissé son nom aux matrices de Hadamard utilisés en algorithmes
quantiques, traitement du signal, compression de donnes, ...

{mo_[ np uapp,emaql,ew}

b  On suppose que A est non inversible.

i Montrer que Ja # Otel que VO < ¢ < w,ona A — ¢l
non inversible.
ii En déduire que com(A) est triangulaire inférieure.

0 Soit A € Mu(R).

Montrer que: sirg(A) =n alors rg(com(A)) =n
sirg(A) =n—1 alorsrg(com(A)) =1
sirg(A) <n—2 alorscom(A) =0

O Indication: On pourra utiliser le résultat suivant, dit

théoreme de Rouché-Fontené :

SiA e M,,(R) tel querg(A) = r, alors il existe une matrice

carrée B € M,(R) extraite de A qui soit inversible.
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O Exprimer com (AA). en fonction de A, n et com (A).

O Calculer com (com A) dans le cas ou1 A est inversible.

O Soitn > 2et A € M,(R).

a Calculer com (I).

b Si A et B sont inversibles, démontrer que

A la prochaine

com (AB) = (com A)(com B) et com (A~!) = com (A)~1.

¢ Démontrer le méme résultat dans le cas général, en con-
sidérant des scalaires A tels que A — Al et B — Al soient in-
versibles.

d En déduire que si A et B sont semblables, alors com A
et com B le sont aussi.
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Devyairlibre . .
Endomorphismes nilpotents.

—~ Blague du jour Y .

Un homme regarde un match de foot dans un café,
lorsque son équipe nationale marque un but, le chien
se met a courir dans tout les sens. Le voisin demande
a ’homme : Qu’est ce qui lui arrive votre chien ?

- I est supporter de I'équipe nationale, il est content.

- Ben dites donc, juste pour un but ! Et qu’est-ce-qu’il fait
quand elle gagne un match ?!!

- Je ne sais pas, je ne I’ai que depuis 5 ans...

® Enoncé (cnc 2005, TSI)

E désigne un espace vectoriel réel de dimension finie n > 2. L'iden-
tité est notée Ir. Pour u € L(E), on pose 1’ = If.

On considere un endomorphisme nilpotent u de E, c’est a dire un
endomorphisme tel qu'il existe r € IN* avec " = 0; on pose alors

p :min{kelN*/uk :0}.

O a Justifier qu’il existe xg € E tel que uP~!(xg) # 0.

Mo

Former pour réussir

— Pafnouti Lvovitch Tchebychev (1821-1894)

Mathématicien russe, connu pour ses travaux dans le domaine
des probabilités et des statistiques. Tchebychev appartient a
I’école mathématique russe fondée par Daniel Bernoulli et Euler.
Il démontra en 1850 une conjecture énoncée par Bertrand : Pour
tout entier n au moins égal a 2, il existe un nombre premier
entre n et 2n.

h[mo_[ np uapp,eulaqmwj—’

b  Montrer que la famille (xo, u(xg),---,uP"1(xg)) est li-
bre.
¢ Endéduire que p < netque u" = 0.

0 On suppose qu’il existe v € L(E) tel que v* = u.

1
a Calculer v?" et v2(P~ 1), puis en déduire que p < %

b Donner alors un exemple de matrice M € M;(IR) telle

que l'équation X*> = M n’ait pas de solution dans M>(RR).
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Dans cette question, on suppose que p = n; on a donc
u"1 £ 0etu” = 0. On considére un endomorphisme ¢ de E
tel que ¢* = I + u.

a Soit x; € E tel que u" '(x;) # 0. Justifier que
(x1,u(x1),---,u"1(x1)) est une base de E et qu’il existe

n—1
(ag, -+ ,ay—1) € R" tel que g(x1) = ) k(7).
k=0

n—1
b Vérifier que g o u = u o g et montrer que § = 2 RTa
k=0

¢ Justifier que la famille (Ig,u,- - -, u”_l) est libre puis, en

calculant ¢g? de 2 fagons, montrer que a§ = 1, 2aga; = 1 et

q
Y g =0pour2 <g<n—1(sin>3).
k=0

d Montrer alors que a9 € {—1,1} et que, pour tout
ke {1,---,n—1}, ay peut étre exprimé de maniere unique
en fonction de .

e Conclure qu’il y a exactement deux endomorphismes de
E dont le carré est égal a Ir + u.

0O O :Application : Déterminer toutes les matrices X € My (RR)
1100

telles que X* = 8
0

O O =
O =
— - O

A la prochaine
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® Corrigé (Pr. Mamouni, CPGE My Youssef, Rabat)

0 a p=min{k € N* tel que u¥ = 0}, donc uP~! # 0, et par
suite Jxg € E tel que uP~!(xg) # 0.

b Soit (Ai)OSiSp tel que Aoxp + /\114(3(0) + ... +

Ap_1uP"1(xg) = 0, on compose par u”~! et comme uf

0, Vk > p,alors Agu’"1(xg) = 0, or uP"1(xy) # 0, d’oix
Ao = 0, ce qui donne Aju(xg) + ...+ Ap_lu”_l(xo) = 0, on
compose cette fois par u” 2, ce qui donne

MuP~1(xg) = 0, d’ot1 A; = 0 et on re-itere le méme procédé
jusqu’a montrer que tous les A; sont nuls. D’ot1 la famille
C = (xo,u(xp),...,uP"1(xg)) est libre.

¢ C estlibre, donc card(C) = p < dim(E) = n, or u¥ =0
etn > p,douu" =0.

N

0 a o = (@) =uf =0et?P~V) = uP~1 L.

Posons : ¢ = min{k € N* tel que v* = 0}, donc 2(p — 1) <
q < 2p, et comme dans ce qui précede pour u, on peut aussi
affirmer pour v que g < n,ainsi2(p—1) +1 < g < n, d’ou

1
Zp—lgn,d’oﬁpgn—; .
. 01 2
b Soit = 00 .OnaM*=0etM = 0,doncp = 2,

Mo
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pour M € L(R?), d’ott suivant la question précédente si
X? = M, on devrait avoir Py ce qui n’est pas le cas, donc
l'équation X = M, n’admet pas de solutions.

a De la méme facon que dans la question 1.2), on montre

que la famille (xq, u(x1),...,u" 1(x1)) est libre, or son cardi-
nal est égal a n = dim(E), donc c’est une base, et pas suite
c’est une famille génératrice de E, or g(x1) € E, d’out 'ex-
istence de nombres réels (a;)p<i<,—1 tel que g(x1) = apxq +
wqu(xq) + ..+ ay_qu H(x).
b ¢*=u+Ig,dotiu=g*—Igetdoncgu =g° — ¢ =ug.
Et par récurrence sur k € IN, on montre que quf = ukg.
D’autre part on a les égalités suivantes :
g(x1) = woxy + aqu(xy) + ...+ ap_qu T (xq)
qu(xy) = u(g(x1)) = aou(xy) + aqu(u(xg)) 4. .. 4 ay_qu" Y

gu' 1 (x)) = u"Ng(x1)) = wor" " (xy) + .. Fayqu" (W (x
Ainsi g et aolp + ... + ay_1u" ! coincident sur la base
(x1,u(x1),...,u" " (x1)), et comme elles sont linéaires elles
coincident sur E.

¢ Soit (Aj)o<i<y tel que AgIg + Aqu + ...+ /\p_lu”_l =0,
on applique cette relation a xy, on trouve Ag(x1) + Aqu(x1) +
coo A Ap_qu" 1 (x1) =0, or la famille (x1, u(x1), ..., 1" (x1))
est libre,
douA; =0,V1 <i<mn,etdonc (Ig,u,.. .,u”_l) est libre.
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1 ére fagon : g2 = Ir 4+ u.

2
n
2 éme facon : g% = <Z ockuk>

k=0
n 9
= Yo )Y g | u
q=0 \k=0
n 9
= Z ,Bkuq Avec: ‘Bk — Z zxkocq_k
q=0 k=0

Et par identification puisque la famille (IE,u,...,u”_l) est

libre, on a alors: By = aj = 1,61 = 2a0a7 = let B; =
0, Vg=>2.

d af=1,doncagec {-1,1}.
Montrons par récurrence sur g € {1,...,1n}, que a; s’exprime
de fagon unique en fonction de ay.

1 .
Pourg = 1l,ona:a; = o donc le résultat est vrai pour
0

q = 1, supposons qu’il est vrai jusqu’a l'ordre 4 — 1, et mon-
trons que c’est vrai pour 4.
q q—1
En effet ) apa, i = 0, donc 200 = — ) apg g,
k=0 k=1

A la prochaine

orl <k<g—-letl <g—-k< q—l,d’otllesockucq_ks’ex-
priment de fagcon unique en fonction de ap, donc leur somme
aussi, et par la suite 2a,x( aussi et finalement &, aussi.

e Les solutions, g de I'équation ¢> = I + u, sont de la

n
forme g = 2 uckuk, orVq € {1,...,n},a, s’exprime de fagon
k=0
unique en fonction de oy € {—1,1}. Donc deux possibilités

suivant la valeur prise par «g.

L’équation peut s’écrire sous la forme X = I + A, avec :
0100

A = , qui vérifie A* = 0 et A> # 0, donc

o O O
o O O
S O =
o = O

X = agly + a1 A + ay A% + a3 A3, avec les relations suivantes :
ap € {—1,1}  2apa; =1
20 + oc% =0 2003+ 20107 =0

Les solutions possibles sont :

0(021
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Endomorphismes cycliques.

~ Blague du jour N

Un vieux milliardaire téléphone a une conseillére : J'ai
60 ans et je veux me marier avec une jeune fille de 20
ans. Pensez-vous que j'aie plus de chance de I'amener
a m’épouser si je lui dis il y a quelques année, j'avais
juste 50 ans ? La conseillére lui répond : A mon avis, vous
feriez mieux de lui dire que quelques année, vous ap-
prochez des 80 ans!

\. J

® Enoncé (extrait cnc 99, MP)

Dans tout le probléme K est un sous-corps de C et E désigne un
K-espace vectoriel de dimension finie n > 2. On dit que f € L(E)
est cyclique (ou monogene) s’il existe un vecteur xo € E tel que
la famille (f*(x0)),_p engendre E. Dans tout le probleme (sauf
mention du contraire) f est un endomorphisme cyclique.

Partie I : Propriété caractéristique des endomorphismes cycliques

O Justifier l'existence de l'entier p maximal tel que F =
(x0, .-, fF~(x0)) soit libre.

— Arthur Cayley (1821-1895)

Mo

Former pour réussir

mier & introduire la multiplication des matrices. Il a donné le
premier, une définition qui s’approche de la notion moderne de
groupe. Il a requ la Médaille Copley en 1882. On lui doit aussi la
découverte des nombres de Cayley, les octonions.

Mathématicien et avocat britannique, 1'un des fondateurs de 1'é-
cole britannique moderne de mathématiques pures. Il est le pre-

Montrer que fk(xo) est combinaison linaire de F pour tout
entier k > p.
En déduire que B = (xo, f(x0), ..., f" '(x0)) est une base de
E.
En déduire que deg 71y = 1, comparer 7ty et xy.
On ne suppose plus f cyclique, mais que deg 71 = n et on se
propose de montrer que f est effectivement cyclique.

a Pour tout x € E, on note par Z, l'ensemble des

polynomes P € KI[X] tels que P(u)(x) = 0. Montrer que
Zy est un idéal non nul de K[X], engendré par un unique
polyndme unitaire, qu’on notera 7ty .

b Dire pourquoi 7t = 7ty

HE mamouni.myismail@gmail.com
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¢ En déduire que f est cyclique.
O Montrer que les assertions suivantes sont équivalents :

a f estcyclique.
b degm, =n.
¢ Xu=(-1)"m.

d 3xg € E tel que (xo, f(x0), ..., f" "V (x0)) soit une base
de E.
e (id,f,...,f" 1) libre dans L(E).

Partie II : Commutant d’'un endomorphisme cyclique

0 Soit un endomorphisme g € £(E) qui commute avec f.

a  Dire pourquoi que 3(ag)o<n—1 € R" tel que g(x9) =

n—1

Y arf*(xo)

k=0
n—1
b Montrer que g(x) = Y a;f*(x) pour tout x € B.
k=0

n—1
¢ Endéduire que g = ) af~.
k=0
O En déduire une base et la dimension du commutant de f,

défini par C(f) = {g € L(E) telque fog=go f}

Partie III : Polynome minimal en un vecteur.

Soit u € L(()E) et x € E avec x # 0. On pose E,(x) =
{P(u)(x); P eK[X]}.

0 Montrer que Ey(x) est un sous-espace vectoriel de E, stable

par u et non réduita {0}.
On note par u, I'endomorphisme induit par u sur E, (x).

Si x € ker u, donner la forme générale des éléments de E, (x),
donner en particulier dim E, (x)

Méme question si cette fois x est un vecteur propre de u asso-
cié a une valeur propre A de u.

On note par Z, I’ensemble des polynémes P € K[X] tels que
P(u)(x) = 0.

a Soit P € K[X], montrer que E,(x) est stable par P(u).
b Soit P € Z,, montrer que P(u) induit sur E,(x) 'endo-
morphisme nul.

¢ Montrer que Z, est un idéal de K[X] non nul, engen-
dré par un polynéme unitaire, qu’on va noter 7, , et appelé
polynéome minimal de u en x.

a Dire pourquoi 7, divise 7y,.
b Donner un exemple ot :

i 7Ty = Ty

ii 71y, divise strictement 7.
¢ Donner 7y, quand x € ker u.

Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur x et
u pour que deg(7,,x) = 1.

HE mamouni.myismail@gmail.com
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O On suppose que u est un projecteur non nul, différent de 1'i-
dentité. Rappeler son polyndme minimal, ainsi que celui de
x quand x € Im u.

O On suppose dans cette question que deg(7, ) = k > 2 avec

k—1
nM’x — Xk — Z ﬂ]X].
j=0

a Montrer que By = (x,u(x),...,u*"1(x)) est une base de
E,(x).

b Que peut-on alors dire de 1'espace E, (x).
¢ En déduire dim E, (x).
b Donner la forme de Mpg_(iiy).

¢ En déduire que 1, =

Partie IV : Application

[0 Unendomorphisme u est dit irréductible si et seulement si {0}
et E sont les seuls sous-espace vectoriel de E stables par u.

7-[“ X

’

Mo
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[0 On se propose de montrer que : u est irréductible si et seule-
ment si x, est un polyndme irréductible sur K.

[0 On rappelle qu'un polynéme non constant P est dit ir-
réductible si et seulement sises seuls diviseurs sont les

polyndmes constants et ses polyndmes associés de la forme
APou A #0

Pour cela pour tout x € E, on pose K, [x] = {P(u)(x) tel que P €
K[X]}, appelé sous-espace cyclique engendré par x
O On suppose que x est irréductible.

a Six # 0, montrer que Xy = Ty = Ty u.
b En déduire que K, [x] = E, puis conclure.

O Réciproquement, on suppose que u est irréductible.

a Soit x # 0, montrer que K, [X] = E.

b  Supposons qu’il existe P un diviseur non trivial de xy

Xu

et soit y = P(u)(x). Montrer que 71y, = P

, puis en déduire
une contradiction.

¢ Conclure

A la prochaine
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C ple
ﬂ Endomorphismes nilpotents d’indice n et n-1

— Conseils pour la rédaction et la présentation des copies. \

O Chaque variable utilisée dans une démonstration doit étre définie.

L’énoncé ne doit pas étre recopié sur les copies.

O Chaque résultat énoncé doit étre justifié en citant précisent le théoreme du cours avec ses hypotheses exactes utilisé ou en citant le numéro
de la question précédente utilisée.

O Les résultats numériques importants doivent étre simplifiés et encadrés.

O Les calculs doivent étre détailles et expliqués a 'aide de phrases simples.

O Laisser une marge a gauche de chaque feuille, en tirant un trait vertical, et un horizontal de la 1ére double feuille pour la note et les
remarques du correcteur.

[0 Numéroter les doubles feuilles de la fagon suivante : 1/n,2/n,....n/n o1 n est le nombre total des doubles feuilles.

O Les questions doivent étre traités dans 1’ordre de 1’énoncé.

O Tirer deux traits diagonaux pour rayer une partie du raisonnement que vous considérez fausse.

.

— Blague du jour \

—~ Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922)

- Quelle est la différence entre un prof a la retraite et le
sang ?

Y’en a pas, dans les deux cas il sort du corps enseignant
(en saignant).

Mathématicien frangais, connu a la fois pour son travail fonda
mental dans la théorie des groupes et pour son influent Cours
d’analyse. C’est un poyltechnicien (1855) fils de polytechnicie
(1818). Il enseigna & 'Ecole polytechnique et succéda a Liouville
au College de France, ot il avait une réputation de choix de no-

- Heureux l'étudiant qui, comme la riviere, arrive a : _
tation excentriques.

suivre son cours sans sortir de son lit.
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® Enoncé

Partie I : Noyaux et images itérés.

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et f € L(E). On
pose dim E = n.

O a Montrer que la suite (ker( i )>k N est croissante (pour
«

est décroissante.

b  Montrer que les suites (ker(f* et (Im (f*
sont stationnailfles a partir d’ur(l mé(r.{le)l_?;rfg p. ( g )>
¢ Montrer que ker(f?) & Im (fF) = E.
O Soit k € IN, montrer que :
a ker f¥ = ker f**!1 — ker 51 = ker f¥*2

b Im fk — Im fk+1 — Im fk+1 = Im fk+2

l'inclusion) et que la suite (Im (¥ )) N

keIN

O a  Soit F un sous-espace vectoriel de E, montrer que
ker fir =ker f N F et Im |p = f(F).

b Montrer que f(ker(f**1)) c ker(f*).

c En déduire que: dimker ff1 < dimker f* +
dimker f,Vk € IN.
0 Indication : Ecrire la formule du rang pour filrou F =
ker ().
0 Montrer que la suite (dim(ker(fk+1)) —dim(ker(fk))k
est décroissante.

€N

Mo

Former pour réussir

O Indication : Prendre G un supplémentaire de Im f**! dans
Im f* et montrer que Im f**! = Im f**2 + £(G)

Partie II : Endomorphisme nilpotent.

On considere dans cette partie f € L(E) nilpotent d’indice de
nilpotence p, donc fP~! # 0 et f¥ = 0.

0 Soit x € E\ kerff"l. Montrer que la famille
(x,f(x),..., fF1(x)) estlibre.

0 En déduire que si p < n, et que f" = 0.

0 Montrer querg(f) <n—1.

O On suppose dans cette question que p = n.

a Montrer quergf =n—1

b Montrer que dimker f* = k,Vk € {0,...,n}.
O Indication : Utiliser la question [l de la partie 1.
¢ Endéduire que ker f = Im "%, vk € {0,...,n}.

O Indication: On rappelle le résultat suivant, si f,g €
L(E) tel que fg =0, alors Im g C ker f.

O On suppose dans cette question que p = n — 1.
a Montrer que Vk € {1,...,n—2},0ona:
i dim(ker f*) > k.
O Indication : On pourra raisonner par récurrence.
ii dim(ker f*) <k+1.

[0 Indication: On pourra raisonner par récurrence descen-
dante.

HE mamouni.myismail@gmail.com
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b Onsuppose que Ik € {1,...,n—2} tel que dim(ker f¥) =

k et dim (ker f5+1) = k 4 2.
i Montrer que dim(ker f¥) > dim(ker f*1) +2.

ii En déduire une contradiction, puis conclure.

Partie III : Opérateur des différences finies.

Pour tout polyndéme P € R,,_1[X], on pose A(P)(X) =P(X+1) —
P(X).

O Montrer que deg(AP) < deg(P),

O En déduire que A est un endomorphisme de R, _1[X], Pré-
ciser son rang.

O Montrer que deg(AP) < deg(P) — 1. En déduire que A est
nilpotent.

On pose Lo(X) = 1, Li(X) = X LX) =
X(X=1)---(X=(k—1))
k!

a Montrer que ALy = L;_q pour tout k > 1.

pour tout2 <k <mn—1.

b Quevaut AL, 1?

En déduire que A est I'indice de nilpotence de A est égal a
n—1.

En déduire que ker AR =Im AF =R, 4[X].

mp(x) = Y~k (™) Px 4 k).
AP = (-1 (%) pexn
0 Indication : Remarquer que A = T —id
ot T(P)(X) =P(X+1)

n
Simplifier la somme Z(—l)k < Z ) P(X +k)
k=0
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Corrigé, Pr. Mamouni, CPGE My Youssef, Rabat gt g

Partie I : Noyaux et images itérés.

O a Classique et facile.
. Kk . ,. )
b  La suite <ker( f )>ke]N est croissante pour linclu

sion, donc la suite (dim ker( fk)>k N est croissante majorée
S

par dimE, donc converge, or elle est a valeur dans Z,
donc stationnaire (*), donc 3p € NN; tel que dimker(f¥)
dimker(fP) Vk > p, or ker(f*) C ker(ff) Yk > p, do
I'égalité. D’apres la formule du rang, on a dimIm (f¥)
dimIm (fF) Vk > p, or Im (f¥) C Im (fF) Vk > p, d’ou
I’égalité.

(*) : Montrons le résultat suivant : Toute suite (x,) a valeurs
dans Z convergente, est stationnaire. En effet: pour ¢ =

2 |l

1
EO’ existsp € INtelqueVk > p, on a |xp — xp| < 5 Or

|xx — xp| € N donc nul.
¢ Dapres la formule du rang, on a dimker(fF) +
dimIm (f?) = dimE, comme on est en dimension finie, il
suffit de montrer que ker f NIm fF = 0. En effet, f’(x) =0
etx = fF(x') = fP(x') = fF(x) = 0,dou x’ € ker f¥ =
ker f?, ce qui signifie x = fP(x") = 0.
0 x € f(ker(f1)) = x = f(x') tel que f**1(x") = x, donc

FE) = F ) =0,

a On a déa ker 1 C ker ff*2, Inversement x ¢
ker ff2 — fHl(f(x) = 0 = f(x) € kerf*! =
ker f = f¥(f(x)) = f*!(x) = 0.

b On a déa Im f*2 < Im f5*!, Inversement x €
Im A1 — 3x € E; telquex = f(f5)(x'), or f(x') €
Im f* = Im f**!, donc Ix” € E; tel que f¥(x') = 1 (x"),
donc x = f¥2(x”) € Im f*+2,
ker fip = ker f N F et Im | = f(F) (facile, utiliser juste les

définition, cette propriété, bien que tres simple, elle est trés
utile)

La formule du rang pour fr ou F = ker(f<1),
sécrit: dimker(ff*') = dim <ker(fk+1) N kerf) +
dim (f(ker(fk+1))) < dimker f + dimker f* car ker f C
ker f¥1 et f(ker ff1) C ker fF.

Soit G tel que Im f* = Im f*'! @ G, donc Im f&*! =
f(Im %) = f(Im A1) + £(G) = Im f**2 4 £(G). En passant
aux dimensions, on obtient : dimIm f*™! = dimIm f**2 4
dim f(G) = dimIm 1N f(G) < dimIm f*2 4 dim f(G).
Moyennant la formule du rang, on obtient : dim ker f*2 —
dimker /At < dimf(G) < dimG = dimIm f¥ —
dimIm ! = dim ker f*** — dim ker f*.

Partie II : Endomorphisme nilpotent.

HE mamouni.myismail@gmail.com
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0 Supposons Agx + A1 f(x) + - +A,_1fP ' (x) = 0, on com-
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pose une fois par fP~!, puis par f*~2 et ainsi de suite pour
montrer que Ag = 0, puis Ay = 0 et ainsi de suite.

La famille précédente est libre, donc de cardinal p < n =
dimE. Or fF =0,d’ou f" = 0.

On a fP(x) = 0, donc fP~!(x) € ker f or fF~1(x) # 0, donc
dimker f > 1, d’ourg(f) <n-—1.

a Lafamille (f(x),---, fP}(x)) decardinal p —1 =n—1
est libre comme sous-famille d’une famille libre, or ses élé-
ments appartiennent tous a Im f, doncn — 1 < dim Imaf =
rgf < n = dimE. Or f n’est pas bijective (car f7~'(x) # 0 et
fP~1(x) € ker f # 0), donc rgf # n,d’otrgf =n — 1.

b Montrer par récurrence sur k € {0,...,n} que
dim ker f* = k.

En effet, pour k = 0 le résultat est évidement vérifié.
Supposons maintenant que dim ker f¥ = k, d’apres la ques-
tion [J] de la partie I, on a dimker f* = k < dimker f**! <
dim ker f* + dimker f = k + 1. Or dimker f* < dimker f**
car la suite des noyaux itérés ne devienne stationnaire qu’a
partir de p = 1, donc dim ker f**1 = k4 1.

¢ Onaf"= ff "% =0,doncIm f"* C ker f*, et sont de
méme dimension d’apres la formule du rang et la question
précédente, d’ou I’égalité.

a

i Pour k = 1, on a déja vu que kerf # 0, donc
dimker f > 1.

Supposons que dim ker f* >k, on sait que la suite des noy-
aux itérés ne devienne stationnaire qu’a partir de k = p, donc
dimker f**1 dim ker f* > k, d’ou dim ker f**1 >k + 1.

ii Pourk = n—2o0na f"? = ff71 #£ 0, donc
ker f"~2 # E, d’ott dimker f""2 < n = dimE, autrement
dit : dimker f" 2 <n -1
Supposons que dim(ker f**1) < k + 2, toujours d’apres le
méme que la suite des noyaux itérés est strictement décrois-
sante pour k < p, on a dimker f* < dim(ker f**1) < k42,
d’ot dimker f¥ <k +1.

b Onsuppose que 3k € {1,...,n —2} tel que dim(ker f¥) =
k et dim (ker f5+1) = k 4 2.

i D’apresla question[Jlde la partie I, on a dim(ker f¥) —
dim(ker f*1) > dim(ker f**1) — dim(ker f*) = 2

ii On a dimkerfk_1 > k—1,douk = dimkerfk >
k + 1, absurde.

On montre de la méme facon (par récurrence) que dans la
question [l de la partie I, que dim ker fk =k VO<k<n-—2.

Partie III : Opérateur des différences finies.

O Utiliser la relation deg(P(X 4+ 1) — P(X)) < max(deg P(X +

1),deg(X)) <ncardegP(X+1) <n

O A est linéaire, il est simple de vérifier que A(P + AQ) =

A(P) + AA(Q). or A : R,_1[X] — R, _1[X], donc A est un
endomorphisme de R,,_1[X].
Avant de préciser son rang, chercher d’abord dimker A. P €
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O

kerA <= P(X +1) = P(X), Posons Q(X) = P(X) — P(0),
alors Q(0) = Q(1) = Q(2) = ..., ainsi Q admet une infinité
de racines, donc est nul, d’ot1 P est constant, ker A est I’ensem-
ble des polyndmes constants, dont le dimension vaut 1. La
formule du rang donne rgA = dimR,_;[X] — dimkerA =
n—1.

AP(X) = P(X+1) — P(X) avec degP(X + 1) = deg P(X)
et coP(X +1) = coP(X), donc degAP(X) < degP(X),
i.e. deg(AP) < deg(P) — 1. Par récurrence, on montre que
deg A*P < deg P — k < n — 1 — k. En particulier, deg A" P < 0,
ie, A" =0.

a AL(X) = Li(X+1)—Ly(X)

(X 4+ D)X (X k) = X(X=1) - (X =k +1)

(X+1)—X —k+1)

— X (X—k) ;
= % = Ly1(X)

A la prochaine

Mo

Former pour réussir

b Par récurrence, on montre que AkLn_l =L,_1_x
Ona A" = 0et A" 'L, 1 = Ly # 0, donc A est nilpotent
d’indice égala n — 1.
D’apres la question[[Jl-c de la partie I, appliquée a f = A, sur
E=TR,_1[X],onap=n—1,doncker A" * = Im A*, d’autre
part dimker A" = n — k = R, _;[X], d’ot1 I'égalité.

On montre d’abord par récurrence que T P(X) =

P(X + k), dou A"P(X) = (T —idP(X) =
Sk (M) TR = Yo~k (™) prx 4 k).
e () e = e () pexen

On remarque kf‘a(—l)k < Z ) P(X+k)=A"P(X) =0.
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~ Blague du jour \

- Trois statisticiens vont la chasse au canard. Un canard décolle. Le premier
tire et passe dix centimetres au-dessus. Le second tire et passe dix cen-
timeétres en-dessous. Le troisieme, tout sourire : "c’est bon les gars, on I'a
eu!"

- La vie est complexe, elle a une partie réelle et une autre imaginaire.

- Qu’est-ce qu'un ours polaire? C’est un ours cartésien qui a changé ses co-
ordonnés.

— Sir William Rowan Hamilton (1805-1865)

Mathématicien, physicien et astronome irlandais. Il est connu pour sa découverte des
quaternions, mais il contribua aussi au développement de 1'optique, de la dynamique et
de l'algebre. Ses recherches se révélerent importantes pour le développement de la mé-
canique quantique.

Enfant prodige; et doué pour les langues a I'dge de 7 ans, il parlait déja en hébreu et, a
I'age de 13 ans, sous la direction de son oncle qui est linguiste, il parlait déja 13 langues
le persan, I’arabe, '’hindousthani, le sanskrit, le malais,....

{mo_[ np uapp,eulaqm]/\[}‘

® Matrices Stochastiques (extrait cnc 2002, TSI

Notations et définitions
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. On note M, (K) l'algebre des matrices carrées
d’ordre n a coefficients dans K (K = R ou C) ; la matrice identité de M, (K) est notée /,,.
On désigne enfin par K,, 'ensemble des matrices A = (a;;) dont tous les coefficients sont positifs

ou nuls et vérifient :

n

ViE{l,...,n}, Zaij:l'

7=1
Quelques propriétés de matrices appartenant a X,

Dans cette partie, A = (a;;) désigne un élément de K, et u 'endomorphisme de C" canonique-
ment associé a lamatrice A. Onnote (e, ... ,¢,) labase canonique de C" etonposee = e¢1+- - - +e¢,,.

Soit A une valeur propre de w et z = (24, ..., z,) un vecteur propre associé.

J..g-\i‘"‘ dy j’: dsj [ mamouni.myismail@gmail.com
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2. En faisant une traduction matricielle de 1'égalité u (2 ) = Az et en choisissant un indice p tel que

|z,| = max |z;|, montrer que |A| < 1.
1<in

A- Premiers résultats

1. Montrer que 1 est une valeur propre de u et déterminer un vecteur propre associé.

3. Dans la suite, on pose m = min{a;; ; 1< n}.

(@) En utilisant une méthode analogue a la précédente, montrer que |A — m| < 1 — m.

(b) Dessiner le cercle C(0, 1), de centre 0 et de rayon 1, et le disque fermé D(m, 1 — m) sur un
méme graphique. (on rappelle que D(m,1—m) ={z € C, |z — m| < 1 — m}.)

4. Onsuppose que m > 0; montrer que si A est de module 1 alors A = 1.

5. On suppose que m > . Vérifier que 0 ¢ D(m,1 — m) et conclure que A est une matrice
inversible.

B- Toute valeur propre de A de module 1 est une racine de 1'unité

Dans la suite de cette partie, on suppose que |A| = 1 et on choisit iy € {1,...,n} tel que
|| = 1r2;;1>;|xi|. Onvpose Ip = {j €{1,...,n}/ a;;z; #0}.

1. (a) Exprimer Z a;,;2; al’aide de A et z;, et en déduire que [, est non vide.
J€lp

(b) Montrer que Z aip; = 1.

J€lp
(c) Vérifier que | Z i | = Z laio; ;] = |74, | et en déduire, d"une part que
J€lp J€ly

V] € IO7 |$]| = |$i0|7

d’autre part, en utilisant un résultat précédent, justifier I'existence de » € C et d'une
famille («;) e, de réels positifs tels que

Vj € Iy, Ujp L5 = O;2.

(d) Déduire de ce qui précede que

V(j,k) € Ig, X = Tg

et que
Aziy =i, 11 €4{1,...,n}.

[ mamouni.myismail@gmail.com VL_S-LE"‘ S ,y j': ds’j
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2. (a) Montrer qu’on peut construire une suite finie (jo, ji,...,Jj,) d'éléments de {1,... ,n}
telle que
o =...=z;, | = max]|z;
2 2j,] = max o]
et que

Vike{l,...,n}, Ae;,_, =z,
(b) En déduire alors qu’il existe ¢ € {1,...,n} tel que \? = 1.
3. Dans cette question, on suppose que tous les coefficients de A sont strictement positifs :
V(i) €{l,...,n}* a;>0.

En utilisant la question 1. (d) précédente, montrer que I'espace propre de u, associé a la valeur
propre 1, est égala C.e otte = (1,...,1).

A la prochaine

J...g-\i‘“‘ 6? j’: dsj [ mamouni.myismail@gmail.com
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Décomposition Spectrale et racine carrée d'un endomorphisme

~— Blague du jour \

Etes-vous accro I'Internet ? La réponse serait oui si :

e A trois heures du matin, vous vous levez pour un be-
soin pressant et regardez en revenant si vous avez regu
des mails.

e Vous inclinez la téte gauche quand vous souriez

e Sur la porte de la cuisine est écrit : "upload"

e Sur la porte des toilettes est écrit : "download"

& Enoncé (extrait CCP PC 2010)

Notations et objectifs.

Dans tout ce probleme, n est un entier naturel supérieur ou égal a 2
et E est un espace vectoriel de dimension fine # sur le corps R des
nombre réels.

L(E) désigne l'algebre des endomorphismes de E et GL(E)
I'ensemble des endomorphismes de E qui sont bijectifs.

On note 0 I'endomorphisme nul et id I'application identité.

Pour tout endomorphisme f, ker(f) et Im (f) désigneront respec-
tivement le noyau et 'image de f.

— Sophus Lie (1842-1899)

Mathématicien norvégien. Il a participé activement a la créa-
tion de la théorie des symétries continues, et 1'a appliquée a la
géométrie et aux équations différentielles. On lui doit la création
de l'algebre de Lie, ainsi que des groupes de Lie. Soupgonné
d’étre un espion allemand, il profite de son incarcération pour
avancer sa thése sur « une classe de transformation géométrique
Il était marié a la petite fille de Niels Henrik Abel.

{mo_[ np uapp,eulaqmw}

L’ensemble des valeurs propres de f sera noté Sp(f) et on notera :

R(f) ={h € L(E)|n* = f}.
R[X] désigne l'espace des polyndmes a coefficients réels.
4
Etant donné f € £(E) et P € R[X] donné par P(X) = ) _ a; X, on
k=0
définit P(f) € L(E) par :
¢

P(f) =Y acf*

k=0
ot fO =idetpourk € N*, ff=fo...of.
——

k fois
Si fi,...,f; désignent g endomorphismes de E (g € IN¥) alors

HE mamouni.myismail@gmail.com
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1<i<qg
Pour tout entier p non nul, M,(R) désigne 1'espace des matrices
carrées a p lignes et p colonnes a coefficients dans RR.

I, est la matrice identité de M, (RR).

L’objectif du probleme est d’étudier des conditions nécessaires ou
suffisantes a 1'existence de racines carrées d'un endomorphisme f
et de décrire dans certains cas I'ensemble R(f).
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[] fi désigneral’endomorphisme fyo---o f,.

A) On désigne par f I'endomorphisme de R® dont la matrice dans
la base canonique est donnée par :

8 4 -7
A=|-8 —4 8
0O 0 1

Montrer que f est diagonalisable.

Déterminer une base (vq,7v2,v3) de R® formée de vecteurs
propres de f et donner la matrice D de f dans cette nouvelle
base.

Soit P la matrice de passage de la base canonique a la base
(v1,v7,03). Soit un entier m > 1. Sans calculer l'inverse de P,
exprimer A™ en fonction de D, P et P L

Calculer P!, puis déterminer la base de f™ dans la base
canonique.

Déterminer toutes les matrices de M3(R) qui commutent
avec la matrice D trouvée a la question 2).

Montrer que si H € Mj3(RR) vérifie H> = D, alors H et D
commutent.

O Déduire de ce qui précede toutes les matrices H de M3(R)

vérifiant H> = D, puis déterminer tous les endomorphismes
h de R® vérifiant h* = f en donnant leur matrice dans la base
canonique.

B) Soient f et j les endomorphismes de IR> dont les matrices respec-
tives A et | dans la base canonique sont données par :

211 111
A=[12 1]etj=[1 11
112 111

Calculer | pour tout entier m > 1.
p

1 .
En déduire que pour tout m € N*, f" = id + 5(4’" —1)j.
Cette relation est-elle encore valable pour m =0 ?

Montrer que f admet deux valeurs propres distinctes A et u
telles que A < p.

Montrer qu’il existe un unique couple (p,q) d’endomor-
phismes de R® tel que pour tout entier m > 0, f™ = A"p +
1" g et montrer que ces endomorphismes p et g sont linéaire-
ment indépendants.

Apres avoir calculé p?, g%, p o g et g o p, trouver tous les endo-
morphismes /i, combinaisons linéaires de p et q qui vérifient
W= f.

Montrer que f est diagonalisable et trouver une base de
vecteurs propres de f. Ecrire la matrice D de f, puis la ma-
trice de p et de g dans cette nouvelle base.

Déterminer une matrice K de M»(IR) non diagonale telle que
K? = I, puis une matrice Y de M3(R) non diagonale telle
que Y? =D.

HE mamouni.myismail@gmail.com
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0 En déduire qu’il existe un endomorphisme / de R® vérifiant
h? = f quin’est pas combinaison linéaire de p et .

0 Montrer que tous les endomorphismes i de R® vérifiant h* =
f sont diagonalisables.

Soit f un endomorphisme de E. On suppose qu’il existe (A, i) € R?
et deux endomorphismes non nuls p et g de E tels que :

id=p+gq
A#Fpet § f=Ap+uq
f=Np+iq.
O Calculer (f — Aid) o (f — pid). En déduire que f est diagonal-
isable.

O Montrer que A et u sont valeurs propres de f et quiln’y en a
pas d’autres.

O Déduire de la relation trouvée dans la question 1) que pog =
g o p = 0 puis montrer que p2 =pet qz =q.

O On suppose jusqu’a la fin de cette partie que A # 0.
Montrer que f est un isomorphisme et écrire f ~* comme com-
binaison linéaire de p et 4.

U Montrer que pour toutm € Z :

ff=A"p+ .

O Soit F le sous-espace de L(E) engendré par p et 4. Déterminer
la dimension de F.

O Onsuppose dans la suite de cette partie que A et i sont stricte-
ment positifs. Déterminer R(f) N F.

O Soit k un entier supérieur ou égal a 2. Déterminer une matrice
K de M;(RR) non diagonale et vérifiant K> = Ij.

Mo

Former pour réussir

0 Montrer que si I'ordre de multiplicité de la valeur propre A
est supérieur ou égal a 2, alors il existe un endomorphisme

p' € L(E)\ Ftel que p’> = petp og=gqop =0.
0 En déduire que si dim(E) > 3, alors R(f) ¢ F.

Partie 111

Soient py, ..., pm, m endomorphismes non nuls de E et Ay,..., Ay,
m nombres réels distincts. Soit f un endomorphisme de E vérifiant
pour tout entier k € IN :

ff= i?\fiﬂi-
i=1

0 Montrer que pour tout P € R[X], ona :

m

P(f) = ;P(Ai)m-

m
0 En déduire que [ [(f — Ajid) = 0, puis que f est diagonalis-
i=1

able.
O Pour tout entier ¢ tel que 1 < ¢ < m, on considere le
polyndme :
(X —Ai)
L(x)= [] =20
12,” (Ae—Ay)
i£l

Montrer que pour tout entier /, tel que 1 < ¢ < m, on a

pe = Li(f).
En déduire que Im (py) C ker(f — Asid), puis que le spectre

de f est :
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O Vérifier que pour tout couple d’entiers (i, ) telsque 1 < i,j <

m,ona :
0 sii#j
momz{ Y
pi S1i=].
m
O Justifier le fait que la somme ) _ker(f — A;id) est directe et
i=1
égale a E et que les projecteurs associés a cette décomposition
de E sont les p;.

O Soit F le sous-espace vectoriel de L(E) engendré par
{p1,...,Pm}. Déterminer la dimension de F.

O Déterminer R(f) N F dans le cas ot Ay, ..., Ay, sont des réels
positifs ou nuls.

O Dans cette question, on suppose de plus que m = n.
a Préciser alors la dimension des sous-espaces propres de
f.
b Montrer que si h € R(f), tout vecteur propre de f est
également vecteur propre de h.

¢ Endéduire que R(f) C F et donner une condition néces-
saire et suffisante sur les A; pour que R(f) soit non vide.

O Montrer que si m < n et si tous les A; sont positifs ou nuls,

alors R(f) ¢ F.

A) Soit f un endomorphisme non nul de E tel qu’il existe un entier
p > 1tel que f¥ = 0et P71 £0.

B)

Montrer qu’il existe x € E non nul tel que la famille
(x, f(x), f2(x),..., fP"L(x)) est libre. En déduire que p < n
et que f" = 0.

Montrer que si R(f) # @, alors2p —1 < n.

n—1
Déterminer les réels ay, . ..,a,_1 tels que V14 x = 2 akxk +
k=0
O(x") au voisinage de 0. Dans la suite, P, désigne le
n—1
polynome défini par P, (X) = ) a X*.
k=0

Montrer qu’il existe une fonction # bornée au voisinage de 0
telle que I'on ait P2(x) — x — 1 = x"#(x). En déduire que X"
divise P — X — 1.

Montrer alors que R(f +id) # @.
Plus généralement, montrer que pour tout réel a réel, R(af +
id) # @, puis que pour tout j réel strictement positif, R(f +

gid) # .

Soit T = (ajj)1<ij<n une matrice triangulaire supérieure de
M, (R) dont tous les coefficients diagonaux sont égaux a un
réel A.

Montrer que (T — AI,)" = 0.

On suppose dans toute la suite que f est un endomorphisme
de E dont le polyndme caractéristique est scindé et qui n’ad-
met qu'une seule valeur propre A. Déduire de la question
précédente que E = ker(f — Aid)".

Montrer que si A > 0 alors R(f) # @.
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® Corrigé (Pr. Blache, CPGE France

A)

O Calculons le polyndome caractéristique de A (donc aussi de

f

8- X 4

Pr(X)=Pp(X)=| -8 —4-X 8 |=-X(X-1)(X-4)
0 0 1-X

Ainsi, Py est scindé a racines simples, donc| f est diagonalisable

—7

O L’étude des sous-espaces propres donne :
Eo(f) = Vect (v1) avec v; = (1,—2,0),
E1(f) = Vect (v2) avec vy, = (1,0,1),
E4(f) = Vect (v3) avec v = (1,—1,0).

000
Dans ce cas, la matrice D est donnéepar : D= |0 1 0
0 0 4
0 La formule de changement de base donne : A = P-D-P !,

etdonc|A™ = P.D".p 1|,

O En utilisant par exemple la méthode du pivot de Gauss, on
-1 -1 1
trouve :P'=[0 0 1
2 1 =2
Apres calculs, on trouve que la matrice de f dans la base

B)

0 On trouve pour tout entierm >1 :

Former pour réussir

canonique est :

00 0 2.4M  4Mm 1 —2.4™M
A"=pP. 101 0| -Prt=|—-2.4" —gm 2.4m
0 0 4™ 0 0 1

En particulier, on vérifie que cela redonne A pour m = 1.

Soit M = (m;j)1<ij<3 une matrice qui commute avec D. On
écrit que MD = DM, ce qui donne m;; = 0sii # j. Donc
nécessairement, M est une matrice diagonale.
Réciproquement, toute matrice diagonale commute avec D
qui est elle-méme diagonale.

Finalement, | les matrices qui commutent avec D sont les matrices dia

Ona HD = DH = H® donc|H et D commutent] .

D’apres les questions 5) et 6), si H> = D, alors H est une ma-
trice diagonale. La condition H> = D donne également :

0 0 O
H= |0 +£1 0 | (ce quifournit4 solutions).
0 0 =£2

Pour obtenir les matrices solutions dans la base canonique,
on effectue un changement de base : les matrices solutions
sont données par P- H - P~1, ott H est I'une des 4 solutions
précédentes. Apres calculs, on obtient a nouveau 4 solutions,
qui sont :

4 2 =3 4 2 =5
+|1 -4 -2 4 et £+ (-4 -2 4
0o 0 1 0 0 -1

]m — 3111—1] .
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O Travaillons avec les matrices A et J.Ona A = | 4 I3. Comme Soit maintenant 1 = « - p + B - g tel que h* = f. D’apres les
] et I3 commutent, la formule du bindme donne : relations precedentes, ona
B} o m\ g AN W=a’p+piog=f=p+iq
vm e N, A" = (L+])" = kZO <k)] =k+ (kzl <k) 3 J=1I +§&1nme @;5 q) est une famille libre, cette égalité équivaut a
Si on revient aux endomorphismes, cela donne =1le t'B =4 . ) .
1 Donc il y a 4 endomorphismes h solutions, donnés par :
pourtoutmElN*,fm:id+§(4m—1)j : h=+p+2q].
Evidemment, cette relation est encore valable pour m = 0 O On détermine les sous-espaces propres de f :
(car dans ce cas, on a id =id ). E1(f) = Vect (wq,w,) avec wy = (1,—1,0) et wp = (0,1, —1),
0 Un calcul du polyndéme Caracterls’uque de A donne : Es(f) = Vect (w3) avec Ws = (1,1,1). . 3
Pi(X) = Pa(X) = (X - 1)2(X — 4). Donc Comme dim(E;(f)) + dim(E4(f)) = 3 = dim(R’),

f est diagonalisable |

f admet les deux valeurs propres A = let yu = 4/.

Et| (w1, wy, w3) est une base de vecteurs propres pour f |.
O D’apres la question 2), on peut écrire f™ = 1"(id — —]) Notons B; = (wy, wp, w3). Alors :

) |

1 . _ 100 100 000
4 (5]) pour tout entier m > 0. En posant p = 1d—§] et D— (0 1 0) , Mg (q) = (0 1 0) et Mg, (q) = (0 0 0
q= %], on obtient |I'existence de la décomposition voulue |. 00 4 000 01 001
De plus, on a nécessairement id = p + g (plour m = 0) 0 On peut prendre par exemple : K = <1 0) et Y =
et f = p+4q9 (pour m = 1). Donc p = 5(4id—f) et 010
qg= %( f —1id), d’ott|1'unicité de cette décomposition |. ((1) 8 g)

Enfin, comme id et j sont deux endomorphismes linéairement

) , . 3 :
indépendants (d’apres leur écriture matricielle), il en est de O Soit h l'endomorphisme de R” dont la matrice dans

meéme pour p et g. la base B; est Y. Alors |h*=f| car Y> = D. Et

O On obtient, en utilisant les expressions de p et g trouvées a la h n’est pas combinaison linéaire de p et q|, car Y n’est pas

question precedente : combinaison linéaire de leurs matrices (vues précédemment)
pPP=p, ¢ =q pog=qgop=0. dans la base B,.
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O Soit h tel que h* = f. Comme f est diagonalisable et que
ses valeurs propres sont 1 et 4, le polynome Q;(X) = (X —
1)(X — 4) est un polynéme annulateur de f, donc de K.

Donc le polynome Q2(X) = (X2 —1)(X* —4) = (X — 1)(X +
1)(X —2)(X 4 2) est un polyndéme annulateur de h. Or ce
polynome est scindé a racines simples, donc d’apres le cours,

On a, en utilisant les trois relations, (f — Aid) o (f — pid) =
2= A+u)f+ (Au)id = 0. Donc (X — A)(X — u) est
un polyndme annulateur de f, scindé a racines simples. Et
f est diagonalisable |

h est diagonalisable |

A la question précédente, on a trouvé un polynéme annula-
teur de f quin’a que A et y comme racines. Il en résulte que
Sp (f) € {Auj-

Si p n’est pas valeur propre de f, la seule valeur propre est
donc A. Comme f est diagonalisable, on a donc f = Aid. En
utilisant les deux premiéres relations de 1'énoncé, on a donc :

Aid = Ap +uq = Ap + Aq.

D’ott (A — u)q = 0, et comme A # yu, g = 0. Ceci est contraire
aux hypotheses; ainsi y est valeur propre de f.

On montrerait de méme que A est aussi une valeur propre de

f.Donc| Sp (f) = {A;u}|.
D’apres la question1),ona :0 = (f —Aid) o (f —pid) = (u —
A)go (A —u)p. Comme A # p, on en déduit que|gop = 0|

De méme, comme (f — pid) o (f — Aid) = 0, on trouve
poq =0,

Enfin, comme id = p + g, on obtient, en composant par p
(resp. par q) :|p = p*|(resp. |q = ¢*).

Comme Ap  # 0, f n‘admet pas la valeur propre 0.
Donc ker f = {0}, et comme E est de dimension finie,

f est bijective|.
De plus, onavuen 1) que f>— (A4 u)f + (Ay)id = 0. D'ox
= ;—;(f — (A + u)id). On remplace f et id a I'aide de p

1 1
et g, ce qui donne finalement :|f~1 = 3P +—q|.

K
La relation f" = A"p + u"q est vérifiée pour m = 0,1,2
d’apres 1'énoncé, et pour m = —1 d’apres la question précé-

dente.
Une démonstration par récurrence sans difficulté, d"une part
pour m € IN, d’autre part pour —m € IN, donne (en utilisant

le faitquepog=gop=0) :|VmeZ, f" =A"p+u"q|.

Soient deux réels « et B tels que ap 4+ pg = 0. En composant
par p,onaap = 0 donc o = 0 puisque p # 0. De méme, en
composant par g, on obtient f = 0.

Donc (p, q) est une famille libre et|dim(F) = 2|

Soit h € R(f) NE. Alors h = ap + Bq et comme pog =
gop =01 =a’p+p’q = f = A\p + ug. Comme (p,q) est
une famille libre, on a a> = A et B> = y, i.e. (puisque A et
sont supposés positifs) & = +VAetp = +,/p. On obtient 4
possibilités, qui réciproquement conviennent toutes. Par con-

séquent, les 4 solutions sont | = +v/A p + NIAR
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O Définissons la matrice K diagonale par blocs de la fagon suiv-

ante :

01
K=|10 )
P

ot I_, est la matrice identité de My _,(IR) (bien définie car
k> 2).

Alors un produit par blocs donne immédiatement | K* = I |

On va raisonner matriciellement. Appelons k 'ordre de mul-
tiplicité de la valeur propre A (k > 2) et considérons une
base de diagonalisation B; pour f; c’est également une base

de diagonalisation pour p et g car p = /\L_P‘( f — pid)

et q = Pl_%(f — Aid). De plus, dans la base By, ces

matrices sont définies par blocs comme suit : Mg, (f) =

AL | 0 (| o A
(o) Matp = (go) o Mata) -

< Oc) 0 ) . Soit alors p’ I’endomorphisme dont la matrice

0| i«
K| 0
u=(575,)

dans la base B, est :

ot la matrice K € Mj(R) a été définie a la question précé-
dente. De plus,

e un produit par blocs donne M? = Mg, (p), donc p’z =p;

e des produits par blocs donnent M - /\/lgd(q) == Mgd(q) .
M =0y,doncp’og=gop’ =0y;

e comme M n’est pas diagonale, p’ ¢ F = Vect (p, ).

En résumé, | ’endomorphisme p’ ainsi construit répond a la question |

Si dim(E) > 3, alors A ou y est d’ordre au moins 2. Sup-
posons par exemple que c’est A. Posons h = V/Ap' + VHg, ol
p’ est 'endomorphisme défini a la question précédente. On a
h? = Ap + uq = f par propriétés de p’ et g, et pourtant i ¢ F
carp’ ¢ FetA # 0.

En conclusion, | R(f) & F|.

Partie 111

4
Pour tout P(X) = ) _ a4 X* € R[X],ona :
k=0

i=1

{ { m m m
= Zakfk: Zak (2/\5{;91) 2(2&1](/\)}91':213()\1')}91'.
k=0 k=0 i=1

m
Prenons P(X) = J[(X — A;). Alors P(A;) = 0 pour i =
i=1
1,..,m, et d’apres la question précédente P(f) = 0. Le
polynome P est annulateur de f et il est scindé a racines sim-

ples. Donc | f est diagonalisable | .

O D’apres la question 1), Ly(f 2 Lo(A;)pi- Mais Ly(A;) =

ég,i(oﬂég,i=1si£:ietOsi£7éz).
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Donc|Ly(f) = p¢|. De plus,
, _ : _ T (f — Addd)
(f = Adid) o pp = (f — Agid) o Le(f) = HIS;:S[m(M — )

Im (py) C ker(f — Apid)|.
En outre, le polyndme P(X) de la question 2) est annulateur
de f etapourracines Ay, ..., Ay.Donc Sp (f) C{A1,..., Au}.
Et par hypothese, pour tout 1 < ¢ < m, p, # 0 donc
Im (py) # {0} et ker(f — Ayid) # {Og}. Ceci signifie que
Ay est effectivement une valeur propre de f.

Le(f), piopj = (Li-Lj)(j)-

m
e Sii # j,le polyndome P(X) = [ [(X — A;) divise (L; - L;)(X).
i=1
Comme P(f) = 0,onadonc (L; - L;)(f) =0et

I en résulte que

Finalement, on a bien

Comme py(f)

piop;=0|.

m
eSii = j,commeid = Z pi (relation de I'énoncé pour k = 0),
k=1

pi = pil-

en composant par p; on obtient

L'endomorphisme f étant diagonalisable, d’apres le cours on

m
a|E = @Pker(f — Ajid)|.
i=1

Le fait que chaque p; est un projecteur a été démontré

Mo

Former pour réussir
m

Z Pi

k=1

Y Im(p;). Or on a vu que Im(p;)) C
i=1

a la question précédente. De plus, comme id

on a E

[1

Er(f)=IDaprés la somme directe précédente, on a donc
1<icm(Ae =)

P40 E — @Im(pi) et Im (p;)

i=1
fin le fait que p;op; = 0 pour i # j montre que

E,(f) pour tout i. En-

les p; sont les projecteurs associés a cette somme directe |.

O Ecrivons une combinaison linéaire nulle des (p;)i<i<m

m

Y aip; = 0.Soit £ € [1,m]. En composant par py, on obtient
i=1

agpy = 0, d’ottay = 0 car p, n’est pas nul d’apres 1’énoncé.
Ainsi tous les coefficients a4; sont nuls et la famille (p1, ..., pm)

dim(F) = m|.

est libre. Donc

m
O Soit h = Zocipi ¢ F telle que h* = f. Alors h* =

m 2
Z”‘i pi =
i=1 i=1

m
2 Aip; et comme la famille (py, ..., pm) est libre, zx? = A; pour
i=1
tout i. Réciproquement, tous les h vérifiant cette relation sont

R(fmF={fiﬁipi} .
i=1

solutions. En résumé,

O a Sim = n,ily an sous-espaces propres dans l'espace E
de dimension #.
Donc|la dimension de chaque sous-espace propre de f est égalea 1|
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b mSih € R(f), hof = h® = foh. Donc h et f

commutent et d’apres le cours, tout espace propre E), (f) est
stable par h. Soit x un vecteur propre de f, par exemple
x € Ey,(f) \ {0g}. Comme dim(Ey,(f)) = 1, h(x) = p;x et

x est vecteur propre pour h |.

¢ Soith € R(f). D’apres la question précédente, pour tout
1 <i < m,il existe y; € R tel que pour tout x; € Ej,(f),
h(xi) = UiXi.

n

Soit x € E. Comme E = (P E) (f), x = x1+ - + X, avec
i=1

X; € EAi(f) et

h(x) =h(xg+--x,) = /il/lixi = éﬂipi(x)

m
soith = Y puipi. Donc|R(f) C F|.
i=1
En reprenant la question IIL.7), on voit qu'une condition
nécessaire et suffisante sur les A; pour que R (f) soit non vide

est :|Vie[[1,n],A; >0].

Sim < n, alors il existe i tel que dim(E, (f)) > 2. Siles A;
sont positifs ou nuls, on peut alors reprendre le méme raison-

nement qu’a la question I1.10), qui montre que | R(f) Z F |

Soit x € E tel que fP~*(x) # Og et (ay,...,a,) une famille de

p—1
réels tels que ) arf*(x) = 0.

k=0
En composant par fP~1, comme f7 = 0 pour tout g > p, on
obtient ag fP~!(x) = 0 donc @y = 0. On recommence en com-
posant par fP~2,..., f, ce qui donne au finalay = - - - = ay 1=
0.
Donc (la famille (x, f(x), f2(x),..., fP~(x)) est libre| . Cette

famille a p éléments dans un espace de dimension 1, donc
psnjet|f'=f"Toff =0|.

SiR(f) # @,soith € L(E) tel que h*> = f. Alors h*" :{‘” =0
donc /1 est nilpotent et d’apres 1), k" = 0. De plus, h*P 2
fp_1 #0donc2p—2<n-—1,ie|2p—1<n]|.

On sait d’apres le cours que pour « ¢ IN, x €] — 1, 1],
e —1)--(a —k+1)

(I4+x)"=) o K+ 0>
k=0 ) :
au voisinage de 0. Ici, & = 5 et pour tout k € [0,n—1]
30D Gkt
aj = ] .

D’aprés la question précédente, pour —1 < x < 1,
V1+4+x = Py(x) + x"9(x) ot v est une fonction bornée au
voisinage de 0. En élevant au carré, cela donne 1+ x =
(Pu(x) + 2"y (x))* = Pg(x) + " (2Pu(x)7(x) + x"y(x)?) =
P2(x) + x"5(x) | pour une fonction ;7 bornée au voisinage de

0.
Posons alors Q,(x) = P2(x) = x — 1; c’est une fonction
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polyndme. D’apres la relation précédente, x — Q,(x)/x" est
une fonction bornée au voisinage de 0. Ceci n’est possible que
si Q,(X) n‘admet pas de terme en X* pour k € [0, — 1], ce
qui entraine | X" divise Q(X) |.
On écrira dans la suite Q,(X) = X" - 5,(X) ou S, est une
fonction polyndme.

e D’apres les résultats des questions précédentes, (P, (f))* —
f—id = (P2)(f) — f —id = f" 0 S,(f). Or f* = 0 d’apres
1), donc (P,(f))* = f+id, ie. Py(f) € R(f +id). Donc
R(f +id) # @|.
e Plus généralement, (P, (af))? —af —id = (P?)(af) —af —

id = (af)" 0 S,(af). Comme f* =0, (P,(af))* = af +id, ie.

Py(af) € R(af +1id). Donc
e Comme B # 0, soit h € R(

R(af +id) # @|.

% f +1id) (c’est possible
d’aprés ce qui précede). Alors h* = %
B >0, (y/Bh? = f+pBid. Donc \/Bh € R(f + Bid) et
R(f + pid) # @|.

f +1id et comme

A la prochaine

B)

0 La matrice T — A, est triangulaire supérieure avec des zéros

sur la diagonale; il en résulte que rg(T — AL,) < n—1. Un cal-
cul matriciel simple montre que rg((T — AL,)¥) < n — k pour
k € [2,n] et en particulier pour k = n : rg((T — AL,)") = 0,
ie [(T—AL)"=0|.
Remarquons que cette question peut se traiter directement
en utilisant le théoreme de Cayley-Hamilton, mais que ce
théoréme est hors programme en PC.

Comme f est un endomorphisme de E dont le polyndéme car-
actéristique est scindé, il est trigonalisable. De plus, comme f
n’admet qu’une seule valeur propre A, il existe une base dans
laquelle la matrice T de f est triangulaire supérieure, dont
tous les coefficients diagonaux sont égaux a unréel A. D’apres
la question précédente, (T — AL,)" = 0, et (f — Aid)" = 0.
Donc | E = ker(f — Aid)" |
D’apres la partie A), comme (f — Aid)" = 0, R((f — Aid) +
Aid) # @ (question A)5) en prenant f = A et en remplagant
f par f — Aid). Donc |si A > 0 alors R(f) # @|.
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Congours ENSAM - ESTP - ARCHIMEDE
Recherche de quelques polyndmes minimaux

Enranxa doMothématiques A MP
® Enoncé : (extrait e3a 2008, MP)

Durée 4 h

Devoj

Si, au cours de Pépreuve, un candidat re
d’une part il le signale au chef de salle, d’
composition en indiquant les raisons des i

pere ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé,
autre part il le signale sur sa copie et poursuit sa
nitiatives qu’il est amené a prendre.

L'usage de calculatrices est interdit.

Questions de cours et exemples.

Soit £ un R — espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E.
1. Donner la définition d’un polyndme annulateur de f.

2. Quelle est la structure de I’ensemble J; des polynomes annulateurs de f?

3. Donner la définition du polynéme minimal de f que I’on notera .
4. Prouver ’existence de 7.

5.{Un premier exemple |.

Soit fI’endomorphisme de R* de matrice canoniquement associée :
M = (my) o V(i,j) € {1,...,4} x {1,..,4}, my; = + (1 +(-1)'¥).
5.1. Calculer M* pour k € N*.

5.2. Déterminer 7 £

6.|Un second exemple |.

6.1. Chercher les solutions a valeurs réelles des équations différentielles :
YV'+y=ch(x) e Y'+y=sh(x)

ou ch et sh sont respectivement les fonctions cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique.

6.2. On considére (H; ) I’équation différentielle : y() = y.

Soit fune fonction de classe C* sur R.

Démontrer que fest solution de (H1 ) si et seulement si la fonction g = f' + fest solution d’une
équation différentielle du second ordre (H ) que I’on déterminera.

Page 1/4
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. Résoudre 1’équation (H>).

6.4. En déduire les solutions de (H).

6.5. On note alors E le sous-espace vectoriel du R — espace vectoriel des applications de classe
C® sur R & valeurs réelles engendré par ( cos, sin, ch, sh).

6.5.1. Quelle est la dimension de E ?

6.5.2. Justifier que la dérivation induit sur £ un endomorphisme 4.

6.5.3. Déterminer le polyndme minimal zs5de E.
Probléme.

Dans tout le probléme, E = R[.X] et L(E) désigne 1’algébre des endomorphismes de E muni de
ses opérations usuelles. Soit » € N*. L’ensemble des polyndmes a coefficients réels et de degré
inférieur ou égal a n sera noté E, = Ry[X].

L’endomorphisme identité de E est noté e, 1’endomorphisme nul 6. Lorsque ’on est dans
I’espace vectoriel normé Ep, on notera respectivement ces endomorphismes e, et 0.

On rappelle que si fest un endomorphisme de E, 0 = e et
VmeN*, fm=fofm
Lorsque fest un endomorphisme de En, on note yson polynéme caractéristique.
Soientu : P € E — u(P) = P' ot P' désigne le polyndme dérivé de P, et
v:PeEw— v(P)=R ou R(X)=P(X+1).

Partie 1 : Quelques propriétés des endomorphismes u et v.

1. Rappeler la dimension de E5. En donner une base usuelle.

2. Montrer que u et v sont des endomorphismes de E qui laissent stable Ej,.

On note alors up, et v, les endomorphismes induits par restriction de u et de v a Ep,.
3. Ecrire les matrices Uy, et V' de up et vy dans la base canonique de Ep,.

4. Préciser le noyau et I’image de chacun de ces endomorphismes.

5. Les endomorphismes uy, et v, commutent-ils ?

6. Quel est le polyndme caractéristique de un ? up est-il diagonalisable ?

7. Quel est le polyndome caractéristique de v, ? vy, est-il diagonalisable ?

8. On note wy, = v, —en et on pose :
k-1

Qo=1, Vkedl,.,n} Or= 7:'— H X=J).

j=0
8.1. Vérifier que la famille B = (Q}) (<<, €St une base de Ep.

8.2. Déterminer wn(Qy).-
Page 2/4
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. Montrer que pour tout k£ > 1, il existe un réel a; non nul, tel que :

Wa(Ok) = ax Qk-1-
8.3. Ecrire la matrice W, de wy, dans la base B.

8.4. Donner une base de Ker(wp) ainsi que de Im(wp).
8.5. Calculer, pour j € Netk € {0,...,n}, w,{(Qk).

On rappelle que Wil = wnowno...owp .

v

j facteurs

9. Détermination des composantes d’un polynéme de E, dans la base B.

9.1. Soit P € Enp.

n
Justifier Pexistence et I’unicité de scalaires (Bg)o<r<p tels que : P = Z Br Ok
k=0
9.2. Calculer w,{ (P)(0) pourj € N.
9.3. Exprimer alors les composantes de P dans la base B.

9.4. Déterminer la base duale de la base B.

10. Calculer wnn+1 et wnn(Qn).

Partie 2 : Recherche de quelques polynémes minimaux.

1. Soit f € L(En). Justifier que 7y divise x .

2. Recherche de 7y,

2.1. Déterminer u,,"+1

2.2. Calculer : un" (X ") .

2.3. Conclure.
2.4. De méme, déterminer le polyndme minimal de wp.

3. Recherche de 7y, .

3.1. Montrer qu’il existe m € {1,..,n+ 1} tel que 7y, = (X—1) ™.
3.2.Prouverque :m = n+ 1.

4. Polyndmes annulateurs de u.

m
Soit P un polyndme de degré m € Nécrit: P = Z a; XJ.
j=0

Page 3/4
4.1. Que sait-on de am ?
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m
.2. On note r I’endomorphisme P(u). Déterminer r( X , )
m!

4.3. Déterminer I’ensemble des polyndomes annulateurs de u.

5. Polynémes annulateurs de v.

Soit P un polyndme non nul annulateur de v.

5.1. Montrer que : V n € N*, (X—1)"*1 divise P.

5.2. Déterminer I’ensemble des polyndmes annulateurs de v.

6. Soit s I’endomorphisme de E qui a tout polynéme P associe le polyndme Q défini par :
o) = P(1- X).

6.1. Vérifier que s est une involution de E.

6.2. Déterminer I’ensemble des polyndmes annulateurs de s.

Partie3. Facultative, ne sera pas comptée

Soit fun endomorphisme de 1’espace vectoriel normé E,.On rappelle que :

+00 N

1. Montrer que I’on a la relation : v, = exp(un).

il (_1) m+1
2. On va démontrer dans cette question que : up = E ~—t (vh—en) ™.
m
m=1

2.1. Prouver que :

k
V ke {0,..n}, un(Qk) = D un(Qn)(0) Qk-m-
m=0

On pourra utiliser la question 9.3. de la partie 1.
2.2. Calculer pour tout m € {0,...,n}, un(QOm)(0).

2.3. Conclure.

Fin du probléme

Page 4/4
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® Corrigé Pr. Dufait, CPGE France

% Blague du jour — Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922)

Mathématicien frangais, connu a la fois pour son travail fonda-
mental dans la théorie des groupes et pour son influent Cours
d’analyse. C’est un poyltechnicien (1855) fils de polytechnicie
(1818). Tl enseigna a 1'Ecole polytechnique et succéda a Liouville
au College de France, ot il avait une réputation de choix de no-
tation excentriques.

- Quelle est la différence entre un prof a la retraite et le
sang ?

Y’en a pas, dans les deux cas il sort du corps enseignant
(en saignant).

- Heureux I’étudiant qui, comme la riviere, arrive a suivre
son cours sans sortir de son lit.

Lmo_[ np uapp,eulan,ewJ

Questions de cours et exemples 4, D’apreés le théoreme de Cayley-Hamilton, [ # {0} puisque le
polyndme caractéristique de f, x r appartient a J.

Un polyndme annulateur de f est un polyndme P € R[X] tel que 1/2 .0 1/2 0

P(f) = 0z(p)- 1o 12 0 1,2
5.1. Ona M = 120 1/2 0

0 1/2 0 1/2

donc M? = M et donc, par

J¢ est un idéal de R[X] (et accessoirement un sous-espace vectoriel

de R[X]). récurrence, Yk € N*, MF = M.

A . . 2 2 N\
Si J; # {0}, le polyndme minimal de f est I'unique polynéme uni- 2. Ainsi X* =X € 2]f donc ﬂf’ | X -X =X (X — 1) et donc
taire 71 tel que [ = 717.R[X]. C'est aussi le polyndme unitaire ap- mp € {X,X —1,X* - X} (1 nest pas annulateur si E # {0}). Or
partenant a /¢ de plus petit degré. M # 0et M # Iy donc 71f = X?-X.
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6.1. o L'équation homogene vy’ +y = 0 est a coefficients constants les solutions de (Hj) sontles y : x — A cos(x) + B sin(x) + Cch (x) + D sh {
et a pour équation caractéristique X> + 1 = 0 donc les solutions . ) ‘ o
sur R a valeurs dans R de y// +y = 0 sont les fonctions x 5. 1. Par def1n1‘t1on de E, lq famille (cos, sin, ch, sh) en est generatrlce.
Acos(x) + Bsin(x) pour (A, B) € R% De plus, si A cos +B sin +Cch + D sh = 0 alors, en dérivant deux
Comme ch” = ch, une solution particuliere de 1’ + fois, —A cos —B sin4-Cch + Dsh = 0 donc A cos+B sin = 0 et
. 1 Cch + Dsh = 0. En prenant les valeurs en 0 (par exemple), on ob-
y = ch(x) est la fonction x  — >¢h (x) donc tient A = B = C = D = 0 donc cette famille est libre etc’est donc

1 i _ 4
les solutions sur R de y”" +y = ch (x) sontlesy : x — ECh (x) + Acos(x —E%esu? Y dlgo% %‘,513522&5)74

La dérivation est lineaire et (A cos+B sin+Cch + Dsh)/ =
o De méme, les solutions sur R de yy” + y = sh (x) sont les fonctions x shAJ@lPlr—lz‘choeé.x—}@—shsm(B)ch € E donc E est stable. Donc

ld u.cuvauuu ulu.uu uwu U1 endomorphlsme de E.

pour (A, B) € R?.

3. D’apres [6.4], E est I’ensemble des solutions de (H;) donc Vy €

2. Puisque f est supposée de classe C* sur R alors g est de classe C? E, 3/(4) = 0*(y) = . Ainsi X* _31 € ety | X* —1.Simy # X —1
sur R et donc : ;
lors deg(mts) < 3donc 7ty =) a;X'.Onal
(f solution de (H1)> = (Vx er, fW(x) = f(x)) alors deg(rr;) < 3 donc 71, i_zo ! n alors
4 .

— (Vx eRr, fYx)+ f"(x) = f(x) —I—f”(x)) V(4,B,C,D) €R%, 0 = 715((5) [A cos +B sin +(
= (vx eR, ¢'(x)= g(x)) = Z(:)al [A cos +B sin+C

donc (f solution de (H1)> = (g = f"" + f solutionde y’ = y) . = ((ap — a2) A + (a3 — a1)B) cos +((ag

+ ((a0 + a2)C + (a1 +a3)D) ch

dong, par liberté de (cos, sin, ch, sh),
3. (Hz): vy’ —y = 0 est linéaire, homogene, a coefficients constants

et a pour équation caractéristique X* —1 = 0 donc a pour so- (a0 = a2)A + (a3 —a)B =0
lutions les fonctions x ~ Ae* + Be ™ avec (A, B) € R?, ou aussi, V(A,B,C,D) € RY, (@0 —a2)B + (a1 —a3)A =0
les solutions de (H;) sontlesy : x — Ach (x) + Bsh (x) pour (A, B) € R?. (a0 +a2)C+ (a1 +a3)D =0
(ap+a2)D + (a1 +a3)C =0
4. Le principe de superposition des solutions et les résultats de la soitag = a, = —apeta; =az = —ap doncag =a; =ap =az =0ce
question [6.1] donnent : qui est absurde. Donc 775 = X+ —1.
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Problme

Partie I

On a dim(E,) = n + 1 et une base est (Xk)ke[[o -

oVP € E, u(P) = P' ¢ EetV(P,Q) € E?, VA € R, u(P +AQ) =
(P+AQ) =P +AQ" = u(P) + Au(Q) doncu € L(E) .
De plus, si deg(P) # 0, deg(P’) = deg(P) — 1 et si deg(P) = 0,
deg(P’') = —oo donc u(E,) C Ej, .

d

©Si P # 0etdeg(P) =davecP = ) 0 X" avec a; # 0 alors
k=0
d d
o(P) = Y X+ 1) = Y ap (X + kXK ) = 4y X9+ (dag +

k=0 k=0
ad_l)Xd_l +--- doncv(E,) CE,.
On a donc VP € E, v(P) € EetV(P,Q) € E?, VA € R, v(P +
AQ) = (P+AQ)(X+1) =P(X+1)+AQ(X +1) =v(P)+ Av(Q)
doncv € L(E) .
o u(1) 0 et Vk € k xk-1
0 --- 0

= N*,  u(XK)
1
0 2

donc
0
0
: .on
0 -+ --- 0 0

4.

k .
o Vk e N, o(XH) = X+ = (I;)Xl donc
i=0
1 1 1 1
2 n
0 1 (1) !
1 n
V= 2 € My1(R)
n
n—1
0 0 1

o P! = 0 si et seulement si P est constant donc Ker(u,) = Ej et

Im(uy) = Vect (un (1), un(X),..., un(X")) = Vect(0,1,...,nX" 1)
donc Im(u,) = E,_1 .

o det(v,) = det(Vy,) = 1 # 0 donc v, est un automorphisme de E,
et donc Ker(v, ) = {0} etIm(v,) = E, .

OnaVP € E, uoo(P) = (P(X+1)) = P(X+1) = vou(P) donc
u, et v, commutent .

o Xu, = Xu, donc xu, = X" .o Donc 0 est valeur propre de mul-

tiplicité n 4+ 1 et 1’'espace propre associé est Eg(u,) = Ker(u,) =
Eo # E, car n € N* donc u, n’est pas diagonalisable .
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7. o Xo, = Xv, donc xp, = (X —1)""1 .c Donc Sp(v,) = {1} et
donc si v, était diagonalisable sa matrice dans une base de di-

agonalisation serait I,, 1 et ceci serait vrai dans toute base donc
v, nest pas diagonalisable .

8.1. OnaVk € [0,n], deg(Qx) = k donc la famille (Qy)

0<k<n est une

famille de degrés étagés donc (Q) est une base de Ej, .

0<k<n
2. owy(Qo) = vu(Qo) — Qo = Qo — Qo donc w,(Qo) = 0.
k—1 1 k—1
wn(Qk) :Un(Qk)_Qk: H(X+1_]) k_ (X_])
i=0 =0
1 k—2 1]k—1 !
k' H( _])_FH(X_])
j=-1 " j=0
1 k—2 et,
G IIX=D[X+1) = (X —k+1)]
i=0
k ]](—2 1 k—2
_ X —
k!]._HO( ) (k—1)!]_HO( )
pour k = 1, w,(Q;) = (X+1)—X = 1 = Qp donc
Vksupl, wn(Qx) = Q1 -
0 --- 0
0 .
3. W, = 0| € Mu(R)
1
0 .- .. 0 0

4.

9.1.

On lit sur la matrice W, :
Vk € [0,n—1], Qr €

rg(Wn) = Tl, QO E Ker(w;/l),
Im(wy,) donc Ker(w,) =R.Qp et

Im(wy,) = VeCt(Qk)ogkgn—l :
Qk— —j s ] <k
On a, par récurrence sur j, wh(Qx) = 0 si jk
n
Puisque Bestunebasede E,, VP € Ey, 3!(Bi)gcpe,r P =Y BrQk-
- k=0
: n i n .
Onaw)(P) =Y Brwn(Qe) = Y PeQu_jsij < n,
k=0 k=j

Osijn. De plus, Q;(0) = 1sii =0, Osiisupl.
Donc w),(P)(0) = Bjsij<mn0sij>n.

Ainsi Vk € [[O n), B = wk(P)(0). Or wt = (v, —

k
en)k = Z (k) v, car v, et e, commutent. Et, par
récurrence facile, vn(P)(X) = P(X +j) donc wk(P)(X) =
k .
Z(—l)k_] (IJC)P(X + j). En évaluant en 0, on obtient donc
j=0

k
vk o, g = -1 ()P0

j=0 :

Etdoncla base duale de B est B* = (Qf) (-, avec Q¢(P) = wk (P)(0) = Z
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10.

2. 1.

3.1.

o Selon la question [8.5], Yk € [0,n], w't(Qy) =
witl =9, .

o De la méme question on tire w},(Q,) = Qo -

Partie I1

Le théoréme de Cayley-Hamilton donne ¢ € J donc 7t¢ | x -

On a, par récurrence sur k, VP € E, uf(P) = P®. Orsi P € E,
alors deg(P) < n+ 1 donc P+ = 0. Ainsi "+ =6, .

5.
De méme, u); (X”) = n! (en dérivant n fois).
Selon [1], u"™! = 6, donc X" € J,, donc m,, | X" et donc
dm < n+1, m,, = X™. Sion avait m < n alors 77, | X" donc
uy = 6, mais ceci est faux selon [2]. Finalement, 77, = Xl
Selon [I.10], wZH = 0, et w) # 6, donc, comme ci-dessus,
Ty, = X1,

oy | Xow = XV, = (X—1)n+1 doncdm € [1,n+1], mp, = (X —1)".

Donc (v, —ey)™ = 0, soit wj; = 0, donc 7, | X" et donc, vu le
résultatde [2.4], m=n+1.

0 donc 4.1.

6.1.

Puisque deg(P) =m ,onaa, # 0.

j=0

X"~ donc
j=0 —m! (m—j)!
X i aj i
rl— | = —X"T
! ) E, (m = j)!
Xm
Ainsi r W) # 0 donc r # 6 donc VP € R[X]\ {0}, P(u) # 6

donc J, = {0} .

Soit P € J,, on a P(v) = 6 dong, par restriction a E, stable par v,
P(v,) = 60, donc 71, | P. Ceci donne bien, avec le résultat de [3.2],
Vn e N*, (X -1)"1|P.

Donc Vn € N*, 4Q, € E, P = (X — 1)”+1Qn donc deg(P) = n +
1+ deg(Qy). En prenant nsup deg(P), ceci donne deg(Q,) = —oo
donc P = 0. Donc J, = {0} .

Soit Q = s(P) et R = s>(P),ona R(X) = Q(1 — X) = P(1 — (1 —
X)) = P(X) donc s> = e (s involution) .

Onadonc X* —1 € Jsetdonc Js # {0}. Ainsi s a un polynéme min-
imal et 7t € {X+1,X—1,X>—1}.0rs #ecars(X) =1—-X #
X et, de méme, s # —e donc 715 = X?>—1let], = (X2 —1).R[X].
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Partie I1I
too g, m n_oogm
exp(un) = ;”' = Z — d’aprés [I1.2.1]. On peut donner deux
m=0 m=0 1M

démonstrations de 1'égalité demandee :

e Premiere démonstration :
Montrons que exp(u, ) et v, coincident sur la base canonique

(X ocken
k
0. (X") =X+ =} (k) X
=\ j
Yk € [[O,n]]/ n um(xk)] k k!
exp () (X*) = m;o nml - mz_:o m!(k —

et donc v, = exp(uy) .
e Deuxieme démonstration :

La formule de Taylor en X appliquée a P € E donne

too p(m)
P(X+h) =) PX) h™. En prenant h = 1, on obtient
m=0 m!
& PM(X) X ul(P)
P(X+1)=)_ % =) % soit v, = exp(uy) .
m=0 ) m=0 ’

D’apres [1.9.3], Vk € [0,n], u,(Qx) an 1n(Q)) (0) Qj.

j=0
Or u, et v, commutent ([I.5]) donc unp et wy = vy — ey
également donc w) (u,(Qx)) = uy (w{l(Qk)) = tn (Qr—j)
si ] < k = u,0)ij > &k daprés ([1.8.5]). Ceci
domps, (ffaof [0n] wn(Qo) = Zun Qk—j) (0)Q; soit

VkE[[On]] Man Zun Qm ka-
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Deywairlibre .
A Commutant d’une matrice

~— Blague du jour \

® Quel est le genre d’humour que les dindes n’aiment
pas?

[0 Réponse : les farces.

e Pourquoi les lapins jouent-ils avec 46 cartes au lieu de
52 cartes?

[0 Réponse : parce qu’ils ont mangent les trefles !

e C’est une bande de poissons en train de faire des bé-
tises, quand 1'un voit une étoile de mer et dit : Attention
voila le shérif qui arrive!

\ J

» Enoncé : (extrait e3a 2011, MP)

On note M3(C) I’ensemble des matrices carrées d’ordre 3 a coeffi-
cients complexes, le polyndme caractéristique d'une matrice A est
noté x 4, le polyndme minimal de la matrice A est noté Py.
On appelle commutant de la matrice A de M3(C) I’ensemble C(A)
des matrices de M3(A) qui commutent avec la matrice A.
On suppose dans tout cet exercice P4 = X 4 pour une matrice A de

M3((C).

O On suppose dans cette question que P4 est a racines simples

i

Former pour réussir

— Sir Andrew John Wiles (1953-)

Mathématicien britannique, connu pour sa démonstration du
dernier théoréeme de Fermat en 1994, résolvant ainsi I'un des
problémes les plus connus de 1'histoire des mathématiques en
travaillant dans le plus grand secret pendant huit ans. Pour
dévoiler sa démonstration, Wiles s’y prend de maniére quasi
théatrale. Il annonce trois conférences (les 21, 22 et 23 juin 1993
sans en donner l'objet, ce qu’il ne fait que lors de la derniére
en précisant que le grand théoreme de Fermat est un corol-
laire de ses principaux résultats. Son travail met ainsi fin a une
recherche qui a duré plus de 300 ans.

—[mo_[ np uapp,emaqmw]—’

a, Bety.

a  Montrer que la matrice A est diagonalisable.

b Soit B une matrice de M3(C) qui commute avec la ma-
trice A, montrer que la matrice B est diagonalisable.

¢ Montrer qu’il existe un polyndme T de C[X] vérifiant

T(a)=a
T(p)=b,
T(y) =c

ot a, b et ¢ sont les valeurs propres de la matrice B.
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d En déduire que le polynéme T de C|[X] vérifie 1'égalité
B=T(A).

e En déduire le commutant de la matrice A.
On suppose, dans cette question, quil existe un nombre com-
plexe A tel que P4 = (X — A)%. On note f 'endomorphisme
de € tel que la matrice dans la base canonique de C° soit la
matrice A.

a Montrer que I'endomorphisme ¢ = f — Ald est nilpo-
tent d’indice 3, c’est-a-dire vérifie les relations suivantes :

i
P A0

b Montrer qu’il existe un vecteur u de 2 tel que la famille
(u,g(u),g*(u)) soit une base B de C°.
¢ Soit H une matrice de M3(C) qui commute avec la ma-

trice A. On appelle h I’endomorphisme de c? tel que la ma-
trice de 1 dans la base canonique de C? soit la matrice H et on
note h(u) = xju + x28(u) + x3¢*(1t), ot x1,x2, x3 sont trois
nombres complexes. Déterminer, en fonction de x1, xp, x3, la
matrice de / dans la base B.

d Montrer qu’il existe un polyndéme Q de C[X] vérifiant

H=Q(A).

e En déduire le commutant de la matrice A.
On suppose, dans cette question, qu’il existe deux nombres
complexes distincts A1 et A; tels que

Py = (X —A)(X = Ap)2
a Montrer
c® = Ker(f — AyId) @ Ker(f — ApId)2.

b Montrer qu'il existe une base B’ de C° telle que la ma-

trice de f dans la base B’ soit de la forme < /})1 lol ), avec

M

0 1
matrice appartenant a M5 (C), nilpotente d’indice 2, c’est-a-
N*=0

N #0

U = A2l + N, I désigne la matrice ( et N est une

dire vérifiant les propriétés suivantes : {

¢  On considere la matrice M = ( poL ) de Mj3(C),

cC Vv
pecC
Y L e Mi,(C) )
ou CeMyy(C) on suppose que les matrices M et
V e M;(C)
A O
( 0 U ) commutent.
L=0
i Montrer{ C=0 .
NV =VN

ii Montrer qu’il existe un polyndme R de C[X] vérifiant
R(U) = V.
iii Montrer qu’il existe un polynome S de C[X] tel que
X — Ay divise S —u
{ (X — Ap)? divise S — R

. L. A 0 B
iv Endedu1re5(< 0 U)>_M'

d Déterminer le commutant de la matrice A.
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® Corrige, Pr. Stainer, Lycée Clemenceau, Nantes

U

a La matrice A a un polyndme caractéristique scindé, a

racines simples, donc est diagonalisable ; de plus ses sous-
espaces propres sont de dimension 1.

b Si B commute avec A, elle stabilise les trois sous-espaces

propres de A, qui sont des droites. Ces trois droites sont donc
dirigées par des vecteurs propres de B. Une base de vecteurs
propres de A est donc ausi une base de vecteurs propres de
A : B et A sont simultanément diagonalisables.

¢ Interpolation de Lagrange (&, B, 7y distincts). On peut im-
poser la condition supplémentaire deg T < 2.

d Dapres la remarque faite en 1.b, il existe une ma-

trice P € GL3(C) telle que A = P.diag(e,B,7).P ' et B =
P.diag(a,b,c).P~L. Alors diag(a,b,c) = T(diag(a,B,v)) et
B=T(A).

e Le commutant de A est donc inclus dans l’algebre com-

mutative C[A] des polynémes en A. L'inclusion inverse est
vérifiée pour tout matrice. Donc C(A) = C[A]. Avec la re-
marque du l.c, C(A) = Cy[A] et, comme P4 est de degré 3,
(I3, A, A%) est une base de C(A).

a  Par définition, P4 est un polyndome annulateur de A,

donc (A — AI3)® = 0. En termes d’endomorphismes, g° = 0.
De plus, comme P4 est le polyndme minimal de A, (A —

AI3)% # 0, donc ¢* # 0 : ¢ est nilpotent d’indice 2.
b  On vérifie facilement que, pour tout vecteur u € c3

tel que ¢*(u) # 0, la famille B = (u,g(u),g*(u)) est libre.
Comme l'espace vectoriel est de dimension 3, cette famille
est une base de C°. Dans une telle base, g a pour matrice

000
N=|10 0.
010

¢ Tout d’abord, i commute avec f, donc avec g. On en dé-
duit h(g(u)) = g(h(u)) = x18(u) + x28”(u) et h(g*(u)) =

¢*(h(u)) = x19*(u). La matrice de h dans B vaut donc
X1 0 0
xp x1 0 = x113+ xpN + X3N2.
X3 X2 Xq

d Onendéduith = x11d + x2¢ + x3¢%, puis, en substitu-
ant f — Ald a g, 1'existence d"un polyndéme T de degré au plus
2 tel que h = T(f). Matriciellement, H = T(A).

e On conclut comme au 1.e.

a Lepolyndome Py est annulateur de A, donc de f. Comme
X — Aq et (X —Ap)? sont premiers entre eux, d’aprés le lemme
des noyaux, C> = Ker(f — A11d) @ Ker(f — AxId)>.

b Comme A; est une valeur propre simple de f (de mul-

tiplicité 1 dans x4), le sous-espace propre associé Ker(f —
A11d) est de dimension 1 ; donc Ker(f — Ap1d)? est de dimen-
sion 2. De plus, c’est le noyau d’un polynéme en f, donc il
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est stable par f. Dans une base B’ de C> adaptée a la décom-

position du 3.a, la matrice de f est de la forme < /})1 0 ),

out U représente f = f|Ker(f—/\21d)2' Comme (f— A Id)? =0,
N = U — Ay, vérifie N*> = 0.
Si N = 0, alors la matrice de f dans B’ est diagonale, f est di-
agonalisable et son polyndme minimal est a racines simples.
Comme ce n’est pas le cas, N # 0 : N est nilpotente d'indice
2.

c

(3 8) - (0 8w { kS

0 u 0 uv =vu
L(U = A\L) =0
(U—A15)C=0
{ VN =NV

Comme U admet comme polyndme annulateur (X — A,)?, sa
seule valeur propre est Ay, donc U — A1l est inversible. On

L=0
endéduitM(%l 8):(261 8)1\/“:» C=0
VN = NV

ii Ils’agit de reprendre avec U le raisonnement des ques-
tions 2.a, b, c et d. On peut imposer la condition supplémen-
taire deg R < 1.

iii Les conditions imposées signifient que A; est racine
de S — u et que A, est racine au moins double de S — R ;

S(M)=u
autrement dit, que S vérifie ¢ (S— R)(A2) =0 , ou encore
(S—R)'(A2) =0

{ S(M) =p

5(A2) = R(A2)

§'(A2) = R'(A2)

Or l'application A définie de C,[X] dans €® par A(P) =
(P(A1),P(A2),P(Az)) est linéaire, injective (si A(P) = 0, alors
P est de degré au plus 2 et possede au moins 3 racines comp-
tées avec leur multiplicité, donc vaut 0), entre deux espaces

vectoriels de méme dimension finie ; donc A est un isomor-
phisme. D’ot1 l'existence de S € C;[X] satisfaisant les condi-

{ S(M) =pu
tions ¢ S(Az) = R(Ay) .
§'(A2) = R'(A2)

: A0 _(S(A) 0 .
(3 8))- (%) 4 Yo
de plus, comme (X — A;)? est annulateur de U, S(U) = R(U).

oot ({5 8)) (5w ) (5 )

d Soit B € M;(C) et b I'endomorphisme de >

canoniquement associé a B. Alors B commute avec A
si et seulement si b commute avec f, i.e M = Mat g/ (b) com-

A
0 u
de 3.c.0 est évidente) a I'existence d’un polyndme S € Cp[X]

tel queS(( 751 8)) — M, ie S(f) = b, ie S(A) = B.

Comme dans les questions 1 et 2, C(A) = Cy[A] et C(A) est
de dimension 3.

mute avec . C’est encore équivalent (la réciproque
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Devoij veillé

Diagonalisation du crochet de Lie

~— Blague du jour \

O Quelle différence y a-t-il entre Windows et un clou ?
- Aucune : tous deux sont destins se planter.

O Quelle est la différence entre Windows XP et un virus
?

- Le virus il fonctionne!

® Enonceé : CNC 2000, MP

Définitions et notations

| r

On considere un espace vectoriel E, de dimension finie n > 2, sur
le corps K (K = R ou C). L(E) désigne 1'algebre des endomor-
phismes de E; siu, v € L(E), 'endomorphisme composé u o v sera
noté simplement uv, [u,v] désignera I'endomorphisme uv — vu et
'identité se notera Id.

Si u est un endomorphisme de E, on note Tr(u) la trace de u et
Sp(u) I'ensemble des valeurs propres de u. 7 désigne 1’ensemble
des endomorphismes de E de trace nulle. Si A est une valeur propre
de u, on note E,(A) le sous-espace propre de u associé é la valeur
propre A.

)

Mo

Former pour réussir

— Otto Toeplitz (1881-1940)

Mathématicien allemand. Il était issu d’une famille de math-
ématiciens. Excellent pédagogue, Toeplitz s’intéressait aussi a
I'histoire des mathématiques. On lui doit les matrices dites de
Toeplitz, dont toutes les diagonales sont constantes, ces matri-
ces sont tres utilises dans les théorie de complexité et d’analyse
de Fourrier.

mol np usyewI e

Pour u € L(E) on pose u = Idetsik € Nk > 2, u* = uu*1.On
rappelle qu'un endomorphisme u est dit nilpotent s’il existe p € N*
tel que u? = 0 (endomorphisme nul).

On définit I'application :
®:L(E)x L(E) — L(E)
(u,v) +—
et pour u € L(E) I'application :
®,: L(E) — L(E)
v = [u,0]
Pour (m, p) € N*2, on note M, p(K) I'ensemble des matrices é co-
efficients dans K, é m lignes et p colonnes. I, est la matrice identité
d’ordre m. Enfin, diag (a1, &y, . . ., &) désigne la matrice carrée d’or-
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dre n de terme général a;6;; 0€ J;; est le symbole de Kronecker ( on
rappelle que 6;j = 1sii =jetd;; =0sii# j).

A- Quelques propriétés de &,

O Montrer que 7 est un hyperplan de £(E).

O Montrer que ® est une application bilinéaire antisymétrique.
O Soit u € L£(E) un endomorphisme qui n’est pas une homoth-
étie.
a  Montrer que Vect({Id,u,...,u""'}) est inclus dans
Ker @, et que dim (Ker ®,,) > 2.

b Montrer quesiv € Ker ®,, alorsv(E, (1)) C E,(A) pour
tout A € Sp(u).

O Montrer que I'image de & est incluse dans 7 et que pour
ueL(E),Imd, CT.
Existe-t-il u,v € L(E) tels que [u,v] = Id ? Peut-on avoir
Im®, =77

O Soit u € L(E).
a Montrer que u est une homothétie si et seulement si pour
tout x € E, la famille (x, u(x)) est liée.
b En déduire que Ker®, = L(E) si et seulement si u est
une homothétie.

0 a Soient u,v € L(E) ; montrer par récurrence sur k que
k
(®u) (v) = Y (—1)PCLufPouP.
p=0

b En déduire que si u est nilpotent, alors &, 1’est aussi.

B- Détermination de I'image de ®

Soit # un endomorphisme non nul de E de trace nulle.
O u peut-il étre une homothétie ?

00 Montrer qu’il existe e; € E tel que la famille (eq,u(ep)) soit
libre.

O En déduire I'existence d'une base (e1, ey, . . ., e, ) de E telle que
la matrice A de u dans cette base soit de la forme :

0 'X
Y A
ou (X, Y) S (Mn_l,l(K))z et A1 € Mn_l(K).
0 Onsuppose A; = UV — VU avec (U, V) € (M,_1(K))?
a Montrer qu’on peut trouver & € K tel que la matrice
U — al,_1 soit inversible.

t
b Onpose U = (0‘ 0) etV = (0 R) avec (R,S) €

0 u SV
(My,_11(K))?; établir I'équivalence :
A=UV VU < [X=-"RU-al,_1)etY =
(U —al,—1)S .
O Montrer alors par récurrence sur n que 'image de ® est égale
aT.

C- Détermination de Tr(®P,))

Soit u un endomorphisme de E. Soient B = (e, e,...,€,) une

base de E et A = (a;)1<ij<x la matrice de u dans cette base. Pour

(i,j) € {1,2,..., n}z, u;  désigne I'endomorphisme de E tel que :
Vk € {1,2, .. .,n}, ui,j(ek) = Ojke;.
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O Rappeler pourquoi (#;,j)1<; j<n €st une base de L(E).

O Calculer, pour tout (i,],k, 1) € {1,2,..., n}4, le produit u; juy
et montrer que l'on a :

n n
V(i,j) € {1, 2,... ,Tl}z, CIDu(ui,]-) = Z AgiUk,j — Z aj kUi -
k=1 k=1
O En déduire Tr(®P,,).

2¢me partie

A- Cas ou u est diagonalisable

Dans cette question on suppose que u est diagonalisable.
On pose Sp(u) = {A1,Az,...,Ap}. Pour tout i € {1,...,p},m;
désigne I'ordre de multiplicité de la valeur propre A; de u.
O Soit B = (e1,ey,...,e,) une base de E formée de vecteurs pro-
pres de u. Pour simplifier les notations dans cette question,
on pose u(e;) = pje; Vie{l,.,n}.

a Montrer que
V(i) € {1,2,...,m}? s @uluif) = (i — )i -
b  En déduire que P, est diagonalisable et préciser
Sp(Pu).
U Montrer que
Ker®, = {ve L(E)/Vie{l,.,p} v(E.(Ni)) C Eu(Ai)}.

0 En déduire que Ker®, est isomorphe é L(E,(A1)) X
L(Eu(A2)) x ... x L(Ey(Ap))-
Quel est le rang de ®,, ?

O On suppose en plus que u a n valeurs propres distinctes.
Quel est la dimension de Ker &, ? Quel est le polyndme min-

Mo

Former pour réussir

imal de u?
En déduire que Ker ®,, = Vect(Id, u, ..., u”_l).

B- Casou dimE =2

Soit u un endomorphisme de E qui n’est pas une homothétie,
dimE = 2.

O Montrer que Ker®, = Vect(Id,u) (on pourra utiliser une
base de E de la forme (e, #(e)) dont on justifiera 1'existence).

0 Montrer que le polynome caractéristique de @, est de la
forme X?(X? + B) avec B € K.

O Si B = 0, 'endomorphisme @, est-il diagonalisable ?

O On suppose B # 0 ; étudier la diagonalisabilité de &, selon
queK =R ouK = C.

O On suppose @, diagonalisable.

a  Montrer que Sp(®P,) = {0,A, —A} ot A est un scalaire
non nul .

Dans la suite de la question, v (respectivement w) désigne un
vecteur propre de @, associé é la valeur propre A (respective-
ment —A).

b L'endomorphisme v peut-il étre inversible ? Calculer

Tr(v) puis 2.

¢ Détermination de Sp(u) :

i Pour quelles valeurs du vecteur e la famille (e, v(e))
est-elle une base de E ?
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ii  Vérifier que la matrice de u dans une telle base

est triangulaire inférieure puis en déduire que Sp(u) =

Tr(u) — A Tr(u) + A
{ 2 ’ 2

d Montrer que E = Kerv @ Ker w puis en déduire que u

}. Que peut-on alors dire de u?

est diagonalisable.

C- Cas ou ¢, est diagonalisable

Soit u un endomorphisme de E tel que &, soit diagonalisable
et Sp(u) # @. Soit (v1,v,...,v,2) une base de L(E) formée de
vecteurs propres de ®,, de sorte que ®,(v;) = Biv;, Vi € {1,.., nz}.
Soit enfin A € Sp(u) et x € E un vecteur propre associé.
O Calculer u(v;(x)) en fonction de A, B; et v;(x).
O Montrer que l'application ¥ : L(E) — E, v +— v(x) est
linéaire surjective.

O Montrer alors que u est diagonalisable.

Soit A une valeur propre non nulle de ®, et v un vecteur propre
associé ; on désigne par P, le polyndme caractéristique de u.

0 a Montrer queVx € K, v(u — xId) = (1 — (x + A)Id)v.
b Qu’en déduit-on sur P, si detv # 0.

¢ Montrer alors que I'endomorphisme v n’est pas in-
versible.
0O Montrer que Vk € N¥, @u(vk) = kA ; qu'en déduit-on si
vP 0 pour un certain p € N* ?

O Conclure que v est un endomorphisme nilpotent.
[0 Dans la suite on suppose que dim Kerv = 1

0 a Montrer que pour tout p € {1,2,...,n}, Im v est stable
par les endomorphismes u et v.

b Soitp € {1,2,..,n —1} ; en considérant les endomor-
phismes v; et u; induits par v et u sur Im v¥, montrer que
dim (Im v*) = 1 4 dim (Im v”*1).

d Déduire de ce qui précéde que 0" 1 # 0 et v = 0.

0 Soit e € E tel que v""!(e) # 0 ; montrer que la famille

B = (e,v(e),..., 0" !(e)) est une base de E et écrire la ma-
trice de I'endomorphisme v dans cette base.

0 Onpose A= {w € L(E)/ wv —vw = Av}.

a Montrer que A contient un endomorphisme wy dont
la matrice relativement é la base B est diag(0, A, 24, ..., (n —
1)A).

b Montrer que A est un sous-espace affine de L£(E) dont
on précisera la direction.

¢ Déterminer la dimension ainsi qu’une base de la direc-
tion de A.

O Quelle est alors la forme de la matrice dans la base B de 1’en-
domorphisme u ?

O On suppose dans cette question que la matrice de u dans une
base B’ de E est de la forme diag(a, a + A, a +2A, ..., 0+ (n—
1)A) ; décrire par leur matrice dans la base B’ les éléments de
'espace Eg,(A) ; quelle est sa dimension?
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® Corrigé, Pr. Mamouni, CPGE My Youssef, Rabat SR STt b

A-Quelques propriétés de P,,.

O 7 = Ker Tr est un hyperplan car Tr est une forme linéaire sur
E, non nulle, vu que Tr(Idg) = n.

O Vérifier rapidement que :
0 ®(u,v) = —P(v,u), d’ott 'antisymétrie.
O &(u+ Av,w) = &(u,w) + AP(u, w), d’out la linéarité a
gauche, I’antisymétrie en plus implique la linéarité a droite,
donc la bilinéarité.

0 a Idgu,...,u" ! appartiennent a Ker @, car commuttent

avec u, donc Vect(Idg, u,...,u”_l) C Ker®,, d’autre part

{Idg, u} estlibre dans Ker ®,,, car u n’est pas une homothétie,
donc dim Ker &, > 2.
b v € Kerd, — v commute avec 1, donc les sous-

espaces propres E, (A) de u sont stables par v.

O Im ® C 7 car Tr(uv) = Tr(vu), etaussilm®, C Imd C 7.
On ne peut pas avoir [u,v] = Idg, car Tr(Idg) = n # 0 et
Tr([u,v]) = 0.

On ne peut pas avoir Im®, = 7, car dim T = n? — 1, alors
que dimIm &, = n> — dimKer ®, < n*> — 2.

Réciproquement, supposons {x,u(x)} est liée, donc Vx €
E,3Ay € K tel que u(x) = Ay.x, pour montrer que u est une
homothétie il suffit de montrer que Ay ne d"pond pas de x,
autrement dit A, = Ay,

Soit x,y € E non nul.

O 1ér cas: {x,y} est liée, donc y = ax, d'ott u(y) = au(x),
ainSI /\y.y — D()\x.x — )\x.y, d’Ofl )\y — )\x.

[0 2éme cas {x,y} est libre.
u(x+y) =ux) +uly) = Ay (x+y) =Arx+ Ay
— )\x+y - )\x — /\y
a Pour k = 0, vrai car (®,)°(v) = v.
Supposons vrai pour k, donc

(@) (0) =@y o (@) (0)

o, (i(—m ( p ) uk—pwp>

p=0

= é(—l)” < Z ) P, (uk_pvup)
- pé(_w ( A ) k1P oy
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) uk—pvup—H

p
k
p k+1-p_,.,p
k ) u ou

I
1~
—~
|
—_
SN—
A
VR

-1
_1yw( P k+1-p_,.p
+p§_1( 1) ( k )u vu
On remplace p par p-1 dans la 2éme somme

k -1
=ulo 4+ Y (-1)7 (( Z ) + ( P r )) kuf 1 =Poy?
—1
+(_1)k+lzf;k+1
k
_ k1 _1\P p k+1-p_...p
=u v+;;1( 1) <k+1)ku vu
+(_1)k+1vuk+1
ki p k+1
=) (—1)* ( )ku “Pou?
= k+1

b Supposons uf¥ = 0, dans ce cas (®,)*(v)
PP

= 2k

u?=F = 0si p < k. Donc u nilpotent => @, nilpotent.

B-Détermination de 'image de ®.

0 Siu = Aldg, alors Tr(u) = An = 0,donc A = 0, dottu =0,

contradiction, donc u ne peut pas étre une homothétie.

0 Comme u n’est pas une homothétie d’aprés 1.A.5.a) Je; €

2k
2(_1)P< p )kqu_Pvup =0, caru? = 0sip > ket

E tel que {eq, u(eq)} soit libre.
Prendre e; = u(e1) puis utiliser le théoréeme de la base in-
complete, car {ey, ep} libre, ainsi, u(e;) = e, ne peut pas s’ex-

t
primer en fonction de e;, d'ott A = Mpg(u) = ( (1)/ j( ),otl

1
B=(e1,...,en).

a [l suffit de prendre a qui n’est pas valeur propre de U.

b Un calcul trés simple a faire.

On a déja vu que Im @ C 7 dans I.A.4), montrons l'autre in-
clusion réciproque par récurrence sur n = dimE. Pour n =1,
dim £(E) = 1, donc tous les endomorphismes sont propor-
tionnels a Idg, donc des homothéties, d'ot ® = 0, donc
dimIm ® = 0 = dim 7, d’ot1 I'égalité.

Supposons vrai pour n — 1, donc Tr(u) = Tr(A) = Tr(A41) =
0, appliquons I'hypothése de récurrence pour l'endomor-

phisme canoniquement associé a A;, donc A; = UV —
VU, dot A = U'V' — VU, avec U’ = (‘(’)‘ (l)l),v’ =

t
( g ‘f ) ou «,S, R vérifient la question précédente, choi-

sis tels que U — al, ;| inversible, S = (U — al,_1)"'Y et
R=—-H(U—-al,_1) X

Soit u’, v’ les endomorphismes canoniquement associés a U’
et V' alorsu = u'v' —v'u' € Im .

C-Détermination de Tr(®,).

O La famille (u;)1<;j<n est de cardinal n? = dim (L(E)), il suf-

fit donc de montrer qu’elle est libre.
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En effet supposons Z )\i,ju,',]' = 0, donc V1l < k < n,

1<i,j<n
Z Aijuij(ex) = 0, d’oti Z Aijdirei = 0, don
L<ijsn 1<ij<n
Y Aigei = 0, dout A = 0,V1 < i,k < n, car la famille
1<i<n
(ei)1<i<n est libre.

on a

Pour tout 1 < p < n, on a: ujug(ep) = Oppuijlex) =
él,péj,kei = 5]',](111"1 (ep), d’ot Uj iy = 5]"](1/{1"1 car ils coincident
sur la base (ep)1<p<n-

Onau= Z aklluk,l,d’oﬁ:
1<k,I<n
CIDM(u,',]-) :uui,-—ui,ju
= 7_6 SLTSUIY R ST
1<k,l<n 1<k,I<n
= Y agbpugi— Y, a0k
1<k,l<n 1<k, I<n
= ) itk — Y, @i
1<k<n 1<i<n
= ) itk — ) @kl
1<k<n 1<k<n

On remplace 1 par k dans la 2eme somme

0 D’aprés la question précédente, on a :

Dy (uij) = Y, filpj+ Qi — Y @i — aj i
1<k<n 1<k<n
ki kA
= ), ity — ) @it (A —a;)u
1<k<n 1<k<n
ki k#j

Ainsi les termes diagonaux de la matrice de ®, dans la
base (”i,j)lgi,jgn/ sontles a;; —a;;telquel < i,j < n,dou

Te(®u) = ), (@i —ay) = ), aii—

1<i,j<n 1<i,j<n
i, jouent des roles symétriques.

Z aj; = 0 car
1<i,j<n

A-Cas ou u est diagonalisable.

U

H1

a A = Mgp(u;) = est diagonale,

Un
d’aprés I.C.Z), (I)u (ui,]') = ailiui,]- — a]-,iui,]' = (]/ll — “l/l]')ui,]'.

b  D’aprés la question précédente, y; — p; sont des
valeurs propres, dont les vecteurs propres associés sont les
(i j)1<ij<n qui forment une base de L(E), ainsi ®, admet
une base propre donc diagonalisable.

v € Ker®, = v(E,(A;)) C Eu(A), V1 < i < p, d’aprés
LA3.a).
Inversement supposons v(E,(A;)) C Eu(A;),V1 < i < p, et
montrons que vu = uv, il suffit alors de le montrer sur la base
(€)1 <i<n-
En effete; € E,(u;) = v(e;) € Eu(yi) = uv(e;) = pjv(e;),
or vu(e;) = v(ue;) = pu;v(e;), d’ ot I'égalité.
Posons ¥: Ker®, — L(E,(A1))x---xL(Eu(Ap))

v = OEa) PR G))
¥ est bien définie car les sous-espaces propres E,(A;) sont
stables par tout v € Ker ®; qui y induit un endomorphisme.
Y est linéaire, car (v + Aw)(g, (1) = Y|E.(A,) T AW|E, (1), POUr
tous v, w € Ker ®;.
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¥ est injective, car v € Ker®; = v = O sur E,(A;)V1 <i <
p

p, donc v = 0 sur @ E,(A;) = E car u est diagonalisable.
i=1

Enfin, Soit (v1,- -+ ,vp) € L(Ey(A1)) X -+ - X L(Ey(Ap)), cher-
chons v € Ker @, tel que ¥(v) = (vy,-- - ,vp), pour cela, tout
x € E s’écrit de fagon unique sous la forme, x = x; +--- +
xp tel que x; € E,(A;), posons v(x) = v1(x1) + - - - +vp(xp) il
est clair que v|g, (y,) = v; et donc v(Ey(A;)) = v;(Ex(Ai)) C
Ey(Ai), dottv € Ker®, et Y(v) = (vy,---,vp). Donc ¥ est
surjective.

Ainsi ¥ définit un isomorphisme de Ker ®,, vers L(E, (A1)) x

- X L(Ey(Ap))-

Donc dim (Ker ®,,) = dim (E(E (A1) x - x L(Eu(Ap))) =

p p

Zdim (L(E, (M) Zdlm (Eu(A Zml, car u

i=1 i=1

est diagonalisable, donc rg (Im <I>u) = d1m (Im D,) =
p

dim (L(L(E))) — dim (Ker®,,) = Z

Si u nadmet que des valeurs propres dlstmctes alors elles
sont toutes simples, donc m; = 1,V1 < i < n, dou
dim (Ker ®,) = n

Idg, u,...,u”_l € Ker®, car commuttent avec u, donc
Vect(Idg, u, - - - ,u”_l) C Ker ®,,.

D’autre part, supposons (Idg, u,...,u est liée, alors ils ex-
isteraient des scalaires, (Ay)p<x<;—1 non tous nuls, tels que

n—1)

n-1 n—1
Y. Au* =0, d’ott P(X) = Y. AxX* est un polynome annula-
k=0 k=0

teur de u, non nul de degré inférieur a n — 1, impossible car
deg 71, = n puisque u admet n valeurs propres.

Donc dim (Vect(IdE, u,--- ,u"_l)) = n = dim (Ker®,) et
Vect(Idg, u, - - -, u"_l) C Ker®,, d’ou I'égalité.

B- Cas ou dim E = 2.

O u n’est pas une homothétie, donc Je € E tel que B = (e, u(e))

libre dans E, d’aprés 1.A.5.a), donc base de E car dim E = 2.
Soit v € Ker®,, donc uv = ovu, montrons que v €
Vect(Idg, 1), c’est a dire v = AIdg +puu

) 0 « a b
Soit U = Mpg(u) = (1 ﬁ)etV:MB(v) = (c d)’
montrons alors que V = A, + uU, il suffit de prendre A = a
et 1 = c en utilisant le fait que UV = VU.

Ainsi Ker ®,, C Vect(Idg, 1), I’autre inclusion est évidente car
Idg et u commutent avec u.

X® ker oy divise xo,, car Ker @, stable par ®,,, or dim Ker &, =

2 et 0 est I'une valeur propre de @ ke p,,, AONC X0y .\, = X2,

lef’l X@u —4 Xz(Xz + ﬁ)
Si B = 0, alors xo, = X4 si de plus @, est diagonalisable,
alors e, = X, car ses racines simples, or g, (P,) = 0, d’ol

®, = 0, donc Ker®, = L(E), donc u est une homothétie,
contradiction.

Supposons B # 0.

0 K = C, soit A, —A les solutions dans C de 1’équation :
X2 + B = 0, ce sont des racines simples de xo, et 0 est une
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valeur propre double, dont 1'espace propre associé est de di-
mension 2, donc ®, diagonalisable.

0 K =Ret B <0, pareil que le 1ér cas.

[0 K = Retp > 0, dans ce cas x, n’est pas scindé dans R,
car admet des racines complexes, non réelles, donc &, n’est
pas diagonalisable.

a  Reprendre le raisonnement fait dans la question précé-
dente.

b &,(v) = Av,donc uv —vu = Av, supposons v inversible,

doncu —ouv~ ! = Aidg, d’ol1 [uv_l, %] = Idg, impossible car
Idg ¢ Im .
A A

= — — T = — U.
v ( uv — vu), donc Trv Te(uo) = Tr (o) 0
Puisque, dimE = 2, alors x, = 2 _ Tr(v)v + deto, or
detv = 0 car v nest pas inversible et Tr(v) = 0, d’ott x, = v?,
comme x,(v) = 0, alors v> = 0.

¢ Détermination de Sp(u).

0 B = (ev(e)) basede E <= (¢,v(e))  libre dans E

car dimE =2

<= v(e) #Ae telque A € Sp(v)

<= v(e) # 0 car Sp(v) = {0}
puisque v* = 0
O Posons u(e) = ae + bv(e), et donc vu(e) = av(e) car v* = 0
uv —ou = Av = uv(e) = vu(e) + Av(e)
= uv(e) = (a +A)v(e)

N 0
D’ouMB(u):<Z a-i—)\)

Ainsi Tr(u) =2a+ A, d’otta = Tr(a)#—)\

Sp(u) = {a s Tr(aii_/\,a—k)\ = @}

Donc u est diagonalisable car admet 2 valeurs propres dis-
tinctes, et dim E = 2.

vnon inversible, donc Kerv # {0¢}, etv # 0,donc Kerv # E,
d’oudimKerv = 1, de méme dim Kerw = 1

et

Supposons Kerv N Kerw # {0r}, alors Kerv = Kerw, vu
que dimKerv = dimKerw = 1.

C- Cas ou P, est diagonalisable

O wv; —vju = Po;, donc uv;(x) = viu(x) + poi(x) = (A +

B)vi(x) car u(x) = A;x.

Donc v;(x) sont des vecteurs propres de u.

IT est clair que ¥ est linéaire.

Surjection : Soit y € E.

O Siy = O, prendre v = 0.

0 Siy # Og, on compleéte x ety pour avoir deux bases B et B’

qui commencent par x et y, et soit v ’application linéaire qui
transforme B en B’, donc v(x) = v.

(v1,...,v,2) est une base de L(E), donc son image par ¥
est génératrice de ImY = E car Y est surjective, ainsi
(v1(x),...,v,2(x)) est une famille génératrice de E formée par
des vecteurs propres de u, de la quelle on peut extraire une
base de E, donc u est diagonalisable.
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O O Découle immédiatement de 'égalité uv — vu = Av.

[0 Supposons detv # 0, la question précédente implique
que
det(u — xIdg) = det(u — (x + A)Idg), donc
Xu(x) = xu(x+A),Vx € K.
Supposons x, n’est pas constant, soit x € C racine de xy,
alors x + A, x 4 2A, ... sont des racines de ), qui est donc
nul car admet une infinité de racines, ce qui est impossi-
ble, donc x, est constant.

00 Si v est inversible, alors detv # 0, donc ), est constant,
d’ottdegu = 0, ce qui est impossible car dim E = deg x

O Raisonnons par récurrence sur k € N*
Pour k = 1, c’est vrai car v vecteur propre de ®, associé a la

valeur propre a la valeur propre A.

Supposons vrai pour k, dans ce cas ®,(oF"!) = wupFtl —

oy = (uv)ok — oy = (vu 4+ A0)o* — o = o(udk —
ok u) + AoFH = vd, (0F) + AoFH! = (k+ 1)AdF

Si vf # 0, alors c’est un vecteur propre de ®, associé a la
valeur propre pA.

O SioP # 0,Vp € N*, alors @, aurait une infinité de valeurs pro-
pres distinctes, les pA, absurde, donc dp € N* tel que v¥ = 0.
0 O ImoP eststable par v, car v¥ commute avec v.
D’autre part, soit y = v”(x) € Im o?, on a uv” = vPu +
pAvP, d’aprés 111.2, donc u(y) = uvP(x) = oP(u(x) +
pAx) € Im vP, d’ott Im v” est aussi stable par u.
O Ona: v;: ImovP — ImoP avec Kervy = Kervn
x — o(x)

Imo” C Kerv, donc dimKerv; < 1 et Imov; =

U

o(Im v”) = Im vP"!. D’aprés la formule du rang, on a:
dim Im v¥ = dim Kerv; + dimIm o?*.

Supposons Kerv; = {0g}, donc o""l(x) = 0 =
vP(x) € Kervg = v (x) =0
0 dimKerv=1 == dimImov=n-1
= dimImv*> = dimImov —1=n—2

— dimImo" 1 =1
= dimIm¢" =0

Donc v" ! # 0 et v" = 0.

cardB = n = dim E, il suffit donc de montrer que B est libre.
En effet: Soit Ag,...,A,—1 € KtelqueAdge + ... +
Ap_1u""Y(e) = 0, on compose par "1, donc Agu""1(e) = 0,
d’ott Ag = 0, puis on compose par u"~“ pour montrer que
A1 = 0 et ainsi de suite.

0 ... 0

) .
Mg(w)= | 0

0 ... 0010

O 11 suffit de définir w, sur la base B, pour cela posons
wo (v (e)) = @y (v¥)(e), d’aprés 112, on a wo(v*(e)) =
kAv¥ (e), donc Mp(w) = Diag(0, A, ..., (n —1)A)

O Vw € A onaw—wy € Ker®,, d’ott A est un espace
affine de direction Ker ®; et d’origine wy.
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0 Montrons que (Idg, v, ..., v”_l) base de Ker ®,,.

Soit Ag,...,Ay_1 € Ktel que AgIdg+... + A, 10" 1 =
0, on applique l'égalié a e, donc Age + ... +
Ap_19"1(e) = 0, or B libre, donc A\g = ... = A,_1 = 0,
donc la famille est libre.

D’autre part, soit w € Ker ®,, donc commute avec v
mais aussi avec o pour 0 < k < n—1, or B base
de E, donc w(e) = Age + ...+ A,_10" " 1(e) = P(v)(e),
et wok(e) = v*w(e) = v*P(v)(e) = P(v)(v"(e)), d’on
w = P(v) car égaux sur la base 53, donc notre famille est
génératrice pour Ker ®,, donc base et par suite sa dimen-
sion vaut 7.

O Posons u(e) = Age+ ...+ A,_10" 1(e) = P(v)(e), on a
@, (%) = kAo, don uo* = oFu 4 kAdk, dot uok(e) =
o*P(v)(e) + kAvk(e), or " = 0, donc vP(v) = Agv(e) +
oo Auo0™ L (e), vPP(v) = AgvP(e) 4 ... + A3 Le), ...,
" 1P(v)(e) = Agv" L (e),

Ao 0 0
M A+ A :
d’ou Mp(u) = .
0
A1 An_o LA A+ (1’1 - 1)/\

O Posons B’ = (eg,...,e,_1), donc u(er) = (a + kA )ex = agey.

Soit v € Eg,(A), donc uv —vu = Av, posons v(ey) =

n—1 n—1 n—1
Axex, donc uv(eg) = Y Aguler) = Y Araey et vu(ey) =
k=0 k=0 k=0
n-1 n—1
(XQU(E()) = Z )Lk(Xoek, or /\U(Eo) = 2 )tk)tek, d’ou /\k(xk —
k=0 k=0

)\leo = )\k/\, aonc /\k(lxk — g — )\) = 0, donc (k — 1))\)\]( = 0,
d’ott Ay = 0sik # 1, ainsi la 1ére colonne de la matrice de u

0
ay
sera de la forme suivante : | 0
0
En adoptant le méme raisonnement pour calculer v(eq), on
0
0
az

trouve que la 2éme colonne est de la forme suivante |

Et ainsi de suite la forme finale de la matrice sera
0o ... 0

a
0
0 . e O an_]_ O
Ces matrices forment un espace vectoriel de dimension n — 1.
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Devairlibre

Topologie des matrices

— Blague du jour N

O Un petit garcon rentre de 1"école avec son bulletin de
notes et va voir son pere :

- Papa c’est vrai que tes lunettes grossisse tout ? lui
demande-t-il.

- Bien-stir pourquoi ?

- Alors mets les avant de regarder mon bulletin de notes!

@ Enoncé (extrait CNC)
| Partie I : Densité

Partie I : Densité
O On se propose de montrer que ’ensemble GL, (R) des matri-
ces inversibles est un ouvert dense dans M, (R).

a Dire pourquoil’application det: M,(R) — R
A — det(A)

est continue.
b En déduire que GL,(R) est un ouvert de M, (R).

¢ Soit A € M,(R) telle que sp(A) = {0}, montrer que la

1
suite (A — Eln)kzl est une suite a valeurs dans GL,(R) qui

— Ernesto Cesaro (1859-1906)

Mathématicien italien, connu pour ses contributions a la
géométrie différentielle et a la théorie des séries infinies. En
théorie des nombres, il est 1’origine du résultat suivant : La prob-
abilité pour que deux nombres entiers, choisis aléatoirement
soient premiers entre eux est égale a 0,6.5a mort ftt survenue
alors qu’il tenta de sauver son plus jeune fils, en train de se
noyer.

{mo[ np uappewaqu\[}

converge vers A.

d Soit A € My,(R) telle que sp(A) # {0} et soit ¢ =
Min{|A|, telque A € sp(A) \ {0} }.
i Justifier que ¢ existe.

) 1 )
ii Montrer que la suite (A — —1I,,) 1 . est une suite a
k™ k>g+1

valeurs dans GL,(R) qui converge vers A.
Application
a  Montrer que l'application x: Mu(R) — Ry[X]
est continue.

b Soient A et B deux matrices réelles d’ordre n.
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i Onsuppose A inversible. Montrer que x ap = XBA-

ii Montrer que ce résultat subsiste si on se suppose plus
A inversible.

¢ Montrer que si un matrice commute avec toutes les ma-
trices inversibles, alors elle commute avec toute matrice car-
rée.
Pour A € M,(R), on note par sp(A) le n-uplet formé par les
valeurs propres de A comptées avec leurs multiplicités.
Soit (A;) une suite de matrices carrés convergente vers A et
soit P une matrice carrée inversible, montrer que PA; P —Lcon-
verge vers A.

a Soit T une matrice triangulaire dont les termes diago-
nauxsont Aq,..., A, et

Ai — Aj
soit ¢ = Min {|127]| tel que A; # /\]}. Montrer que pour

. 1 . N
tout entier k tel que E < ¢, le polyndme caractéristique de

1 1 1
T — diag (— ) est a racines simples.

K'k4+1"""k+4n
b En déduire que 'ensemble des matrices a valeurs pro-

pres simples est dense dans M, (R).

Montrer que dans M, (R), de 'ensemble des matrices diago-
nalisables est dense dans celui des matrices trigonalisables.

Montrer que l'ensemble des matrices diagonalisables est
dense dans M, (C).

Partie II : Parties fermés

Mo

Former pour réussir

O Montrer que 1’ensemble des matrices orthogonales O, (R)
(celles qui vérifient ‘MM = 1I,) est un fermé borné, en dé-
duire qu’il est compact.

O Soit P = X\ +a, 14X\ + - +mX+a € C[X] un
polynéme unitaire de degré p. Montrer que les racines de P

sont toutes dans le disque fermé D de centre 0 et de rayon
R = Max{1, pM}, avec M = Max |a;|.

0<i<p-—-1
O On se propose de montrer dans cette question que 1’ensem-
ble des polyndmes de degré p unitaires et scindés sur R est
un fermé de R, [X].

Soit P, = XP + a;n_)lXp_l 4+ 4 agn)X + a(()n) une suite de
polyndmes unitaires de degré p scindés sur R qui converge
vers un certain polynome P

P .
a Dire pourquoi P est de la forme ) _ ;X'
i=0

(n)

. n
b Montrer que : lim a;
n—o0

= q; pour tout i € [0, p]}
¢ Dire pourquoi a, = 1.

(n) (n))

d Pour tout entier naturel #n, notons Z,, = (21 St Zp
une liste des zéros (supposés réels) du polynome P, pris dans
un ordre arbitraire, mais bien stir comptés avec leurs multi-
plicités.

Montrer que la suite (Z,) admet une suite extraite (Z,,))
convergente, de limite Z = (zy,- - - , zp).

p
e Endéduire que [ [(X - z)).
i=1
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f Conclure

Partie III : Connexité par arc

Dans toute la suite M, (K) est muni de la norme de Schur-
1

2
Frobenius |.|| : A = (a,',]-) — || Al = ( Z |ai,j|2> ; G(K)
1<i,j<n
désigne Gl,(C) siK = C et Glp,(R) = {M € Gl,(R),det M > 0} si
K = R. On se propose de montrer la connexité par arcs de 'ensem-
ble
C(K) ={A € M,(K), deg(mma) =n—1}.

On admet le résultat suivant : Soit A € M, (K), 714 son polynéome
minimal. deg7m4 = n — 1 si et seulement si existe une matrice P

dans GI;K et ag,...,a,_», «, éléments de K, avec "= Z akzxk

tels que P~ 1 AP soit de la forme

0 O 0 a O
1 0 0 a O
M— 0 . . N : : 1)
R 1 0 ay_3 0
0 -~ 0 1 a, 0
o o0 -~ 0 0 «a

Lorsque K = R on peut choisir P dans Glp, (R).

0O Montrer que l'application det : M,(K) — K, A — det(A)
est continue et que G(K) est un ouvert.

0 Montrer que si A et B sont des éléments de M, (K), alors
|ABJ| < [[All[|B]-

Soit (A,H) € Gl,K x M,(K) avec |H|| < ||[A7!|~%. Mon-
trer que A + H est une matrice inversible et exprimer (A +
H)~! — A7! comme limite d"une suite convergente.

(On pourra écrie A+ H = A(I, + A"'H .)

En déduire que 'application 7 : G(K) — M, (K), A +— A~
est continue.

Soient A et B deux éléments de Gl,,(C). Montrer que T(x) =

det(xB+ (1 —x)A), x € C, est un polyndme en x, coefficients
complexes, et que T n’est pas le polyndme nul.

Soient zy,. .., zp les racines de T et soit r > 0,

soit ¢ : [0,1] — My,(C), ¢(t) = v(£)B+ (1 — y(t))A avec

t(1 4 2ir) si0 <t %
v(t) = 1
t42ir(1—t) siz<t<1.

Montrer que ¢ est continue et calculer ¢(0) et ¢(1).

Montrer que l'on peut choisir r tel que ¢ soit valeurs dans
Gl,(C) et conclure.

Sil1 = {i € {1,...,p},Imz; > 0} n'est pas vide, choisir
r < min{Im z;,i € I} .)

On admet que Glp,,(R) est connexe par arcs. | étant la matrice

de la forme (1), montrer que ’ensemble {PJP~!,P € G(k)}
est connexe par arcs.

Soit M une matrice de la forme (1) ou ag,...,a, > et «
n—2

sont des éléments de K tels que a” ! = ) ara*. En rem-
k=0

placant dans M les éléments ay,...,a,—2 resﬁectivement par
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tay,...,ta, 5, « par taetag par e(t) + ap, ot e(t) = (ta)" ! — que l'application ¢ : [0,1] = M,,(K),t — M(t) est continue.
n—2
tay (ta)* — ag, b Calculer ¥(0) et ¥(1).
k=1
a  Montrer que l'on obtient une matrice M(t) € C(K) et ¢ Déduire de ce qui précede que C(K) est connexe par arcs.

A la prochaine
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Q Probleme du point fixe.

—

Blague du jour \

tre au régime, lui dit-elle.
- Tu ne manges plus ton fromage gruyere alors?
- Si, mais je ne mange plus que les trous!

Réponse : On ne l'appelle pas, on va le chercher!

cheveux ?
Réponse : Une souris.

O Une souris rencontre sa copine : J'ai décidé de me met-

[0 Comment appelle t-on un chien sans pattes?

[0 Comment appelle-t-on une chauve-souris qui a des

Soit E = R? muni d’une norme || - ||. On rappelle qu'une applica-
tion f de E dans E est dite contractante s'il existe K €]0, 1] tel que

1f(x) = fFWI < Kllx =yl Vxy € E.

O On se propose de montrer que toute application contractante
admet un unique point fixe. Soit a € R, on pose xg = a et
Xny1 = f(xn).

a  Montrer que ||x, — x,_1]] < k" Y|x; — x| pour tout
n>1.

b En déduire que (x,) est de Cauchy, puis qu’elle con-
verge.

¢ Montrer que x = lim x,, est un point fixe de f.

— Guillaume Frangois Antoine de I'Hopital (1661-1704)

Marquis de Sainte-Mesme, comte d’Entremont, seigneur d’Ouc{
ques, de La Chaise, de Le Brau et d’autres lieux, mathématicien
francais. Il est plus connu pour la régle qui porte son nom. Il
est aussi ’auteur du premier livre connu sur le calcul infinitési-
mal différentiel, publié en 1696, ses textes comportent des con
férences de son professeur Jean Bernoulli. C’est d’ailleurs ce
dernier qui a donné au marquis toutes les donnes nécessaires
pour réaliser le livre au nom de I’'Hopital, dans un le but de le

publier sous un nom frangais, car Bernoulli est Suisse.

—[.mo[ Np UST LWL

O Soit f une application de E dans E telle qu'il existe un entier
n tel que f" soit contractante. On note xg le point fixe de f".

a Montrer que tout point fixe de f est un point fixe de f".

b Montrer que si x est un point fixe de f”, il en est de
meéme pour f(x).

¢ En déduire que x( est I'unique point fixe de f.

O Soit X et F deux parties d'un espace vectoriel normé, F étant
une partie complete. On considére une application F : X x
E — E, (A, x) — F(A, x) continue, et k-contractante en la sec-
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onde variable, c’est—dire qu’elle existe k €]0, 1] tel que :
VA € X, ¥(x,) € E, |E(A,x) = F(A,y)]| < Klx -yl
a Montrer que, pour tout A € X, il existe un unique x, € E
tel que F(A, x)) = x).
b Montrer ensuite que l'application X — E, A > x, est
continue.

x1 = =(2sinx; + cosxy)

¢ Montrer que le systéme

xp = =(cosx1 + 3sinxy)

Q1| — Q1| =

admet une solution unique (x1, x3) € RZ.

Soit E une partie compacte d'un espace vectoriel normé, et
f : E = E une fonction continue vérifiant :

V(vy) €E x#y = |If(x) - fW < llx—yl.
a Montrer que f admet un unique point fixe (que I'on
notera a).

Mo

Former pour réussir

b Ces résultats subsistent-ils si on suppose simplement E
complet?
0 R? est muni d’une norme quelconque. Soit f : R* — R telle
que Ju €]0; %[, V(x,y) € R?, ona:
LFG) = f@II < adllf Cx) =l + [1£(y) = vll)

a Montrer que f admet au plus un point fixe.

b  On considere la suite définie par u, 1 = f(u,) et
Ug € R2.
i Montrer que Vn > 0,

[ttn42 — || < [ttn41 = vl -

11—«
ii Montrer que la suite u est de Cauchy.

iii Conclure.

A la prochaine
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Topologie des racines carrés d’une matrice

~ Blague du jour \

O Il ne faut jamais traiter quelquun de compact, c’est
une insulte. Parce qu'un compact est un fermé borné!

O L'injectivité implique la bijectivité mrhe en dimension
infinie, en effet : Si f est injective tout élément possede au
plus un antécédent; mais qui peut le plus peut le moins,
donc tout élément possede au moins un antécédent, donc
f est surjective puis bijective.

\.

& Enonce : 005, M

Dans ce sujet, 1 est un entier naturel non nul et on note : M, (R) la
R-algebre des matrices carrées réelles de taille n.

M, 1(R) le R-espace vectoriel des matrices a n lignes et une
colonne.

GL,(R) le groupe des matrices inversibles de M, (R).

I, 1a matrice unité de M, (R).

Id I'application identité de R".

Pour une matrice A € M,,(R), ' A est sa matrice transposée.

Su(R) le sous-espace vectoriel des matrices symétriques de M, (R).
S (R) le sous-espace vectoriel des matrices symétriques positives

— Bernard Placidus Johann Nepomuk Bolzano (1781-1848)

Mathématicien, logicien, philosophe, théologien bohémien alle-
mand. Il enseigna d’abord les sciences de la religion avant de
consacrer le reste de son temps aux mathématiques. Dans sa
philosophie, Bolzano critique 'idéalisme d"Hegel et de Kant en|

tal se distingue de la signification de l’acte.

affirmant que les nombres, les idées, et les vérités existent in-
dépendamment des personnes qui les pensent. Ainsil’acte men

)

{.mo_[ NP USDHEWIILIA

de M, (R), c’est a dire des matrices A de S,(R) vérifiant : pour
toute matrice X € M,, 1(R), 'XAX > 0.

Si x1,...,x, sont des réels, on note diag(x1,...,x,) la matrice di-
agonale de M, (R) qui admet pour coefficients diagonaux les réels
X1,...,Xxn dans cet ordre.

Si p est un entier naturel non nul, on notera ||.||« la norme infinie
sur R7 :

six = (x1,...,%p), x|l = 11\/[<1a§>; |xi].

Sia € RF etr > 0, on note B« (a, ) la boule ouverte de centre a de
rayon r pour la norme ||.||co.

Objectifs.
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Soit A une matrice de M,(R), on dit qu'une matrice R de M, (R)

est une racine carrées de A si R* = A.

On note Rac(A) I'ensemble des racine carrées de A, c’est a dire
Rac(A) = {R € M,(R)/ R* = A}

Le probleme propose de déterminer les racines carrées de A dans

différents exemples, (on pourra constater quune matrice peut par-

fois admettre une infinité de racines) et étudier quelques propriétés

topologiques de Rac(A).

Les trois parties du probléme sont indépendantes.
Les trois premiers exemples de la partie I sont tous indépendants.

e Partie I. Exemples de Rac(A).

Exemple 1 : cas ou A possede n valeurs propres distinctes.
On suppose que la matrice A € M,(R)admet n valeurs propres
réelles A\{ < Ay < -+ < Ay
O Justifier I'existence d’une matrice P € M, (R) inversible telle
que A = PDPtou D = diag(A1, Ay, ..., Ay), puis montrer
que R est une racine carrée de A, si et seulement si la matrice
S = P~IRP est une racine carrée de D.
U Racines carrées de D.

Soit S une racine carrées de D.
a Montrer que DS = SD.

b En déduire que la matrice S est diagonale.

¢ On note alors S = diag(s1,...,5n). Que vaut sl2 lorsque
ied{l,...,n}?

Mo

Former pour réussir

d Que peut-on dire de Rac(A) si A admet une valeur pro-
pre strictement négative ?

e Si on suppose toutes les valeurs propres de A positives

ou nulles, déterminer les racines carrées de la matrice D. On
pourra poser ¢; € {—1,+1} pouri € {1,...,n}.

Ecrire toutes les racines carrées de A a l’aide de la matrice
P. Combien de racines carrées A admet-elle ? (On discutera
selon le signe des valeurs propres de A).

Application : Ecrire toutes les racines carrées de A =
11 -5 5
—5 3 -3 | al’aide dela matrice P que I'on détermin-
5 -3 3

era.

Exemple 2 : cas ot A est la matrice nulle de M, (R).

Dans cet exemple, on cherche a déterminer les racines carrées

de la matrice nulle.

Soit R € M, (R), une matrice carrée de la matrice nulle.

Soit f I'endomorphisme de R"” dont R est la matrice dans la
base canonique de R". On note r le rang de f.

n
a Comparer Im(f) et Ker(f) puis montrer que r < 5

b On suppose f non nul, donc r > 1. Soit (e, ...,er) une
base de Im(f) que 'on complete avec (e,41,...,e,—r) pour
former une base de Ker(f). Pouri € {1,...,r}, on note u; le
vecteur tel que f(u;) = e;.
Montrer que la famille B = (ey,...,en—r, U1,...,Uy) est une
base de R" puis écrire la matrice de f dans la base B. On
notera M, cette matrice.
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a Déterminer les racines carrées dans M, (R) de la matrice
nulle.
b Application : déterminer dans M4 (R), les racines car-

rées de la matrice nulle.

Exemple 3 :casou A = ;.
Soit R une racine carrée de 'unité I,,.
a Vérifier que R est une matrice inversible.

b Montrer que R est semblable & une matrice diagonale
que l'on décrira.
Déterminer Rac(I,). On pourra poser ¢; € {+1,—1} pour
ie{l,...,n}
Exemple 4 : cas out A est une matrice symétrique réelle.

Dans cet exemple, toutes les matrices que 1’on considérera ap-
partiennent a M, (R).

Une matrice symétrique admet-elle nécessairement une
racine carrée ?

Montrer qu'une matrice symétrique positive admet au moins
une racine carrée qui est elle méme symétrique et positive.

Remarque : On peut montrer 1"unicité de cette racine carrée
dans S, (R) mais ce ne sera pas utile pour la suite du prob-
leme.

Partie II. Etude topologique de Rac(A).

Si A est une matrice de M, (R) qui a pour coefficients (a;;)1<i j<n,

on définit une norme en posant N(A) =

Max |a;;|. On munit
1<ij<n 7

M, (R) de cette norme N.

U

O

e Partie IIl. Zéros de polynomes et intérieur de R

Fermeture de Rac(A).
Soit A une matrice de M, (R). Montrer que Rac(A) est une
partie fermée de M, (R).

Etude du caractere borné de Rac(I,,).

a Un exemple instructif.

0
-1
S%. Rac(I,) est-elle une partie bornée de Mp(R) ?

Pour tout entier naturel g, on pose S; = < 37 ) . Calculer

b Rac(l,) est-elle une partie bornée de M, (R) pour n >
37
¢ Application : pour cette question, n > 2.

Montrer qu’il n’existe pas de norme ||.| “surmultiplicative"

sur GL,(R), cest a dire vérifiant pour tous A et B dans
GLn(R), |[AB| = [ All.[|B|

Soit p un entier naturel non nul. On munit R? de la norme infinie

[-[]oo-

On note I', 'ensemble des fonctions polynomiales sur R” c’est a

dire

:si P € I'p, il existe N entier naturel et une famille de réels
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{ai, i, 0<iy,...,ip < N}tels que
V(x1,...,xp) €RF, P(xq,...,%p) = Z

0<i1,mip<N

a,-l,n_,,-pxil xt

Par exemple si p = 3, P(x, X2, X3) = 5x3 4 3x1x2x3 + 4x5 est une
fonction polynomiale sur R>.

Sip =1, T estl’ensemble des fonctions polyndmes se R.

Enfin,sip € I'y,onpose Z(P) = {(x1,...,x,) € RP/ P(x1,...,x,) =0
(Z(P) est’ensemble des zéros de la fonction polynomiale P).

L'objectif de cette partie est d’étudier l'intérieur de Z(P), afin de
déterminer l'intérieur de Rac(A).

On rappelle que si () est une partie de R”, un vecteur a de R¥ est un
point intérieur a () s’il existe un nombre réel r strictement positif
tel que Bo(a,7) C Q) et que l'intérieur d’une partie est ’ensemble
de ses points intérieurs.

O Questions préliminaires :

a Soita = (ay,...,ap) € RP etr > 0. Montrer que B (a,7)
peut s’écrire comme produit de p intervalles.

b Soient F et G deux parties de R”. On suppose que F et G
sont d’intérieur vide, montrer que F N G est encore d’intérieur
vide.

U Exemples d’ensembles de zéros de fonctions polynomiales.

a Dans cette question, p = 1. Soit P une fonction polynéme
sur R. Dans quel cas Z(P) est-il infini ? Justifier votre réponse.

b Dans cette question, p = 2. On considere P(x1,x2) =

2x1 — xo — 1 et Q(xq,x2) = xF — xo. Représenter graphique-
ment dans le plan R? les ensembles Z(P) et Z(Q). Z(P) et
Z(Q) sont-il infinis ?

Intérieur de I’ensemble des zéros d’une fonction polynomi-
ale.
Soit P € T'p.

a Soient I,..., I, des parties infinies de R. Montrer par
récurrence que si la fonction polynomiale P s’annule sur
Iy x -+« x I, alors P est la fonction nulle.

b En déduire que si P s’annule sur une partie d'intérieur
non vide, P est la fonction nulle.

¢ Sil'on suppose que P n’est pas la fonction nulle, que
vaut 'intérieur de Z(P) ?

Application a I’étude de l'intérieur de Rac(A).

Dans cette question, on confondra les espaces vectoriels
M, (R) et R" . Par exemple, on prendra la liberté d’écrire que
pour M € My(R), M = (m;)1<ij<n € R™, sans se soucier de
I'ordre des termes.

Soit A une matrice de M, (R).

a  Ecrire Rac(A) sous forme d'un ensemble de R™ puis
montrer qu’il existe des éléments P, ..., P,» de I', 2> tels que

Rac(A) = ﬁZ(Pl).
=1

b Déterminer l'intérieur de Rac(A).
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Blague du jour \

\.

Comparaison entre Internet Explorer et la drogue :

- La premiere dose est gratuite, mais quand vous serez
accrocs ils augmenteront les prix.

- Microsoft, comme les dealers, savent que, faute d’autre
came, vous reviendrez.

- Les deux vous explosent le systeme de temps en temps.
- Bill, comme les dealers, voudrait bien que tu revendes
ses produits aux autres.

® Corrigé, Pr. Devulder, CPGE France

U

Partie I. Exemples de Rac(A).

Les sous espaces propres E, (A) sont de dimension > 1 et en
somme directe. Leur somme a donc une dimension au moins
égale a n. Comme elle est incluse dans R", sa dimension est
en réalité égale a n et chaque E),(A) a une dimension égale a
1. Notons (f;) une base de Ej.(A). La famille (fi,..., fu) est
une base de R". Si P est la matrice de la base canonique de
R" aux f; alors P~ 1 AP est la matrice dans la base (f;) de I’en-
domorphisme canoniquement associé a A. Par choix des f;,
cette matrice est diag(A1,...,Ay) et on a donc
A =PDP~! avec D = diag(Ay,...,An)

Soit R € M,(R) et S = P"1RP. On a R*> = A si et seulement
si P"!R?P = D (il y a équivalence car on revient en arriére en

— Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897)

Mathématicien allemand, lauréat de la médaille Copley en 1895
Il est souvent cité comme le « pere de 1’analyse moderne ». Ses
travaux les plus connus portent sur les fonctions elliptiques
C’est lui qui le premier rendit public un exemple de fonction
continue nulle part dérivable. Weierstrass étudia la fiabilité de 1’
analyse, dont il propose une construction logique rigoureuse. A
cette époque, les démonstrations de ’analyse s’appuyaient sur
des définitions ambigués

h[mo_[ np uapp,eulaqw]/\[]—‘

multipliant par P a gauche et P! a droite) c’est a dire S*> = D.
On peut donc écrire
Rac(A) = P.Rac(D).P~!

0.
a OnaSD=S%=Ds.

b On fait le produit matriciel pour obtenir

n n
Vi, j, SijAi =Y SixDij =Y DixStj= AiSi;
k=1 k=1
Les A, étant deux a deux distincts, on a donc
Vi#j, Sij=0
et S est diagonale.
¢ Onaalors S* = diag(s?,...,s5). Comme S*> = D, on a

donc
]
Vi, sj = A
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On a alors P'AP = diag(0,1,16). A admet quatre racines
carrées qui sont
P.diag(0,1,4).P~1, P.diag(0,—1,4).P~!, P.diag(0,1, —4).P~!, P.diag(

d Siil existe un i tel que A; < 0, les relations précédentes
sont impossible et donc

Rac(A) =0
7 encore1 1 7/3 5/3 5/3 7/3 5/3 ‘
gst e Si tous les A; sont positifs, on vient de voir que 1 1 -1 _5/3 1/3 -1/3 5/3 —1/3 1\
Rac(D) C {diag(e1/M,..., en\/An)/ Vi, € = £1} 1 -1 1 5/3 —-1/3 1/3 —5/3 1/3 —

Réciproquement, si S = diag(e1\/AM,...,exV/Ay) (OU & =
+1) alors $> = D. L'inclusion ci-dessus est une égalité.

L’application M ++ P~!MP est une bijection de Rac(A) dans
Rac(D).

a SiA <0,onavuen?2dqueRac(A) = @.1ln’y adone
pas de racine carrée pour A.

b Si Ay > 0alors une racine carrée de D est connue par le

choix des ¢; et
Rac(A) = {P.diag(e1\/A1,...,en\/An).P~Y/ Vi, & = £1}
Deux choix différents des ¢; donneront deux racines carrées
distinctes de D sauf dans le cas ot A; = 0. On a donc
Card(Rac(A)) =2"1 si Ay =0
Card(Rac(A)) =2" si Ay >0

(0,1,1) est vecteur propre associé a la valeur propre 0.
(1,1, —1) est vecteur propre associé a la valeur propre 1. Avec
la trace, on voit que la derniére valeur propre est 16. Une ré-
solution de systéme montre que (2,—1,1) est vecteur propre
associé. On pose donc

On remarque bien stir que les matrices sont deux a deux op-
posées.

a R? = 0 se traduit par f o f = 0 et donc par

Im(f) C Ker(f)
Or, le théoréeme du rang indique que r + dim(Ker(f)) = n.

Comme dim(Ker(f)) > r, on a donc
n
< —
"=3
b La famille B ayant n éléments, il suffit de montrer

qu’elle est libre ou génératrice pour conclure que c’est une
base de R". Supposons donc que

n—r r
(*) : 2 nie; + Zﬁiui =0
i=1 i=1

Avec les notations de I'énoncé, ceci s’écrit
r

n—r r
Y aif(ui)+ ), e+ ) Biui=0
i=1 i=r+1 i=1
En composant par f, on obtient (avec f> = 0 et f(e;) = 0 si
ie{r+1,...,n—r})
;

gﬁiei = i{ﬁif(ui) =0
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Comme (e, ...,er) est libre, les B; sont nuls. En reportant
dans (x) et comme (e, ...,e,—) estlibre, les a; sont aussi nul.
Ainsi, B est libre et c’est une base de R".

Par choix des vecteurs de B, on a (définition par blocs)

M, = Mat(f,B) = < 8 g )

a SiR € Rac(A) alors soit R = 0 soit il existe une matrice

inversible P et un entier r € [1..n/2] telle que R = PM,P~".
Réciproquement, la matrice nulle est une racine carrée de 0 et
si < n/2, un produit par blocs montre que M? = 0 et donc
(PM,P~1)2 = PM2P~! = 0. Ainsi,

Rac(0) = {PM,P~'/ P € GL,(R), r € [1,n/2]} U {0}

b Dans le cas n = 4, les racines carrées de 0 sont 0 et les
matrices semblables & 'une des deux matrices

a R? = I, donne det(R)?> = 1 et donc det(R) # 0. R est
donc inversible.

b X? — 1 est un polynéme qui annule R. Comme il est
scindé a racines simples, R est diagonalisable. En outre, les
valeurs propres de R sont racines de X* — 1 et ne peuvent
valoir que 1 ou —1. Ainsi, R est semblable a une matrice diag-
onale ot1 les coefficients diagonaux valent 1 ou —1.

O Ce qui précede montre que
Rac(Iy) C {P.diag(el,...,sn).P_l/ P € GL,(R), Vi, & € {—1,+1}}
Réciproquement D = diag(e1, ..., e,) verifie D*> = I, quand
les ¢, valent 1 ou —1 et (PDP~!)?> = PD?P~! = [,. I'inclu-
sion précédente est donc une égalité.

O diag(—1,—2,...,—n) est une matrice symétrique réelle qui,
d’apres I'exemple 1, n’admet pas de racine carrée.

e Partie II. Etude topologique de Rac(A).

0 Soit A € S} (R). Le théoréme spectrale donne l’existence
dune matrice orthogonale P et d’une matrice diagonale D
telles que P"'AP = D. Les coefficients diagonaux d; de D
sont valeurs propres pour A. Si X; est vecteur propre associé
alors

0 <'X;AX; = 'X;(diX;) = di| X;|)?
ott ||| est le norme euclidienne. Comme || X;||*> > 0 (X; est
non nul puisque c’est un vecteur propre), on a d; > 0. On
peut alors poser
R = P.diag(\/d1,...,\/d,).P~' = PAP~!

P étant orthogonale on a P~! = P et R est symétrique. Par
ailleurs, R> = PDP~! = A et R est racine carrée de A. Enfin,
R est positive :

n
VX 'XRX ='XPA'PX = Y \/d;y? avec Y ='PX
i=1

et cette quantité est bien positiv; On a finalement montré que
Rac(A) NS (R) #@
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M, (R) étant de dimension finie, toutes les normes y sont
équivalentes. On pourra choisir la norme N de 1'énoncé ou
toute autre norme. Cela ne change rien du point de vue
topologique.

Par théorémes généraux, R + R? est continue sur M, (R)
(chaque fonction coordonnée 1'est comme fonction polynomi-
ale des coefficients de R). Ainsi, si (Ry) est une suite conver-
gente d’éléments de limite R alors R7 — RZ.

Ainsi, si (Rg) est une suite convergente d’éléments de Rac(A),
la limite est dans Rac(A). Ce dernier ensemble est donc
fermé.

a Ona Sfi = I. Comme N(S;) = Max(|gq|,1) — oo
quand g — +00, Rac(I) n’est pas borné.

b  Définissons par blocs la matrice M, = ( Soq Ino ! >
On aalors M% = I (calcul par blocs) et N(M;) — 00 quand
g — 4o0. Ainsi, Rac(I,) n’est pas borné pour n > 3.

¢ On vient de voir que 1’on peut trouver une suite (Ry) de
racines carrées de I, telles que (Ry) n’est pas bornée. Si, par
’absurde, il existait une norme surmultiplicative ||.|| alors on
aurait

vk, [|Rel* < IRE|| = |2
Le membre de droite est constant et celui de gauche de lim-
ite infinie (voir remarque préliminaire en début de partie).
On obtient une contradiction ce qui prouve la non existence
d"une norme surmultiplicative.

a Ona

b Soit a € FNG. Si, par I'absurde, il existait r > 0 tel

que B (a,7) C FN G alors on aurait a fortiori Be(a,7) C F
et donc a serait intérieur a F ce qui est exclus (et donne une
contradiction). F N G n’a donc pas de point dintérieur.
Remarque : pour arriver a cette conclusion, il suffit que F OU G
soit d’intrieur vide.

a Le seul polynome admettant une infinité de racines est
le polynéme nul. Pour le voir, on peut, par exemple, prouver
par récurrence q'un polyndéme non nul de degré n admet au
plus n racines.

i SiP estconstant non nul il n’admet pas de racine.

ii Supposons le résultat vrai jusqu’au rang n. Soit P de
degré n 4 1. Entre deux racines de P, il y a une racine de
P’ (théoreme de Rolle). Comme P’ admet au plus n racines
(deg(P') = deg(P) — 1 = n), P en admet au plus n + 1.

On peut aussi prouver le résultat (et on n’utilise alors plus la
structure ordonnée de IR) en montrant que si P(a) = 0 alors
(X — a) divise P et en raisonnant par degré.

b Dansle plan (0, x1,x2),2x; — xp = 1 est]’équation d’une
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droite. Z(P) est donc infini.
X2 — x = 0 est 'équation d’une parabole et Z(Q) est aussi
infini.

a Lerésultat pour p = 1 a été justifié en question 14.a.
Supposons le résultat vrai jusqu’a un rang p > 1. Soient alors
P une fonction polynomiale qui s’annule sur Iy X - -+ X I, 11
ou chaque I; est une partie infinie de IR. En ordonnant les
puissances de x, 1, on peut écrire

N
P(xl,. . .,xp+1) = ZPi(xl,. . .,XP)XZP_H
i=0

ot chaque P; est dans I'.

Fixons x1,...,x, avec x; € I; et considérons l’expression
précédente comme fonction de x, 1. C’est une fonction poly-
nomiale qui s’annule en une infinité de points. D’apres l'ini-
tialisation, c’est le polyndme nul. On a donc

Vie{l,.,N}, V(x1,...,xp) € 1 X --- X I, Pi(x1,...,xp) =0
L’hypothese de récurrence donne la nullité des P; et donc celle
de P. On a ainsi prouvé le résultat au rang p + 1 et complété
la récurrence.

A la prochaine

b D’apres la question 13.4, toute partie d’intérieur non

vide contient une sous-partie H I ot chaque Ii est infini (in-
tervalle de longueur 2r > 0). Si P s’annule sur une partie d’in-
térieur non vide, P est alrs nul avec la question précédente.

¢ En contraposant le résultat de la question précédente, si
P # 0 alors Z(P) est d'intérieur vide.

a R est une matrice dont le coefficient générique est

n
Y RixRy;
' k=1
Considérons alors

n
Qij= | xi,kxk,j> —aij €T
k=1
Par définition de Rac(A), on a

Rac(A) = (] Z(Qij)

1<i,j<n
o . 2
ce qui fait apparaitre Rac(A) comme sous-ensemble de R™ .
b Comme intersection de parties d’intérieur vide, Rac(A)
est d'intérieur vide avec la question [l
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Deyairlibre Epreuve spécifique - filiere PC
) matrices positives et décomposition de Cholesky

— Blague du jour MATHEMATIQUE 1 \ m——

e Quel sont les deux animaux les plus intelligents ? - Le Cerf et le Veau

(cerveau)

e C’est un chien qui rencontre un croc?)dile .
s . Duree : 4heures

- Le crocodile dit au chien : Salut, sac a puces !

- Et le chien lui répond : Salut, sac a main !

— John Wallis (1616-1703)

Mathématicien anglais. Ses travaux sont précurseurs de ceux de Newton. Il est également]
précurseur de la phonétique, de I'éducation des sourds et de 1’orthophonie. Il a été 1'un des
fondateurs de la Royal Society. Ses travaux concernent principalement le calcul différentiel
et intégral. On lui doit le symbole de l'infini co.

'SR
<
=
=
[N
=
oY)
=
o.
€]
=}
Q.
c

‘—do-
c
H

-/

® Enoncé : CCP 2003, PSI

Soit n et p des entiers supérieurs ou égaux a 1. On note M, ,(RR) le R-espace vectoriel des
matrices a coefficients dans R ayant » lignes et p colonnes. Lorsque p = n, M., .(RR) est noté plus
simplement M, (R et est muni de sa structure d’algebre, I,, représentant la matrice identité.

G L,(R) désigne I’ensemble des matrices inversibles de M.,(R) et §,(R) I’ensemble des ma-
trices symétriques de M., (R).

Tout vecteur = = (;)1<i<n de R™ est identifié a un élément X de AM,, ;(R) tel que I’élément
de la :*™ ligne de X soit z;. Dans toute la suite, nous noterons indifféeremment X = (z;)1<i<n UN
element de M., ; (IR) aussi bien que le vecteur de R™ qui lui est associé.

Pour A = (aéj)légén dans M, ,(R) et X = (z:)1<i<p dans R?, on note (AX); le coefficient de

1<i<p

laz°™ ligne de AX.
Selon le contexte, 0 désigne soit le réel nul, soit la matrice nulle de M, (IR}, soit encore la matrice
nulle de M, ; (R).
R™ est muni de son produit scalaire canonique noté < - | - > et de la norme associée notée || - ||.
Une matrice symétrique S de S,.(R) est dite positive si et seulementsi: ¥ X € M,.1(R), *X5X > 0
et définie positive si et seulementsi: ¥ X € M,.1(R)\ {0}, *X5X >0

Notations

J..g-\i‘"‘ dy j’: dsj [ mamouni.myismail@gmail.com
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On note S (R) I’ensemble des matrices symétriques réelles positives et S *(R) I’ensemble des
matrices symétriques réelles définies positives.

Partie |

1.1 Soit (X,Y) € (M,.1(R))*et S € S.(R). Etablir les égalités :
a) ‘XY =YX.
b) (XY =*X(Y'Y)X =*Y(X'X)Y.
C) 'XSY =< X | 8Y >=< SX |Y >.
1.2 Démontrer les propriétés suivantes :
a) ¥V (51,5) € (SF(R))?, Si+5; € ST(R).
b) V(Sl, Sz) c S,:(R) X S:"-(R) ) S+ 5: ¢ S:'i-(R)
c) VAe M.(R), *AA € SF(R).
1.3 a) Soit § € S,(R) vérifiant : VX € M, ;(R), *X5X = 0. Montrer que toute valeur
propre de S est nulle et en déduire S = 0.
b) Donner un exemple de matrice carrée M d’ordre 3, non nulle et vérifiant :

vX < 4M3,1(R) , tXin =1

1.4 a) Soit S € &.(R). Montrer que S appartient & S (RR) si et seulement si toutes ses valeurs
propres sont positives.
b) Que peut-on dire d’une matrice symétrique réelle semblable a une matrice symétrique
réelle positive ?
1.5 On munit S,,(IR) des relations notées > et >, définies respectivement par :

¥ (S1,52) € (Sa(R))?, (512 52 <= 51— 52 € ST (R))

et
¥ (51, 5:) € (Sa(R))?, (51> 82 <= 51 — 52 € STH(R))

a) Montrer que la relation > est une relation d’ordre sur S,,(R).

b) Montrer que pour n. > 2, cet ordre n’est pas total sur S, (R).

c) Larelation > est-elle une relation d’ordre ?

d) Trouver un exemple dans S;(R) montrant que S; > S, et S; # S; n’implique pas
nécessairement 57 > 5;.

1.6 Soit = et v deux endomorphismes de ™ diagonalisables et vérifiant w ¢ v = v o .

a) Démontrer que tout sous-espace propre de = est stable par .

b) Soit Ay, As,..., A, les valeurs propres distinctes de u et E» , Ey,, ..., E), les sous-
espaces propres de = respectivement associés. Pour tout : € {1,2,...,p}, on note »; I’endomor-
phisme de F,, induit par ». Montrer que pour toutz € {1,2,... ,p} il existe une base B; de Ej,
formée de vecteurs propres de ». En déduire qu’il existe une base B de R™ telle que les matrices de
u et v dans cette base soient toutes deux diagonales.
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1.7 a) Soit A et B deux matrices diagonalisables de M,,(R). Montrer que les matrices A et B
commutent si et seulement si elles sont diagonalisables au moyen d’une méme matrice de passage.
b) On donne les matrices A et B suivantes :

1 1 -1 2 1 -1
A= 1 1 41 . B=|-2 5 -1
-1 -1 1 —4 2 2

Montrer que A et B sont diagonalisables au moyen d’une méme matrice de passage et déterminer
explicitement une telle matrice de passage.

1.8 Soit (51, S2) € (SF(R))? tel que 157 = 5251 Montrer que $1.5; € §;F(R).

1.9 a) Soit (51,52) € (S.(R))? tel que 5;5; = S;5;. Montrer que :

5225120=>5222512

g) vérifient S, > S, > 0.

<oralta

. 11
b) Montrer que les matrices S, = (1 1) et S; = (
Vérifient-elles $2 > 5% ?

Partie Il

On se propose dans cette partie de caractériser de diverses maniéres la définie positivité d’une
matrice symétrique réelle.
I1.1 Soit S € S,(IR). Montrer que les quatre propositions suivantes sont équivalentes :
a) S est définie positive.
b) Toutes les valeurs propres de & sont strictement positives.
c) llexiste M € GL,(R)telleque S =*MAM.
d) S est positive et inversible.
I1.2 Soit A, et B, les matrices de &,,(IR) données par :

/0 1 0 . 0
1 0 1 -
B,=|% 1 v, A =2,-8,
PR S R |
: oo 0001
\0 ... ... 0 1 0f
a) Montrer que pour tout vecteur X = (z;)1<i<n de R™:
n—1
XA X =51+ Z(xi — 3:54_1)2 + 2
i=1

g}.\..E‘-LE‘“‘ 6? j’: dsj [ mamouni.myismail@gmail.com
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b) En déduire que A, est définie positive.
¢) En cherchant une matrice M,, de la forme :

déterminer explicitement une matrice A4,, inversible telle que A, = *M, M,,.
11.3Soit S € SFH(R)etM ¢ GL, (R)tellesque $ =*MM. Onnotelf = (U, U,...,U,) la
famille des vecteurs colonnes de M. Pour: € {1,2,... ,n} etz € R"™, on note p;(x) la projection
orthogonale de = sur Vect(Uy, Uy, ..., U3).
a) Justifier que Zf est une base de R™.
b) On définit la famille de vecteurs ¥ = (W1, V2, ..., V) par les relations :

Vi=U et Vic{2,...,n}, Vi= Ui — pis (V)

Montrer que la famille ¥ est orthogonale et que c’est une base de R".
. . - 1
c) Soit W = (W, W,,... ,W,) la famille de vecteurs définie par W; = Il

¢ € {1,2,...,n}. Westalors une base orthonormale de R”. Montrer que la matrice de passage de
la base W a la base Zf est triangulaire supérieure.

d) Soit P la matrice de passage de la base canonique de R" a la la base W. Montrer que
M peut s’écrire sous la forme M = PT ou T est une matrice triangulaire supérieure inversible et
qu’alors § =TT,

V; pour tout

4 -2 -2
e) Montrer que la matrice S = | —2 2 0] admet une décomposition de la forme
-2 0 3

S =*TT ou T est une matrice triangulaire supérieure inversible et en déduire que ' est symétrique
définie positive.

11.4 a) Soit Ag = (2 Z) € S(R). Déterminer X € M1(R)\ {0} tel que *X 4. X = 0.

c

b) Soit A = (3 b) € Sz(R). Montrer que A est définie positive si et seulement si

(TrA> 0 etdetA > 0) ce qui équivautencore a{a > 0 et ab—c® > 0).
c) Soit§ € S.(R), n > 2. On décompose S sous la forme

a 'V y
S = V Sf , @ c R y V = JMH_]_,]_(R) y S = Sn—l(R)
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X

En écrivant X € M, 1(R) sous la forme (X*‘

a#0:

) , # € R, X' € M,_,:(R), montrer que pour

2
'XSX =a [(m + ifvx*) + :—;x"(as*' VX' (1)

et en déduire que S est définie positive si et seulementsi (a > 0 et aS'—V*V est définie positive).
d) En gardant les notations de la question 11.4 ¢) précédente, on peut alors construire par
récurrence une suite de nombres réels {a;)i<i<» €t une suite de matrices (S;)1<i<» cCOMme suit. On
pose d’abord :
S5=8,am=a, V1=V, 85 =5,%=af —-VW

Sin > 3, on décompose 53 sous la forme

Y
S? = (?/Z S;) y @3 c Ra 1/2 c JMn—?,l(R), Sa c S —Q(R)

On pose a nouveau S5 = a»S5 — V;*V; et on itere le processus précédent. On obtient ainsi une
suite de matrices symétriques réelles (.S;)i1<i<n OU S; est d’ordre » — ¢ 4 1 et une suites de réels
(@:)1<i<x li€s par les relations :

a; 'V

Vie{1,2,...,n—1}, Si = (V; pe

) ) S£+1 = aaS;f - Mit%

Le processus s’arréte pour : = n car .S, estalors d’ordre 1 et on note .S,, = (e..).

Montrer que S est définie positive si et seulement si tous les réels de la suite (a;);<i<n SONt
strictement positifs.

a d e
e) Soit§ = [d & f| € & (R). Selon les notations précédentes, déterminer explici-
e [ ¢
tement les réels a4, a,, a; associés a cette matrice S et en déduire que S est définie positive si et
seulement si :
a d e
e d
a>0,‘d b>0et d & f|>0
e f ¢

A la prochaine ;
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~ Blague du jour .

Les types d’ingénieurs en informatique sont :

e L'ingénieur DISQUE DUR: il se rappelle tout, POUR
TOUJOURS.

e L'ingénieur CD-ROM : il va toujours plus vite avec le
temps.

e L'ingénieur RAM : il oublie tout de vous, dés le mo-
ment ol vous lui tournez le dos.

—~ Hermann Minkowski (1864 - 1909)

Mathématicien et un physicien théoricien allemand. On lui
doit surtout I'espace a 4 dimension (espace-temps) appelé de
Minkowski, considéré comme la base de tous les travaux sur la
théorie de la relativité. Son travail le plus original est sans aucun

breuses questions sur le gain de place, ou comment faire rentrer
une forme donnée a l'intérieur d’une autre forme donnée.

doute sa géométrie des nombres. Ces travaux posent de nom-

{mo_[ np uapp,eulaqmw}

PARTIE 1

1a) Si X = (x;);_, et Y = (y;)i_, sont des éléments de M, (R) on
a

n
XY =YX =) xyi
i=1

1b) Développement sans probleme :
((xY)* = (*XY)('XY) = (‘XY)(*YX) calcul précédent
= (*X) (YY) (X) par associtivité
= ('yX)('XY) = Y(X'X)Y symétriquement

1c) Si on considére que ” XY = (x,y) dans une base orthonormée”

® Corrigé, Pr. ]. DEBARBIEUX, Lycée Faidherbe, Liile

5 un formule classique on refait le calcul et
tX (SY) = Z xisi,jy]- = <X, SY>
(i)

puis comme S est symétrique ‘X (SY) =' X'Sy =' (SX)Y =
(SX,Y)
2a) Ona: VX € M, (R) JFXS51X > 0etfXS,X > 0 et donc en
ajoutant ‘X (S; +S,) X > 0

(1,5) € (S, (R))* = S+, € S (R)
2b) idem car la somme d’un réel positif et d'un réel strictement
positif est un réel strictement positif.
20) On a : VX € Myu1(R), 'X(AA) X =" (AX)(AX) =
(AX,AX) = |AX||* > 0. Et donc

VA € M, (R) ,'AA € S} (R)

3a) Si SX = AX ona XSX = A'XX = A ||X||* . Donc si {XSX = 0
onaA =0 (car X est non nul donc || X|| #0)
S est donc une matrice diagonalisable (car symétrique réelle) ayant
une unique valeur propre 0 . S est donc la matrice nulle: S =
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P.0.P~1 = (0)

3b) On veut que MX soit orthogonal a X pour tout X . c’est une
propriété classique du produit vectoriel . Il suffit de prendre pour
M la matrice de x— > i A x

00 O
M=100 -1
01 O

On vérifie alors bien ' XMX = 0

4a) S étant symétrique réelle est diagonalisable dans une base or-

thonormée (V;)?_, : il existe D = diag(Ay) telle que Vk, SV = AV

Si toutes les valeurs propres sont positives on a alors pour toute
n

matrice colonne X = Z vk Vi
k=1

n
IXSX = (X, SX) <2 vV, Z /\kkak> =Y AyE >0
k=1 k=1 k=1
Réciproquement si A est valeur propre de S et X un vecteur propre

asocié.le calcul du 3a donne ‘XSX = A || X||* . comme on suppose
IXSX > 0etque X # 0 on abien A >0

4b) deux matrices semblables ont méme spectre . Donc si S’ est
symétrique réelle semblable a S symétrique positive les valeurs
propres de S (donc de S’ ) sont toutes positives donc S’ est posi-
tive.

5a) Sur S, (R) la relation > est bien :

O binaire

O réflexive : (0),, estbien positive donc S > Sq

O antisymétrique :si S; > Sy etsi S; > Sq les valeurs propres de
S — 51 sont toutes a la fois positives et négatives. S, — S est donc
diagonalisable ( car symétrique réel) ayant une seul valeur propre

0 donc c’est la matrice nulle. . S, = 51

0 transitive : Si Sy > Sy etSy > SzonaS;—S € S (R) et
S» — S3 € S, (R) donc d’apres 2a la somme S; — S3 € S, (R) et
donc §; > S3.

5b) il suffit de prendre S; = 0 et pour S; une matrice symétrique
ayant une valeur propre positive et une négative . Exemple

00 O
01 0
00 -1

5¢) la relation > n’est pas réflexive car (0), ¢ S,/ " (R)
5d) On peut se douter (ou montrer) qu'une matrice de S,/ " (R) a
des valeurs propres strictement positives.

On prend donc S, = 0 et S; symétrique ayant des valeurs pro-
pres positives et ayant la valeur propre 0 . Par exemple S; =
000 x#0
000 |OnaS;#(0)/XS;X=2>>0etsi X = 0
001 0

X5 X =0
6a) question de cours .On doit montrer x € E) (u) = v(x) € E)(u)
.Donc u(x) = Ax = u(v(x)) = Av(x). Or
u(o(x)) = (uov)(x)
= (vou)(x) par hypothese sur u et v
)

= o(u(x)) = v(A(x))

= Av(x) par linéarité de v
6b) L'endomorphisme induit par v diagonalisable sur un sous es-
pace stable est lui méme diagonalisable. Donc I'endomorphisme v;
est diagonalisable et il existe une base de E, () qui est une base de
vecteurs propres de v;. u étant diagonalisable E est somme directe
des sous espaces propres .L'union des bases précédente est donc
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une base de E . Par construction ces vecteurs sont des vecteurs pro-
pres de v et de u (car éléments des sous espaces propres) . Dans
cette base u et v sont donc simultanément diagonalisables.

7a) Si A et B commutent A et B sont diagonalisables au moyen
d’une méme matrice de passage . On prend la question précédente
avec A = Matc (u) et B = Matc (v) . P est alors la matrice de
passagedeCaB.

Réciproquement si A et B son diagonalisables au moyen d’une
méme matrice de passage . Ona A = PDP~! , B = PAP"!
et comme deux matrices diagonales commutent AB = BA =
P(DA) P!

7b)

A est de rang 1 et Eg(A) est le plan (x +y —z = 0) . Par la trace
on en déduit que la troisieme valeur propre est 3 puis on trouve
1
E3(A) = Vect | 1
-1

Pour B le calcul du polyndme caractéristique en commengant par
exemple par faire C; + C3— > (3 donne deux valeurs propres
4(double) et 1(simple) . Puis le calcul des sous espaces propres
1
donne : E4 (B) estleplan —2x +y —z =0etE; (B) = Vect | 1
2
. On vérifie alors que E1(B) C Eo(A) , E3(A) C E4(B) . Les trois
droites Eq(B), E3 (A), Eg(A) NE4 (B) sont trois droites de vecteurs
propres communs qui engendrent 1’espace . Une matrice de pas-

sage est :
1
P = 1

N — —

0

1
—1 1
remarque : je ne pense pas que le passag
v sur Eg (A) soit plus simple
8) S1 et Sp sont diagonalisables (symétriques réels) , et commutent
. 51 et S; sont donc diagonalisables avec une méme matrice de pas-
sage (S; = PDP~!,S; = PAP™!). Cette matrice de passage diag-
onalise aussi $1S, = $,S; = PDAP~!, 1a matrice diagonale sem-
blable a 515, étant le produit des deux matrices semblables a S;
et Sp. §1 et Sy étant positives ont toutes leurs valeurs propres posi-
tives. Les valeurs propres de S;S; sont donc aussi toutes positives
et 515, est symétrique positive.(toujours 4a)
9a) Avec les notations précédentes (S1 = PDP~ 1,8, = PAP™!). On
donc A — D positives . Donc pour les termes diagonaux §; — d; > 0
etd; > 0.La fonction carrée est croissante sur R™ donc Vi, 512 > dl2
. A*> — D? est donc positive et S35 — 5% est une matrice symétrique
semblable a une matrice symétrique positive donc est aussi posi-
tive. S5 > 57 (cf 4b)

1/2 -1

9b)Ona52—51=( 1 9

positifs. La mtrice est positive est S; > S;
S1 de valeurs propres O et 1 donc S; > 0

et S5 — 5% = < 1/4 -2 ) de déterminant —9/4 . Le produit des

(9N}

par 'endomorphisme induit par

de valeurs propres 0 et 5/2 réels

-2 7
valeurs est négatif. L'une des valeurs propres es négatives.S3 — S
n’est pas positive.

Partie 11
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1)
a< b :idemI4a

S étant symétrique réelle est diagonalisable dans une base or-
thonormée (V;);_; : il existe D = diag(A) telle que Vk , SV, = A, Vj

Si toutes les valeurs propres sont strictement positives on a alors
n

pour toute matrice colonne non nulle X = Z Y Vi
k=1

n
fXSX = (X,5X) <Z e 2 Akkak> =Y Ayi >0
k=1 k=1 k=1
En effet on a une somme de termes positifs , un au moins étant
strictement positif.
Réciproquement si A est valeur propre de S et X vecteur propre
asocié on a fXSX = A||X||* . comme on suppose {XSX > 0 et que
— .
X # 0 onabienA >0
b= c . S étant diagonalisable dans une base orthonormée
(symétrique réelle) on peut écrire S = PD'P . avec D = diag(d;)
. Par hypothéses les d; sont strictement positifs . On peut donc
définir A = diag(+/d;) qui est inversible car les termes diagonaux
sont non nuls. M = A’P est alors une solution du probléme.
‘MMM = PAA'P = PD'P =S
c=dsi S = MM avec M inversible , S est inversible (comme
produit de matrices inversibles) et S est positive d'apres 12¢
d = b : S est positive donc toutes les valeurs propres de S sont
positives et S est inversible donc 0 n’est pas valeur propre de S .
Les valeurs propres de S sont donc strictement positives.
On alachaines b = ¢ = d = beta < b donc l'équivalence des 4
propositions.
2a) A est bien une matrice symétrique.

SiX=(x)l ety =AX= (yj)7:1 ona :
Y1 =2x1 - X
Viel2,n—1]], yi=—xi1+ 2x; — Xj+1
Yn = —Xp—1 + 2y

On a donc

n n n n—1
'XAX = Y xyi=2Y x7 =) xiqxi— Z XiXj41
i=1 i=1 i=2 i=
n n—1 n—1
= (Z + x1> (Z X+ x%) = ) X1 — Z XiXit1

1

n—1 n—1
— (Z x]+1+x1> + (Z x1-2+x%> -2 2xixi+1

]

3

= x4 +Z<l+1 2xix,-+1+xiz>

n—1

2
= x1 +x + Z x1+1)
i=1

2b pour toute colonne X on constate que ‘XAX est une somme
de carré donc est un réel positif. De plus la somme est nulle
si et seulement si chaque terme est nul donc si et seulement si

X1 = 0

Vi e [[1..7[—]] , Xip1— % =0

x, =0

Tous les x; sont donc nuls . Donc si X # (0) 'XAX est strictement
positif.

2¢) Avec la matrice M du sujet notons S =" MM = (s;;) on a en
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faisant le produit :
51 = I/l%
; — 2 2
i>1=s =u; +0v; 4
1<i<n—1= sji11=Siy1,i = W0,
|j—i| >1 :>Si,]':0
On doit donc résoudre le systéme non linéaire

u% =2
Z>1:>u12+012_1:2
1<i<n—1=uv;,=-1
1 1 .
On adoncv; = 0 et en reportant u? = 2 — —— . Soit en posant
i Uiq

a; = u? la suite homographique :
a = 2
1
ai—1
I'équation | = 2 — 1/1 donne un point fixe double / = 1. La suite

ai:2—

est donc arithmétique . Or

El,'—l
1 _ 1 _ a1 14 1
ﬂi—l 1_% ai—l_l lli_l—l
douai_lzzet
it i
uj = T/Ui—— i1

3a) U est une base car S est une matrice inversible d’apres IIlc

3b) C’est la méthode d’orthogonalisation de Schmidt .Démonstra-
tion par récurrence

O (V;) est réduit a un seul vecteur non nul donc est une famille
orthogonale de vecteurs non nuls

O (V4,V,) est une famille orthogonale de vecteurs non nuls et
Vect(Vy, V) = Vect(Uy, Uy). En effet

O p;p est la projection orthogonale sur Vect(U;) = Vect(V;) donc
Vo = Uy — p1(Uy) est orthogonal a V4

O si V; était nul , on aurait Uy = p;(Uy) € Vect(U;) . Absurde car
(Uq, Uy) est libre

O (V1, V») est une famille orthogonale de vecteurs non nuls , c’est
donc une famille libre.

O Enfin Vect(Vy, V2) C Vect(U;, Uy) par construction,et comme les
deux familles de deux vecteurs sont libres il y a égalité.

[0 On suppose que (Vl)i:l1 est une famille orthogonale de vecteurs
non nuls tels que Vect(Vi)ﬁ:l1 = Vect(lli)i.‘:_l1 . Montrons que
(Vi)f:l est une famille orthogonale de vecteurs non nuls tels que
Veck(V)_y = Veet (Up)L, .

O par hypothese de récurrence on doit seulement montrer que Vi
est un vecteur non nul orthogonal a Vect(Vi)i:l1 puis Vect(V;)k_, =
Vect(U;)k_; .

[0 Par construction pi_; est la projection orthogonale sur
Vect(Vl-)i,‘:_l1 = Vect(ui)i.‘:—l1 donc Vi = Uy — px_1 (Uy) est orthog-
onal a Vect(V;)K -}
0 Si Vi est nul alors Uy = py_1 (Uy) € Vect(U;)* "] et la famille
(U;)7_, estlié . Absurde

0 Enfin par construction Vi € Vec(Uy) ® Vect(U;)"}
Vect (Ui)i.{:1 et Vect(V;)kZl = Veet(U;)* ! < Vect(U;)%_; . Donc
Vect(V;)¥_| C Vect(U;)X_; . Les deux familles étant libres de méme
cardinal , les deux sous espaces sont égaux.

pour k = n on obtient que V est une base orthogonale de R" .

3¢) La base est orthonormale car on norme une base orthonormée (
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et les dénominateurs sont non nuls car les V; sont des vecteurs non
nuls)
Par construction de V on a vu que V; € Vect(U;)¥_; . Les coordon-
nées de Vi sur Uy, 1, - - - U, sont donc nuls .
Maty (V) est triangulaire supérieure. Diviser chaque colonne par
sa norme ne change pas les coefficients nuls . Maty; (VV) est trian-
gulaire supérieure.
3d) notons B la base canonique . On a

M = Matg (U) = Matg (W) Matyy (U) = PT
ou T est l'inverse de la matrice triangulaire supérieure construite a
la question précédente.
On aalors S =/ MM =" T'PPT . Mais P est la matrice de passage
de B a WV toutes deux bases orthonormées . Donc P est orthogonale
et'PP =1, .1lrestedonc S =/ TT

a b c
3e)SionposeaprioriT= | 0 d e | lecalcul donne :
00 f
a>  ab ac 4 -2 =2
‘TT= | ab V*+d> bet+de |=| 0 2 0
ac bc+de *+e*+ f? 2.0 3

en résolvant le systeme ligne par ligne et en choisissant pour 4, d, f
les racines carrées positives on obtient

2 -1 -1
T=|(0 1 -1
0 0 1

On constate que T est inversible et donc d"apres II 1 S est définie
positive.

4a) Si X = <;) on a 'XAgX = by* +2cxy doncy = 0 ou

Mo

Former pour réussir

by +2cx =0

4b)

O si A est définie positive les valeurs propres de A sont strictement
positives (cf II 1). Leur somme (la trace) et leur groduit (le détermi-
nant) le sont aussi. Onadonca+b > 0etab — ¢~ > 0. On en déduit

que a + b et ab sont strictement positifs donc a et b le sont.
2

0 Sia >0etab—c* >0onab > % > 0 donc Tr(A) > 0

et det(A) > 0. La somme et le produit des valeurs propres sont
strictement positifs donc les valeurs propres sont strictement posi-
tives . D’apres II 1 A est définie positive.

4c) calcul par bloc :
t
(x 'X") (“; ;{) (}’é,) = (xa+'X'V XV4XS )(5(‘,)
= xax +x! X'V +xtvX +t X'S'S’
— axz +x(fvx/ +t X/v) +t X/s/x/
= ax?> +2x'VX +1 X'S'X car VX =t X

XN 1
- a<x+ - ) —— (VX)) XX

vx\? o1
= a<x+ p ) —E(tX’VtVX’) +f X'¢

= 4a

tyx! 2 1 t
<x+ ) + = X' (=V'V +as
a a

On vérifie que tous les produits matriciels ont un sens les matrices
étant de tailles compatibles.

On en déduit donc :
O sia > 0 etaS — V'V définie positive , pour toute ma-
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tvxl 2
trice colonne X € M,1(R) on a (x—i— p ) > 0 et

X' (a8' = V'V) X' > 0 donc 'XSX > 0. De plus si ‘XSX = 0
on a une somme nulle de réelles positives donc chaque terme est
nulle . En particulier ‘X’ (aS' — V'V) X’ = 0 et donc X' = 0 car
aSt — V'V est définie positive on trouve alors x = 0 en reportant
tvxl

2
dans (x + ) =0.Donc X # 0 =! XSX >0 et S est définie

positive.

O Si S est définie positive alors 4 > 0 car pour X = ( ((1)) ) ,
'XSX = a d’aprés le calcul précédent (avant la division par a)
et aS' — V'V est définie positive car pour toute matrice non nul

X/ E .Mn_lll (]R)
5'¢ (aS' — VtV) X' =a?tXSX > 0en prenant X = < }(()’ )
4d)
O Si S est définie positive la question précédente donne par une

récurrence évidente que toutes les S; sont définies positives et tous
les a; positifs pour i < n . Enfin a,, > 0 comme valeur propre de la

matrice S, définie positive.

[0 Réciproquement si les (a;) sont tous strictement positifs S, =
(an) est définie positive . S, est définie positives et a,_1; > 0 donc
Sy—1 est définie positive et par récurrence si S;_; est définie posi-
tive S; est définie positive cara;_; > 0.

a d e
4e)SiS=|d b f onaalza,V1:<d),S’1:<b f)
e f c
e f ¢
d’ou

ab—d* af —de
52= < af —de ac—é* )
S est donc définie positive si et seulement sia > 0 et S, définie pos-
itive . Donc en utilisant II 4b si et seulement sia > 0,ab — 2 >0
et det(Sy) > 0 or det(Sy) = (ab — d?)(ac — %) — (af — de)* =
adet(S)

N . . . a d
S est définie positive si seulement si a> 0 , i b ’ > 0,

>0

QD
-~ SRy
a N

A la prochaine
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Devoj veillé . . .
Espaces d’Artin et applications

~ Blague du jour \ .

Salon de l’auto : Comment reconnaitre les nationalités des visiteurs du Mon-
dial de I’Automobile ?

- L’Allemand examine le moteur

- L’Anglais examine le cuir

- Le Grec examine 1'échappement

- L'Ttalien examine le Klaxon

— Jacques Salomon Hadamard (1865-1963)

Mathématicien francais, connu pour ses travaux en théorie des nombres et en cryptologie

Il entra premier a 1’école normale supérieure. C’est Emile Picard qui dirigea ses travaux

de recherches.

Son nom est lié a la suite de matrices (H,x) définie de la fagon suivante : H; = (1), Hy =

G 11> et Hy = (gzkl I%kal ) Elles sont utilisées dans les codes correcteurs, ou
- 2k=1  —Llgk-1

encore pour réaliser les plans d’analyse sensorielle et les plans d’expériences factoriels.

® Enoncé : Extrait Centrale 2010, MP

Les calculatrices sont autorisées

{mo_[ np uapp,eulaqm]/\[}

Notations :
e IK désigne le corps IR ou le corps C.
¢ On fixe un IK -espace vectoriel E de dimension n=>1.

Partie I -

I.A - On fixe une application ¢ de E* dans IK.On suppose que ¢ est une forme
bilinéaire symétrique sur E , c’est-a-dire que, pour tout (x, y,z) € E’ et pour tout
a€IK, g(x +ay,2) = 9(x,2) + ag(y, 2) et g(x,z) = ¢z, x) .

I.A.1)  Pour tout élément x de E, on note (x) 'application de E dans E telle
que Vy€E, h(x)(y) = o(x, y).

a) Montrer que, pour tout x de E, h(x) est élément du dual de E , noté E*.

b) Montrer que 2 est une application linéaire de E dans E*.

I.LA.2) Si A est une partie de E, on note AT = {xEE/Va€ A ¢(x,a) =0}.

Montrer que A" estun sous-espace vectoriel de E .
Par la suite, lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité, on notera A* au lieu de A™.

IA.3)  Ondit que ¢ est non dégénérée si et seulement si E*% = {0} .
Montrer que ¢ est non dégénérée si et seulement si 2 est un isomorphisme.
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1.A.4) Soit e = (ey,...,e,) une base de E.

On note e* = (e% ,...,e* ) la base duale de e.

a) Montrer que la matrice de 2 dans les bases e et e* est:
mat(h, e, e*) = ((e;, ej))

<is

=j=n

Cette derniére matrice sera également appelée la matrice de ¢ dans la base e
et notée mat(yp, e)

b) Soit (x, y) €E’. On note X et Y les matrices colonnes dont les coefficients
sont les composantes de x et y dans la base e.

Montrer que ¢(x, y) = 'XQY ol Q@ = mat(g,e) et ot ‘X désigne la matrice ligne
obtenue en transposant X .

LB - Si ¢ est une forme bilinéaire symétrique sur E , on note g, I'application de
E dans IK définie par: Vx€E, q,(x) = o(x, x). On dit que q, est la forme qua-
dratique associée a ¢ . On note Q(E) I'ensemble des ¢, ou ¢ est une forme bili-
néaire symétrique sur E .

I.B.1) Soitq€Q(E).

Montrer qu’il existe une unique forme bilinéaire symétrique sur E, notée ¢,
telle que ¢ = g,. On dira que ¢ est la forme bilinéaire symétrique associée a la
forme quadratique g . On dira que ¢ est non dégénérée si et seulement si ¢ est
non dégénérée. Si e est une base de E, on notera mat(g,e) = mat(q,e). On
Pappellera la matrice de ¢ dans la base e.

1.B.2)  Soit ¢ une forme quadratique sur E . Soit E' un second IK -espace vec-
toriel de dimension 7, et soit ¢’ une forme quadratique sur E’.

On appelle isométrie de (E, q) dans (E’,q’) tout isomorphisme f de E dans E’
vérifiant : pour tout x €E, q'(f(x)) = q(x).On dira que (E, q) et (E',q') sont iso-
métriques si et seulement si il existe une isométrie de (E, q) dans (E’,q’').
Montrer que (E, q) et (E',q') sont isométriques si et seulement si il existe une
base e de E et une base e’ de E' telles que mat(qg,e) = mat(q',e’).

1.B.3) Soit p € IN" . Notons ¢ = (s s Cpp) la base canonique de K7,

2p p
Pour tout x = 2 x;¢; € IK*? | on pose q,(x) =2 E x;%

i=1 i=1

i+p*

a) Montrer que q » estune forme quadratique sur IK*? et calculer mat(q , c) -
b) On appelle espace de Artin (ou espace artinien) de dimension 2p tout couple
(F,q),ou F est un IK -espace vectoriel de dimension 2p, et ou ¢ est une forme
quadratique sur F telle que (F,q) et (IK*?, q,) sont isométriques.
Montrer que dans ce cas, g est non dégénérée.
Lorsque p = 1, on dit que (F, q) est un plan artinien.
¢) On suppose que IK = € et pour tout
2p 2p
x= Y e € €’?, on pose g(x) = > x;
k=1 k=1

Montrer que (€%, q) est un espace de Artin.

d) On suppose que IK = IR et pour tout

2p p 2p

x = ExiciEIRZp,:onpose @ = x; - D x; .

i=1 i=1 i=p+l
Montrer que (IRZP ,q') est un espace de Artin.
e) Si (F,q) est un espace de Artin de dimension 2p, montrer qu’il existe un
sous-espace vectoriel G de F' de dimension p tel que la restriction de ¢ a G est
identiquement nulle.

J..g-\i‘"‘ d ,Y j’: dsj [ mamouni.myismail@gmail.com

-




MAMOUNI.NEW.FR
5 M AMOUNEMY TSMATT

Former pour réussir

Partie II -

Pour toute la suite de ce probléme, on suppose que ¢ est une forme bilinéaire
symétrique non dégénérée sur E, et on note g sa forme quadratique.

II.A -

II.LA.1) Soit e = (e, ...,e,) une base de E. On note encore e* = (e5 ,...,e* ) la
base duale de e. Soit p {1, ...,n}. On note F l'espace engendré par ey, ....e,, .
a) Montrer que F" est I'image réciproque par % de Vect(ef, 1 ,...ef ),ou h est

définie au I.A.1.
b) Montrer que dim(F) + dim(F") = n.
1L
¢) Montrer que (F~) = F.
I1.A.2) Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.
a) Montrer que (F + G)L - F'nGt.
b) Montrer que (FNG)" = F~+G".
II.LA.3) Soit F un sous-espace vectoriel de E . On note ¢ la restriction de ¢ a
F?.On dira que F est singulier si et seulement si ¢, est dégénérée.

Montrer que F est non singulier si et seulement si I'une des propriétés suivan-
tes est vérifiée :

e FNF'={0};

e E=F®F",

e F* estnon singulier.

II.LA.4) On dit que deux sous-espaces vectoriels F et G de E sont orthogonaux
si et seulement si pour tout (x,y) EF xG, @(x,y) = 0.

Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E orthogonaux et non singuliers,
montrer que F ® G est non singulier.

IL.B - Soit ¢' une seconde forme quadratique sur E dont la forme bilinéaire
symétrique associée est notée ¢’ . Comme au I.A.1, on note, pour tout (x,y) € E’ s

h(x)(y) = ¢(x,y) et h'(x)(y) = ¢'(x,y).

Soit e = (e}, ...,e,) une base de E. On dit que e est g -orthogonale si et seule-
ment si, pour tout (i,j) €{1, ...,n}2 ,aveci=j, gle;, ej) =0.

II.B.1) On suppose que E = R’ et pour tout (x,y)EIRz, q(x,y) = xz—y2 et
q'(x,y) = 2xy.

Déterminer une base q -orthogonale et une base ¢’ -orthogonale.

I1.B.2) Existe-t-il une base de IR’ orthogonale pour ¢ et pour ¢’ définies a la
question I1.B.1 ?

I1.B.3) Supposons que e est a la fois g -orthogonale et g’ -orthogonale.
Montrer que, pour tout i €{1,...,n}, e; est un vecteur propre de Rloh'.
I1.B.4) On suppose que ' oh' admet n valeurs propres distinctes.
Montrer qu’il existe une base de E orthogonale a la fois pour ¢ et pour q’.
II.C -

II.C.1) Soit x€E tel que q(x) = 0 et tel que x=0.

On se propose de démontrer qu’il existe un plan I C E contenant x et tel que
(TILg,;p) soit un plan artinien (ou ¢,; désigne la restriction de I'application ¢ au

plan 11).
a) Démontrer qu’il existe z € E tel que ¢(x,2) = 1
b) On pose y = z—‘@x . Calculer q(y).

¢) Conclure.
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I1.C.2) Soit F un sous-espace vectoriel singulier de E. On suppose que
(e, ...,e;) estune basede F N F'.Onnote G un supplémentaire de F N F" dans
F.

a) Montrer que G est non singulier.
b) Démontrer par récurrence sur la dimension de F N F* (en commencant par
dim(FNFY) =1, puis dim(F N FhHs1) quil existe s plans P,...,P, de E tels
que les trois propriétés suivantes soient vérifiées :

1) Pour tout i €{1, ...,s}, (P; q/p;) est un plan artinien contenant e;

2) Pour tout (i,j) € {1, ...,3}2 avec i = j, P; est orthogonal a P;.

3) Pour tout i €{1, ...,s}, P; est orthogonal a G .
I1.C.3) Montrer que F = G®P, @ ... ® P, est non singulier.
On dira que F est un complété non singulier de F.
II.C.4) Montrer que si ¢/ = 0, alors dim(F) < % .
II.C.5) On suppose que n = 2p . Montrer que (E,q) est un espace de Artin si et
seulement si il existe un sous-espace vectoriel ¥ de E de dimension p tel que
q/F =0.

Partie III -

On note O(E, q) 'ensemble des isométries de (E, q) dans lui-méme, c’est-a-dire
I’ensemble des automorphismes f de E vérifiant :
pour tout x €E, q(f(x)) = q(x).

IILA -

III.A.1) Soit f un endomorphisme de E .

a) Montrer que f€O(E,q) si et seulement si, pour tout (x,y) €E’
o(f(x), f(¥)) = o, ¥) .

Montrer que si F est un sous-espace vectoriel de E et si f€O(E,q), alors
FFY) = (F(F))".

b) Soit e une base de E . Calculer la matrice de la forme bilinéaire :

(x,y) = @(f(x), f(y)) en fonction de mat(f,e) et de mat(qg,e).
c¢) Posons M = mat(f,e) et Q = mat(g,e).

Montrer que f € O(E, q) si et seulement si Q = ‘MoMm .
d) Montrer que si f €O(E, q), alors det(f) €{1,-1}. On notera :

O'(E.q) = {f EO(E.q)/det(f) = 1} et O (E.q) = {f €EO(E, q)/det(f) = -1}.
II1.A.2) Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E tels que E = F®G.
On note s la symétrie par rapport a F paralléelement a G .

a) Montrer que s € O(E, q) siet seulement si F et G sont orthogonaux (pour ¢ ).

b) En déduire que les symétries de O(E, q) sont les symétries par rapport a F
parallélement & F*, oil F est un sous-espace non singulier de E .

¢) Lorsque H est un hyperplan non singulier, on appellera réflexion selon H la
symétrie par rapport & H parallélement & H'. Montrer que toute réflexion de
E est un élément de O (E,q).

d) Soit (x,y) €E” tel que q(x) = q(y) et g(x—y)=0.

On note s la réflexion selon H = {x -y} . Montrer que s(x) = y.

III.B.3) Soit f €O(E, q). On suppose que pour tout x €E tel que q(x)=0, on a
fx)-x=0 et g(f(x)-x) =0.

On se propose de démontrer que f €0 (E, q) et que E est un espace de Artin.
a) Montrer que dim(E)=3.

b) On note V = Ker(f - 1dg) . Montrer que q/y, = 0.

¢) Soit x€E tel que g(x) = 0. Notons H = {x}*. Montrer que q/ g nest pas
identiquement nulle.

En dedume qy il ex1ste yEE tel que g(x+y) = g(x—y) = q(y)=0.
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d) On note U = Im(f -1dg). Montrer que ¢/ = 0. Former pour réussir

e) Montrerque U" =V = U.
f) En déduire que E est un espace de Artin et que f€0'(E, q).

Partie IV -

IV.A - On souhaite démontrer le théoreme de Cartan-Dieudonné, dont voici
Iénoncé: «si f€O(E,q), [ est la composée d’au plus n réflexions, ou
n = dim(E), en convenant que Id; estla composée de 0 réflexion.»

IV.A.1) Montrer le théoréeme de Cartan-Dieudonné lorsque n = 1. On veut
ensuite raisonner par récurrence. On suppose donc que n>1 et que le théoréme
de Cartan-Dieudonné est démontré en remplacant E par tout espace vectoriel
de dimension n-1 .

IV.A.2) Conclure lorsqu’il existe x € E tel que f(x) = x avec q(x)=0.

IV.A.3) Conclure lorsqu’il existe x € E tel que q(x) =0 et q(f(x)-x)=0.
IV.A.4) Conclure dans les autres cas.

IV.B - On se propose de démontrer le théoreme de Witt, dont voici ’énoncé :
« soient F et F' deux sous-espaces vectoriels de E tels qu’il existe une isométrie

f de (F,q/p) dans (F',q/ ) (la définition d’une isométrie a été donnée au 1.B.2).
Alors il existe g € O(E, q) telle que g/ = f .»

IV.B.1) Montrer qu’on peut se ramener au cas ot F et F' sont non singuliers.

IVB.2) On suppose que F et F  sont non singuliers, avec
dim(F) = dim(F’) = 1. Soit x €F avec x=0. Posons y = f(x).

a) Montrer que g(x +y) ou g(x—y) est non nul.
b) Montrer le théoréme de Witt dans ce cas, en utilisant la question I11.A.2-d).

IV.B.3) On suppose maintenant que F et F' sont non singuliers, avec
dim(F) = dim(F')> 1.

a) Montrer qu’il existe F; et F, non singuliers, tels que F,LF, et F = F,®F,,
avec dim(F,) = dim(F)-1.

b) Supposons quiil existe g€O(E,q) telle que g/, =f/, . Notons
F', = f(F,). Montrer que f(Fz)CF’ll et que g(Fz)CF’lL. !

¢) Montrer qu’il existe

heO(F'™, q/F,lL) telle que h/g(FZ) = (ng_l)/g(Fz).

d) Montrer qu’il existe k € O(E, q) telle que k/F = f.
IV.B.4) Démontrer le théoréme de Witt.

A la prochaine
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Blague du jour

George Boole (1815-1864)

3 amis sont au restaurant. Apres leur repas, l'addition
s’éleve a 30 dhs. Ils donnent chacun 10 dhs. Le serveur
s’apercoit qu’il s ‘est trompé dans les comptes et qu’en
fait ils ne doivent payer que 25 dhs.

Comme 5 dhs n’est pas divisible en 3, il décide de garder
2 dhs de pourboire et de leur rendre le reste. Ainsi les
amis se partagent les 3 dhs et ils ont donc payé le repas 3
fois 9dhs = 27 dhs plus les 2 dhs du serveur, cela donne
29 dhs!

Ou est passé le dernier dh?

Logicien, mathématicien et philosophe britannique. Il est le créa-
teur de la logique moderne, que I’on appelle algébre de Boole en
son honneur. Autodidacte, il publia ses premiers travaux tout
en exercant son métier d’instituteur et de directeur d’école pri-
maire. En effet, issu d'une famille pauvre, George Boole n’a
pas les moyens financiers d’aller l'université, il fGit obligé de
travailler pour soutenir sa famille, il devient enseignant a 16
ans. Quatre ans plus tard, il fonde et dirige sa propre école. Ses
travaux lui valurent la Royal Medal de la Royal Society.

Il épouse Mary Everest, niece de Sir George Everest, le responsable
de la mission cartographique qui baptisa le mont Everest.

® Corrige : P’r. boujaida,

0 O Elémentaire mon cher Watson !

0 Sixq,x2 € Eet A € Kalors pour touty € E

h(x1+Ax2)(y) = @(x1+ Axo,y) = @(x1,y) + Ag(x2,Y)

et donc h(xy + Axp) = h(x1) + Ah(xp).

O AL? = () Kerh(a), c’est un sous espace vectoriel de E.

acA

O Kerh = {x € E/ Vy € E, ¢(x,y) =0} = E*?, dimE =
dim E* = n donc h est un isomorphisme si et seulement si

E+¢ = {0}.

O Sachant que pour tout forme linéaire f de E, f =

n
Y f(ei)ef, Il suffit d’écrire pour tout (i,) €[[1, nf
i=1

he;) = ih(e»(ei)ef - iwei,ej)ef

N.B: du fait que ¢ est symétrique, sa matrice

(h(x1) 4+ Ah(x2)) (). M(p),e) = ((p(ei,ej))i]. est symétrique.

0 Lamatrice de hi(x) en tant qu’élément de E* dans la base
e est le vecteur colonne [h(x)]. = M(h),ee*)X = QX,
sa matrice en tant que forme linéaire de E dans la base
e est le vecteur ligne M (h)(x),e) = '[h(x)]. = 'X') =
X0
Et ainsi ¢(x,y) = h(x)(y) = M(h)(x),e)Y ='XQY.
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N.B:sionnote X = (x;);, Y = (y;); et Q = (a;;);; alors
o(x,y) ="'XQY = ) ayxy; ()
1<ijj<n
En outre, puisque M (h),e,e’) = M(9),e) et que ¢ est
non dégénérée si seulement si /1 est un isomorphisme
alors
@ est non dégénérée <= M (@), e) est inversible

0 Soit g € Q(E), par définition de Q(E), il existe une forme
bilinéaire symétrique ¢ de E telle que g = gq,. Si maintenant
1§ est une forme bilinéaire symétrique vérifiant la méme con-
dition g = gy, l'identité de polarisation donne :

V() € B, glry) = 5 (0l +y) — () — 4()) = p(oy)

etdonc ¢ = ¢.

0 On va noter respectivement ¢ et ¢’ les formes polaires des
formes quadratiques g et q' .
Supposons qu'il existe une isométrie f de (E,q) dans (E’,q’).
Soit e une base quelconque de E et soit ¢’ son image par l'iso-
morphisme f.
Pour tout vecteur ¢; de e et son image e. par f , ¢'(¢})) =
q'(f(e;)) = q(e;) et donc par polarisation

V(i,j) €[1,nl, ¢'(€,€) = pleie)).

ce qui signifie que M (q)’,¢') = M (q),e).
Réciproquement, supposons qu’il existe des bases e de E et

¢’ de E' telles que M (q)’,¢') = M(q),e) et notons ) cette
matrice.

Soit f l'unique application linéaire de E dans E’ qui trans-
forme e en ¢’ M((f),e,e') = I, donc pour tout x € E, si X =

Mo

Former pour réussir
[x], alors [f(x)],, = X et parsuite g'(f'(x)) = 'XOQX = q(x).
f est donc une isométrie de E sur E’.

2p P
0 Pourtoutx = Y xic; € K7, qp(x) =2} xixi4 .
i=1 i=1
2p 2p
0 On pose pour tout x = Y _xic; € K¥ ety = Y yic; €
i=1 i=1

K?2?
p

pr() = 5 (0x+) = () ~0(9)) = iy i)
i=
On vérifie que ¢, est une forme bilinéaire symétrique, et
que g, est la forme quadratique qui lui est associée.
La lecture de la matrice de g, peut étre faite directement
a partir de l'expression de ¢,(x, y) selon la formule (),
question (I.A.4.b).

_ (0 I
M@= (7 §)
On notera dans la suite de ce corrigé ], cette derniere
matrice.

0 gy est non dégénérée puisque elle représentée par la ma-

trice inversible ], (det(J,) = (—1)”) dans la base canon-
ique de K%.
Si maintenant (F,q) est un espace de Artin, il est
isométrique a (K*,q,). q et g, seront donc représentées
par une méme matrice () dans des bases bien choisies de
F et de K?". qp est non dégénérée donc toutes ses matri-
ces sont inversibles. () est donc inversible et par suite g
est non dégénérée.
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0 En remarquant que M (q),¢) = Ipp, il suffit de trouver

une base e de C?* telle que M(9)p,e) = Ipp. Ce qui peut

nous faire penser a une certaine méthode de Gauss (vue

pour les formes quadratiques réelles ... quand méme).
2p

Soit x = Y xxcp € C*,

P
Z Xk + xk+p
k=1

p

k=P
gp(x) =2, YeXk+p =
k=1

NI~ NI

k=1 k=1
2p

P 1
= —Z xk+xk+p) T3 Y (i, —

= k=p+1
On consideére alors la famllle de formes linéaires ¥ =

(Y1, ¢, -+, llsz) définies par

— (xx — xk+p)2)

p
Y (o + xig )+ Y (i — ixk+p)2)

ixg)’

2p
est sa base anté-duale, alors pour tout x = Z Ykex =
k=1
2p
Y r(x)ex € E
k=1
2p
x) =) v
k=1
etdonc M ((q)p,e) = Ly CQFD.

N.B : Rien n’empéche d’utiliser la méthode de Gauss
pour une forme quadratique 4 d’'un C-ev E. Elle per-
mettrait de prouver l'existence dune base de formes
linéaires (1, ¢o,...,Pu) et de scalaires complexes
a1, &, ..., 0 tels que

Vx € E, g(x

Z i (x

1 , 1 .
Pr(x) = ﬁ(xk + Xjeyp) sik €[[1, pllet g (x) = ﬁ(lxk p —ixg) sik € [p i bstllors non dégénérées si et seulement si tous les co-

ZlPk

peut résumer matr1c1ellement par

1 (L, il
«(F) = p p
mate: (%) V2 (IP _iIP>

On note P cette derniére matrice.

Procédure de routine (opération par blocs, L2 < L2 —
L1):

' I, 0|, il,|_ |, il I, il
Donc detP # 0 et par suite ¥ est une base de E*. Si e

de telle sorte que g, (x 2, Définitions qu’on

soit

= (_21')77

efficient a; sont non nuls, et dans ce cas en considérant
pour tout k € [1,n], un complexe By tel que B7 = a,

o = ﬁll)k et ¢’ la base anté-duale de (¢}, ¢5, ..., ¢),),

nous aurions

n n
V=Y we, q(x) =Y ui
k=1 k=1

Ainsi par “transitivité”, si K = C et dim E est paire alors

(E,q) estun espace de Artin <= g est non dégénérée

La on se retrouve en terrain connu, celui des formes
quadratique réelles.

Il suffit de trouver une base ¢’ de R? telle que
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N / o I O
Mty =M= (¢ )
2p
ou encore une base ¢’ telle que pour tout x = ) _y,e,
i=1
4 2p
qp(x) = Z%z - ) y2. On reconnait la 1'écriture
i=1 i=p+1

canonique d’une forme quadratique de signature (p, p).
il suffit donc de montrer que la signature de g, est (p, p).
2p
Soit x = }  x;c; € R¥
i=1

1 4 2p
qp(x) = 5 Y (x4 xip)? — 5 Y (xip—x)?
i=1 i=p+1

il reste a justifier que la famille de formes linéaires
(Y1, %2, -+, ¢op) définies par

p(x) = x; +xipesii €[], pllet¢i(x) = x;_p —x;sii €[p+
est libre. Pour cela, il suffit de justifier que la matrice

<)

IP _IP
N.B: La encore, en déployant un raisonnement simi-
laires a celui fait a la fin de la question précédente, on
prouve que si K = R et dim E = 2p alors
(E,q) est un espace de Artin <= la signature de g est (p

est inversible.

Soit (F,q) un espace de Artin de dimension 2p, et soit
donc f une isométrie de (K, q,) sur (F,q).

Le sous espace vectoriel V = Vectcp de K? est de di-

Mo

Former pour réussir

mension p et il vérifie : Vx € V,q,(x) = 0.
Son image f(V) est un sous espace vectoriel de F de
dimension p (f est un isomorphisme) et elle vérifie :

Vx eV, q(f(x)) = qp(x) = 0.

g 0

1,2p] 0
U

g 0

Soit i € E*. h est un isomorphisme puisque g est non
dégénérée, soit donc 1'unique vecteur x € E tel que

P = h(x).
On peut alors écrire = Y _ h(x)(e;)e; = )_ ¢(x,¢;)ef et
i=1 i=1

par suite
Y € Vect{ey q,€p40, - e, } <= Vi €[, p], p(x,e) =0 =
etdonc : ¢ € Vect{e, 1,€p,p, - €5} <= P € h(FL)
Ainsi h(F-) = Vect{e; 1, €50, €5}
h est un isomorphisme donc dim FX = dimh(F') =
n — p. soit

dimF 4+ dimF- =n
Soit ¥ € F alors pour tout y € F*, ¢(x,y) = 0 et donc
x € (FY)*. Ce qui montre que F C (F)". Ensuite les
relations dim F + dim F+ = dim F* + dim(FY)t = n
donnent dim F = dim(F*)* et ainsi (F-)* = F.
Un vecteur de (F +G)* est orthogonal a tout vecteur de
F et a tout vecteur de G donc (F + G)* € F- NG etin-
versement un vecteur qui est a la fois orthogonal a tout

vecteur de F et a tout vecteur de G va étre orthogonal a
tout vecteur de F + G, soit F- NG+ c (F + G)*.

HE mamouni.myismail@gmail.com

. 105 '



PROBLEMES CORRIGES-MP

<4
-y

MAMOUNI.NEW.FR
5 M AvoUNEMY TSMATT I

Mo

Former pour réussir

Alors (F4+G)* = F-nG*

0 1 suffit d’appliquer le résultat du a) a F- et G et de
passer ensuite a I’'orthogonal.

O Notons que F-or = {x € F/ Wy € F, ¢(x,y) =0} = FNF*.

O Avec les formes quadratiques de R?, g(x,y) = 2xy et
7 (x,y) = x* — y?, nous avons
o((x,y), (xy) = xy' +yx' et ¢'((x,y), (x,y)) = xx" — yy/
((1,1),(1,—1)) est une base g-orthogonale de R?
((1,0), (0,1)) en est une base ¢'-orthogonale.

- [1 = 2)] Supposons que F est non singulier. ¢ est donc non
dégénérée et donc d’apres (I.A.3), Fror = {0} soit FNF+ =
{0}.

-[2 = 3)] Supposons que F N F+ = {0}. Nous avons dim F +
dim F* = dimE donc F @ F+ = E.

- [3 = 4)] Supposons que F @ F+ = E. Alors F- N (F)+ =
{0} et donc (FL)L"’FL = {0}. Alors ¢, est non dégénérée et
donc F* est non singulier.

-[4 = 1)] Supposons que F! est non singulier. L'implication
1 = 4) ayant été justifiée, il suffit de I'appliquer a F* pour
s’assurer que F est non singulier.

O Supposons que F et G sont orthogonaux et non singuliers.
Notons que le fait que F et G soient orthogonaux signifie que
F C G*. Puisque GNG* = {0} alors FNG = {0} etdoncla
somme F + G est bien directe.

Soit maintenant x € (F @ G) N (F @ G)*, et posons x =
Xp+xgouxr € Fetxg € G.

(F®G)t = F- NGt doncx € FA NGt

x € F+ donc pour tout u € F, ¢(x,u) = ¢(xg,u) = 0, et donc
xp € FN F*. F est non singulier donc xp = 0.

De méme x € C* donne xg = 0.

Alors x = 0 et donc (F®G)N(F® G)t = {0}. F® G est
donc non singulier.

Soit e; = (a,b) un vecteur non nul de R? et voyons s'il peut
exister un vecteur e; = (x,y) tel que (e1,ep) soit une base de
R? a la fois g-orthogonale et ¢’-orthogonale. On devrait avoir

(S){bx+ay:0

ax —by =0
ce systéme linéaire a pour déterminant § = —b* — a>. 1 est
non nul donc § # 0. (S) a donc pour unique solution la solu-
tion nulle.

2

Ainsi il n’existe aucune base de R? qui soit a la fois g-
orthogonale et g'-orthogonale.

D’apres des résultats démontrés dans la premieres par-
ties pour toute base e de E, M((h),ee*) = (qo(ei,ej))i]..
On voit ainsi que e est une base g-orthogonale si et seule-
ment si M (h),e, e") est diagonale. Plus exactement e est g-
orthogonale si et seulement si

M(h),e,e”) = diag(q(er), q(e2), - - q(en))-
Notons aussi que puisque g est non dégénérée M (h), e, e”)
est inversible et donc dans le cas ol e est une base g-
orthogonale alors g(e;) # 0 pour touti € [[1,n]
Supposons que e est une base a la fois g-orthogonale et g'-
orthogonale de E alors

M () Vol e) = M((h) e e) M(h) e, ") = diag (q'(el) 7(e2) ||

qer) " q(e2)
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/\/l((h)_1 oI, e) est diagonale donc la base ¢ est formée de
vecteurs propres de h ! o It'.

0 Supposons que 1! o i’ admet n valeurs propres deux a deux
distinctes, il est donc diagonalisable. Soit e une base de diag-
onalisation et posons pour tout i € [1,n] hrol(e) = Aej
ou encore 1 (e;) = A;h(e;). Vu la définition des applications h
et I’ ceci signifie que

Vi e[[1,n], Vx € E, ¢'(x,¢;) = Aip(x,¢;)
Ainsi pour tout p € [1, n], un vecteur x qui serait orthogonal
aux vecteurs eq, ey, - - - , e, pour 4 le serait aussi pour q'.
Posons alors pour tout p € [1,n], V, = Vectep. Sip > 2
alors V, N VPL_ 1 est non nul, car sinon nous aurions dim V), +
dim V,j_1 <mnsoitp+ (n—p+1) =n+1 < n Considérons
alors une famille de vecteurs (u1,uy, - - -, uy) telle que

u =e
1 .

up € Vp NV, \{0} sip>2
Pour tout p > 2, u, est orthogonal aux vecteurs
e,y ,ep_1 pour q donc aussi pour g' et donc il est ort
hogonal aux vecteurs uy,u,- -+ ,u,1 (car ils sont tous dans
V,—1 = Vectep — 1) pour g et pour q'. Au final la famille
(u1,up, -+ ,uy) esta la fois g-orthogonale et 4’-orthogonale.

O x € E tel que x # 0 et g(x) = 0. (on dit que x est un vecteur
g-isotrope).

0 g est non dégénérée, donc x ¢ E*, il existe donc au
moins un vecteur v € E tel que ¢(x,v) # 0. En posant
z = (1/¢(x,v))v nous avons ¢(x,z) = 1.

Mo

0 Avecy =z — (4(z) /2)x nous avons

2
) = 1)+ L) 252 gz, ) = 0

O o(x,y) = ¢(x,2) = (9(2)/2)q(x) = ¢(x,z) = 1. Donc y

est non colinéaire a x car sinon nous aurions ¢(x,y) = 0.
Soit IT le plan engendré par x et y. Pour tout vecteur
v=ax+ By ell
9(v) = a®q(x) + Bq(y) +20Po(x,y) = 2ap
Alors (I, q17) est un espace de Artin.
O F un sous-espace vectoriel singulier de E et (e, e, - ,€5)
une base de F N F. G un supplémentaire de F N F* dans F :
F=(FNF") &G.

OF- = (F-+F)NnG-donc FNF- = [FN(F-+F)] N
Gt =FNnG™.
Comme G C FalorsGNG* C FﬁFL,maisGﬂGL CcCG
etGN (FNFY) = {0} donc GN G+ = {0}.
D’apres la question (II.A.3), G est non singulier.
0Sis=1 FNF: = Key. ey € FX donc p(e1,e1) = 0et
pour tout v € G, ¢(ey,v) = 0. Donc g(e;) = Oete; € G*.
Considérons la restriction g; de g sur G-
D’aprés la question (IL.C.1) il existe un plan artinien P;

pour g; dans G* contenant e;. P; est naturellement or-
thogonal a G pour g. Ce qu’on nous voulions démontrer.

Sis > 2, supposons que la propriété est vraie pour tout
sous-espace F’ tel que dimF' N F'+ =5 —1.
Posons F' = Vectes — 1 et E' = (G ® Kes) .
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G®Ke; C Fdonc F- ¢ E.F' ¢ FNF+ ¢ F' donc
F' CE.

De plus F/ C Ft et F* C F'* donc F C F'* soit
F'NF'+ = F. {0} estle seul supplémentaire de F' N F'*
dans F'.

dim F' N F'* = s — 1 donc par hypothese de récurrence
il existe des plans artiniens P;, P, - -+, Ps_1 dans E’ qui
sont deux a deux orthogonaux et qui pour chaque k €
[1,5 — 1], P contient ey.

Ses plans, puisqu’ils sont dans E’, sont tous orthogonaux
a G et au vecteur es.

Considérons maintenant le sous-espace E” = (G & P, &
@ P,_1)t.es € E” et g(es) = 0 donc il existe un plan
artinien P; de E” contenant e

Finalement

- [e] Pour tout k € [[1,s]], P est un plan artinien contenant
.

- [#] Les plans P sont deux a deux orthogonaux

- [#] IIs sont tous orthogonaux a G.

CQFD

F=G®P & - PP, les plans Py étant deux a deux orthog-
onaux et tous orthogonaux a G.

Soit x € FNF et posons

S
x=y+ ) x, ouye Getxyc P pourtoutk €1,s]

k=1

Soitv € G.x € F~ C G*, donc ¢(x,0) = 0. Les plans Py sont
orthogonaux a G donc pour tout k € [1,s], ¢(x¢,v) =0.

On en déduit que ¢(y,v) = 0 et ceci pour tout v € G. Alors
y € GNG' etdoncy = 0.

Ensuite, soit pour k € [1, s], un vecteur quelconque vy de P,
alors ¢(x, ) = 0 puisque F~ C Pl et o(x;,vp) = 0sii # k
puisque dans ce cas Py est orthogonal a P;.

Dot ¢(xx, vx) = 0, et ceci pour tout v € P. Mais (P, q/p,)
est artinien donc g, p, est non dégénérée, par suite x; = 0.

Finalement x = 0, et donc FNF " = {0}.
Notons qu’en général :
-[6] F = G® P, ®---®P; donc dimF = dimG +2s =
dim F +dim F N F™.
- [0l 4/r =0 <= @ par = 0 < Y(u,0) € F?, p(u,0) =
0<= FCF".
Ainsi si g, = 0, alors dimF < n — dimF et donc dimF <
n/2.
Supposons que n = 2p.
Supposons que (E,q) est un espace de Artin, il existe donc
une base e de E telle que

2p

p

Vi =) xie; € E q(x) =) xixipp
i=1 i=1

Si on pose F = Vectep, on voit alors que pour tout x € F,

g(x) = 0. dim F = p etnous avons bien g, = 0.

Réciproquement s’il existe un sous-espace vectoriel F de E
de dimension p et tel que q,r = 0.

FC FtdoncFNF- =FetdoncE =P &P, & & P, ont
Py, P,,---, P, sont des plans artiniens deux a deux orthogo-
naux. Nous avons alors dim F = 2p et donc F = E.
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Soit pour tout k une base (ex, ui) de Py telle que g(ex) =
q(ux) = 0et g(ex, ug) = 1.

b = (e;,---,ep,uy,---,up) est une base de E, puisque E =
PLOP® - P,

p
Maintenant pour tout x = ) (xgex + Xy ptis) € E, les

vecteurs xgey + Xyt étant deux a deux orthogonaux (car

les plans Py le sont) on aura
p p

q(x) = Z q(xkex + Xjeppii) = 2 Z Xk Xk+4p
k=1 k=1
Ainsi E est un espace de Artin.

N.B : avec dimE = 2p et dimF = p et donc aussi
dimF = p
qp=0+FCF- <= F=F"

Résumons : Si E est un K-ev de dimension 2p muni d"une
forme quadratique g, alors

g est non dégénérée

Mo
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alors

¢(y1,y2) = ¢(x1,x2) =0
donc f(F+) C f(F)*.Comme f est par définition un au-
tomorphisme alors dim f(F1) = dimF* = n — dim F et
dim f(F)* =n —dim f(F) = n — dimF
et ainsi dim f(F1) = dim f(F)*. Alors f(F1) = f(F)*
N.B: Si jamais F est stable par f (et donc f(F) = F), ce
qui précede démontre que f(F1) = F*.
Posons pour tout (x,y) € E, p(x,y) = ¢(f(x), f(y)),
M = M((f),é) et() = M(((]),E)

Soient x,y € E et soient X = [x]. et Y = [y],, nous avons
alors

p(x,y) = o(f(x), f(y)) = "(MX)QMY) ="X'MOMY
donc M (), e) = 'MQOM.
fre OEq <= ¢ = ¢ = M(Ye =
M((9),e) = Q ="MOM.

Si f € O(E,q) alors 'MQM = Q et en passant au déter-

(E,q) est un espace de Artin <= {

0 O Lidentité de polarisation est votre amie

V() € B, plny)= 5 (gt y) - q(x) — 4(v)
Soient ensuite f € O(E, g) et un sous-espace vectoriel F O Supposons que s € O(E,q).
de E. Pour tout x € Fety € G, ¢(s(x),s(y)) =
Soient y; € f(F-) etyy € f(F), et soient x; € F et —@(x,y) et donc ¢(x,y) = —@(x,y) soit ¢(
xp € Ftel quey; = f(x1) et y» = f(x2). Nous avons et G sont donc orthogonaux.

il existe un sev F de E tel que F* = F minant on aura det(M)?det(Q)) = det(Q). g est non

dégénérée donc () est inversible et donc det(M)? = 1.
Ainsidet(f) € {—1,1}.
O F et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. s
la symétrie de E d’axe F et de direction G.
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Réciproquement, supposons que F et G sont orthogo-
naux.

Soit x € E. x+s(x) € Fetx—s(x) € G donc
¢(x +s(x),x —s(x)) = 0, ce qui donne ¢(x,x) —
¢(s(x),s(x)) = 0 ouencore g(s(x)) = g(x).

Alors f € O(E,q).

Une symétrie est dans O(E, q) si et seulement si son
axe F et sa direction G son orthogonaux, F et G étant
naturellement supplémentaires nous aurions forcément
G =F! (car G C F* etdim G = dim F* = n — dim F).
Soit s la reflexion de E d’axe H. Soit e un vecteur di-
recteur de la droite H™ et (e2,€3,- -+ ,e,) une base de H.
H est non singulier donc H et H sont supplémen-
taires et donc b = (e,ep,- - ,e,) est une base de E et
M(s),b) = diag(-1,1,---,1).

Alors det(s) = —1etdoncs € O (E, q).

x,y € E tels que q(x) = q(y) et g(x —y) # 0. Soit
H={x—y}* = (K(x—p))".

Notons que g(x — y) # 0 implique que H- N H = {0} et
donc que H est non singulier.

Soit maintenant s la réflexion d’axe H.

1 1
X = E(x-i—y)—i—i(x—y) avec

1
E(x—y) e H-

S0 +y) € Haat g(x —y,x ) = 4(x) — q(y) =0

donc s(x) = %(ery) — %(Hy) =Y

N.B:six # vy, g(x) = q(y) mais g(x — y) = 0, il ne peut
exister de réflexions s de E telle que s(x) = y.

En effet, si une telle réflexion existait et H désignait
son axe, alors s(x —y) = y —s?(x) = y — x et donc
x —y € H* ou encore H* = K.(x — y). Mais comme
g(x —y) = 0,alors x —y € {x —y}~ = H. H est donc
non singulier, il ne peur étre 1’axe d"une symétrie orthog-
onale.

O E estun espace de Artin de dimension 2p et F un sous-espace

de E tel que q,r = 0.
Soit f € O(E, q) tel que f(F) = F.

On reprend la base b = (ey,---,ep, U1, -+ ,up) construite
dans (II.C.5) et qui vérifie pour rappel les conditions suiv-

antes
(e1,€2,- -+ ,ep) est une base de F

Les plans Py = Vect{e, u;} sont 2 a 2 orthogonaux
Vk €[1,p], qlex) = q(uc) = 0 et g(e, ux) = 1.

Dans cette base, les matrices () et M de ¢ et de f sont de la

forme (F étant stable par f)

(0 I, (A B\ .
Q_<Ip O) et M_<O C) ou A, B,C € My(K).

D’apres (III.A.1.c), nous avons () = 'MQM, ce qui donne

0 ‘CA (0 I,
'AC 'BC+'cB)  \I, 0

On en déduit que ‘CA = I,, et donc

det(f) = det(A) det(C) = det('C) det(A) = det('CA) = 1.

Alors f € OT(E,q).

O F un sous-espace de E tel que F = E et f € O(E, q) telle que
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f/ E — idF.

Soits = dim FN F*.

Il existe par définition du complété F des plans artiniens
deux a deux orthogonaux et tous orthogonaux a G tels que
E=GoP @ - -DPs.

G est non singulier donc G @ G = E. Le sous-espace H =
PL®P,--- @ Ds etinclu dans G, car les plan P le sont tous.
De plus dimG* = dimH = n — dimG, donc G+ = H =
PP D P

Maintenant, f,; = idg, en particulier f(G) = G et donc
f(H) = H. G et H sont ainsi des sous-espaces supplémen-
taires dans E, tous les deux stables par f donc det(f) =

det(f/c) det(f,n) = det(f/u).
H est un espace de Artin puisque FN FX C H,

dimFNF+ = %dimH et gr~r. = 0. De plus f,r = idr donc
f(FAFY) = FNFL Dapres la question précédente nous
avons donc det(f,y) = 1.

Par suite det(f) = 1.

Une deuxieme facon : sans utiliser la question précédente.

Il existe une base b = (&1, -+ ,€y—2s,€1°* ,€5,U1, -+ ,Us) de
E telle que (e1,- -+ ,€,_2s) soit une base de G, (eq, ez, ,¢€s)
une base de F N F* et pour tout k € [1,p], (ex, ux) une base
de Py avec q(ex) = q(uy) = 0 et ¢(er, ux) = 1.

Dans cette base, les matrices de ¢ et de f sont de la forme

A0 0 L, 0 A
0 L O 0 0 C

Mo
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La matrice A étant celle de ¢/, la forme de M est due au
fait que (e1,---,€n—2¢,€1- - ,€5) est une base de F et que

f/p =1idp.
La relation Q = !MQM donne ici

A 0 0 A0 0
0 0 C =0 0 I
FAA 'C 'BC+ICB 0 I 0

En particulier C = I; et donc det f = detC = 1.
O f e O(Eq) telque : Vx € E, g(x) # 0 = (f(x) —x #

Oetq(f(x) —x)=0).
F un sous-espace de E stable par f.

O Puisque g est non dégénérée, il existe au moins un
vecteur x € E tel que g(x) # 0.
q(x — f(x)) = 0 donc forcément la famille (x,x — f(x))
est libre (et donc déja dim E > 2).
Ensuite g(x — f(x)) = 0 donc x — f(x) est orthogonal a
lui méme. De plus
0 — glx — f(x)) = a(x) +q(F(x)) - 20(x, F(x)) —
2(q(x) — p(%, £(x))) donc p(x, f(x)) = 4(x). On en dé-
duit que ¢(x,x — f(x)) = 0, et donc que x — f(x) est
aussi orthogonal a x.

Alors x — f(x) € Vect{x, f(x) — x}L avec x — f(x) # 0.

q est non dégénérée donc forcément Vect{x, f(x) — x}
est inclu strictement dans E.

Alors dim E > 3.

O V =Ker(f —idg).
Soit x € V, alors f(x) —x = 0 et donc par contre—
apposée de I'hypothese faite sur f, g(x) = 0. Ainsi
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q,v = 0.

Soit x € E tel que g(x) = 0 et soit H = {x}*.

dimH > n — 1 selon que x = 0 ou non. Comme n > 3
alors dimH > n/2. On ne peur donc avoir g, = 0,
selon (I1.4.C).

Soit maintenant y € H tel que q(y) # 0. x € H* donc
¢(x,y) = 0etdonc q(x +y) = q(x) +4(y) = q(y). De
méme q(x —y) = q(y)-

Soit z € U et soitdonc x € E tel que z = f(x) — x.
Sig(x) # O0alors q(z) = q(f(x) —x) = 0.

Si g(x) = 0 alors il existe y € E tel que g(x +y) =
q(x —y) = q(y) # 0.

q(y) # 0 doncq(f(y) —y) = 0.

q(x +y) # 0done g(f(x +y) — (x+y)) = q(z + f(y) —
y) = 0etdoncq(z) +2¢(z, f(y) —y) = 0.

De méme g(x —y) # 0 donne q(z) —2¢(z, f(y) —y) = 0.
La somme de ces deux derniéres relations donne g(z) =
0.

N.B: Nous avons ainsi démontré qu’en fait : Vx ¢
E q(f(x) —x) =0.

qu = qv = 0doncdimU < n/2 etdimV < n/2.
D’apres la formule du rang dim U + dim V' = n donc n
est forcément paire et dim U = dim V' =n/2.

q/u = 0donc U C U*, dimU"' =n—dimU = n/2 =
dim U donc U+ = U.
Soient ensuitez € Uetx € V. f(x) = xetilexistey € E
telquez = f(y) —v.

¢(z,x) = ¢(f(y) —y,x) = ¢(f(y), f(x)) — ¢y, x) = 0.
Donc V C U™. L'égalité des dimensions donne alors
V=ut.

O E est de dimension paire et V et un sev de E de dimen-
sionn/2telque q,y = 0. D’apres (I1.C.5), E est un espace
de Artin.

De plus V. = Ker(f —idg) donc f(V) = V et donc
d’apres (IILB.1) f € O (E, q).

N.B: Il est aisé de vérifier que (O(E, q), o) est un
groupe.

Si F est un sous-espace non singulier de E, on notera dans la suite
sr la symétrie orthogonale de E d’axe F.

0 Sin =1, posons E = K.e. Soit f un automorphisme de E et
posons f(e) = Ae. q(f(e)) = g(e) si seulement si A?> = 1, soit
A = £1. Dans ces cas f = +idg. Les deux endomorphismes
idg et —idp sont effectivement des isométries de E, ce sont
donc les seules. —id est la réflexion de E d’axe {0}.

O Supposons qu’il existe x € E tel que f(x) = x et q(x) # 0.

q(x) # 0donc H = (Kx)* est un hyperplan non singulier,
la forme quadratique g5 est donc non dégénérée. Kx est sta-
ble par f donc H est stable par f. Soit f' I'endomorphisme
induit par f sur H. f est un automorphisme de H et pour
tout x € H, q,u(f'(x)) = 9(f(x)) = q(x) = q/n(x). Donc
f' € O(H,q;n).

Par hypothese de récurrence, f’ est la composée d’au plus
n — 1 réflexions s’Hi,s}%,- .o ,sgﬂ de H.
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Posons pour tout k € [1,7], Hy = Kx & H;. Kx et H; sont
orthogonaux et tous les deux non singuliers donc H est un
hyperplan non singulier de E (d’apres (IL.A.4)).
Nous avons ensuite

S, 0+ 051, (x) = x = f(x)

Vy € H,spy 0+ osp,(y) = sppo--osy(y) = f(y) = f(y)
donc f = sy, o---osy,. f esticila composée d’au plus n — 1
réflexions de E.

O Supposons qu’il existe x € E tel que gq(x) # 0 et g(x —

f(x)) # 0.

Nous avons g(f(x)) = g(x) et g(f(x) —x) # 0 donc
d’apres (IIL.A.2.d), la réflexion sgy ott H = { f(x) — x}* vérifie
su(f(x)) = x.

Posons ¢ = sy o f. Alors ¢ € O(E,q) et g(x) = x avec
g(x) # 0. Nous retrouvons les hypotheses du cas précédent.
Il existe donc au plus n — 1 réflexions sy,,Sp,,- - ,sy, de E
telle que ¢ = sy, osy, 0+ osy,.

Sachant que S%{ = idg, nous avons donc f = sy o sy, 05y, ©
. oS,

Alors f est la composée d’au plus n réflexions.

O Le cas restant : il n’existe aucun vecteur x € E tel que
q(x) # 0et (f(x) = x oug(x = f(x)) # 0).

Autrement dit : Vx € E, gq(x) # 0 = f(x) —x #
0etq(f(x) —x) =0

Nous retrouvons ainsi les hypotheses de la question (III.B.3).
Alors E est un espace de Artin et le sous-espace U = Ker(f —
idg) = Im(u — idg) est de dimension p = n/2 et vérifie
qg/u =0.Deplusn >3 doncenfaitn > 4etp > 2.

Mo
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Soit (e1,ez) une famille libre de U. U = Im(f — idg) donc il
existe des vecteurs vy et vp dans E tel que (f —idg)(v1) = e
et (f - idE)(Z)z) = ey.

(v1,v2) est une famille libre car sinon son image par f — idg,
ie (eq, ep) serait liée.

Soient a1, g, B1, B2 des scalaires tels que
a1e1 + azep + f101 + Pova =0

Puisque e1,e; € Ker(f —idg) en appliquant f — idg a cette re-
lation nous obtenons Bie; + Breo = 0 et donc 1 = B2 = 0.
Par suite nous avons aussi a1 = ar = 0.
La famille v = (eq,ep,v1,v7) est libre. Considérons alors le
sous-espace F = Vect(v). Nous avons

f(el) = el,f(ez) = ez,f(vl) =e1+ 0 etf(vz) =ey+ 1y
donc F est stable par f. Soit f I'endomorphisme induit par f
sur F. La matrice de f’ dans la base v de F est

10

10
01
A= 10
01

o O O
S O

Ce qui permet de rapidement voir que Ker(f' — idp) =
Im(f' —idp) = Vect{es,e,}. Notons U’ ce sous-espace.

U’ C U donc g, = 0. Ce qui permet d’affirmer que

VxeF, g(x) 20=x¢ U = f'(x) —x #0etqg(x — f'(x)) =0
A son tour f’ vérifie les mémes hypotheéses que vérifiait 1'i-
sométrie f de E donc (F,q,r) est un espace de Artin. q,p est

non dégénérée donc F est non singulier et par suite F @& F- =

E.

Les vecteurs v; et v, ayant rempli leurs mission, oublions

les et considérons plutdt deux vecteurs u; et uy tels que

HE mamouni.myismail@gmail.com

. 113 '



<4
[ S

. . MAMOUNI.NEW.FR
PROBLEMES CORRIGES-MP 5 M AMOUNEMY TSMATT I

Mo

Former pour réussir

(e1, ez, U1, Up) soit une base “artinienne” de F, ie telle que Si nous posons G, = Vect{g3,g4}J' alors (sg, 0 g)/r = idF.
q(u1) = q(uz) = 0, ¢(e1, u1) = @(ez, u2) = 1 et Vect{ey, uq } LVect{ep, us}

f(uy) —uq et f(up) — up sont des vecteurs de U’ donc on peut

écrire

Passons a F maintenant. F est stable par g donc F* aussi.
Par hypothese de récurrence I'isométrie ¢” induite par g sur

[ est la composée d’au plus 1 — 4 réflexions sy, Spyr, . .., Sey
f(“l) = u1 +are1 + Bre2 p p H}sSH}s - -+ /5H]

_ de . Posons alors pour tout k € [[1,7] H, = H. + F. H.
f(u2) = uz +azer + Boer o p [1.7] AR k
et F sont non singuliers et orthogonaux (H; C F—), donc Hy

u1),u1) = g(uy) = 0 donne a; = 0 et de méme B> = 0.
o(f (), m) = q0u) ! P2 est non singulier. C’est aussi un hyperplan de E, soit donc la

¢(f(u1), f(u2)) = @(u1,u2) = 0 donne 0 = ¢(u1 + Prez, uz + refléxion sy, de E d’axe Hy. et posons i = sp, 0Spp, 0 -+ - 05y,
aer) = ap + Bi. Nous avons alors
Notre écriture devient alors ) Vx e Ft, sG, 08(x) = g(x) = h(x)

flin) =t aer oy o 20 caru ¢ U Vx e F, s, 08(x) = x = h(x)

f(u2) = up — aey car si x € F*, nous avons F- C G, et g(x) € F' donc
Soit maintenant le sous-espace G; = Vect{e,, uz}L de E 56, © (%) = 8(x).

Etsi x € F, alors pour tout k € [1,7], x € Hy donc s, (x) = x
et donc hi(x) = x.

Ainsi sg, 0 ¢ = h, soit sg, 0sg, © f = sy, 08y, 0+ -- 05y, ou
encore

(noter qu’alors ey, u1 € Gq) et posons g = sg, o f.

F est stable par f et par sg, donc stable par g et la ma-
trice de l'isométrie ¢’ induite par ¢ sur F dans la base

u = (e1,ep, Uy, up) est f =56, 056, 0SH, OSH, OO 5K,

10 00 1097 ~a 190 0 Jru Il suffit ensuite de voir que les symétries s, et sg, sont cha-
0 -10 0 01 a O 0 -1 —a O ) s ! 2

B = 00 1 0 001 ol=lo o 1 o cune la composée de deux réflexions (par exemple sg, =
0 0 0 -1 000 1 00 0 -1 S{ey} L ©Sep) 1) pour conclure que f estla composée d’au plus

. y 4 n /ﬂ . .
¢’ est la symétrie orthogonale de F d’axe Vect{ey, €2 } et de di- reriexions

rection Vect{es, ¢4} (diagonaliser Bipiour lelvoir) avec MAKING OF : Il s’agissait d’imiter la démarche suivie dans les

€1 =e1 —aex +2u; et & =eq+aey — 2y cas précédents, donc de trouver une symétrie orthogonale

€3 =wne1 +ex+2uy et &4 =we; —er+2u s¢ telle que H = Ker(sg o f —idg) soit non nul et d’appliquer I'hy-
Les vecteurs g, sont choisis non isotropes et formant une base potheése de récurrence a I'endomorphisme induit par sg o f sur H*
orthogonale de F. (forcément stable par s¢ o f).
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En aucun cas Sg ne devrait étre une réflexion car dans ce cas un
vecteur non nul x de H, va vérifier sg o f(x) = x donc f(x) = sg(x)

et donc f(x) — x € G, mais f(x) — x est isotrope et donc G+ C G.

G est donc non singulier et ne peut donc étre I'axe d"une réflexion.
Noter que de toute fagon, on aurait toujours f(x) —x € Gt si
sg o f(x) = x, et donc G doit contenir au moins une vecteur non
nul de U.

On commence par essayer d’appréhender f quand dimE = 4 (la
dimension minimale que peut prendre E), on confectionne dans le

Mo

Former pour réussir

cas général un sous-espace de E de dimension 4 stable par f et on
injecte.

N.B : la réponse est trop longue, mais apres plusieurs essais in-
fructueux, c’est le mieux que j’ai pu faire. Je suis preneur pour
toute idée alternative. Mon adresse eMail se trouve dans les mé-
tadonnées du fichier PDF (menu fichier —> propriétés dans Adobe
Reader™) ou au début du fichier source LaTeX.

Le corrigé est inachevé.

A la prochaine

HE mamouni.myismail@gmail.com
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De ibre
Coniques-Quadriques
~ Blague du jour \

Salon de l’auto : Comment reconnaitre les nationalités des visiteurs du Mon-
dial de I’Automobile ?

- L’Allemand examine le moteur

- L’Anglais examine le cuir

- Le Grec examine 1'échappement

- L'Ttalien examine le Klaxon

Former pour réussir

— Jacques Salomon Hadamard (1865-1963)

Mathématicien francais, connu pour ses travaux en théorie des nombres et en cryptologie
Il entra premier a 1’école normale supérieure. C’est Emile Picard qui dirigea ses travaux

de recherches.
Son nom est lié a la suite de matrices (H,x) définie de la fagon suivante : H; = (1), H, =

o et Hy = o . Elles sont utilisées dans les codes correcteurs, ou
1 _1 szfl _szfl

encore pour réaliser les plans d’analyse sensorielle et les plans d’expériences factoriels.

{mo_[ np uapp,eulaqm]/\[}

® Exercice 1 : Extrait e3a 2009, MP

On considere trois réels o, B et Y non nuls et la quadrique (X) dont une équation est :
W x+y+2) +Px+y)+7 2y +2)7=1

dans un repere orthonormé R = (O, i, ] , k ) d'un espace affine de dimension trois.

1) a) Montrer que les plans (P) et (Q) d'équations respectives x + y + z =0 et — x + y = 0 sont orthogonaux.

b) On note 1 et J les deux vecteurs unitaires, d'abscisses positives, normaux respectivement aux plans
(P) et (Q). Déterminer les vecteurs 1 et J ainsi que le vecteur K tel que le repere R' = (O, 1,7, K)soit

orthonormé direct.

¢) Déterminer une équation de la quadrique (X) dans le repere R'.
On notera X, Y et Z les coordonnées d'un point M dans le repere R'.

d) Que peut-on dire de la nature de la quadrique (X) ?

[ mamouni.myismail@gmail.com k}n—?u"‘ S ,y j': dé’j
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2) On note (L) la conique obtenue comme intersection de la quadrique (X) avec le plan d'équation Z =0
dans le repere R'.
Réduire 1'équation de la conique (E). En déduire qu'il existe un repere orthonormé R" = (O, T, T , K')
tel que 1'équation dans le repere R" de la quadrique (X) soit de la forme :
X|2 Y|2
a—2 + b_2 = 1

avec 0 < a < b. Les coordonnées d'un point M dans le repere R" sont notées X', Y' et Z'.

3) Soit k un réel quelconque ; on appelle (P;) le plan dont une équation dans le repere R" est :

Xv b2 _ 2 (]
Xvb'—a” Z _.
ab b
a) En considérant 1'expression :
Xl2 Y|2 1
a b b

montrer que l'intersection (Cy) du plan (Py) et de la quadrique (X) est 1'intersection du plan (P;) avec une
sphere (Sy) dont on précisera le centre €, et le rayon Ry.

b) Montrer que 1'ensemble (Cy) est un cercle dont on précisera le rayon.

¢) Que peut-on dire du rayon du cercle (Cy) ? Pouvait-on le prévoir ?

J..g-\i‘"‘ d ,Y j’: dsj [ mamouni.myismail@gmail.com
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® Exercice 2 : Extrait e3a 2004, MP

On note M3 (R) I'ensemble des matrices (3, 3) a coefficients réels, et I la matrice identité de M3(R).
Une matrice symétrique dont toutes les valeurs propres sont strictement positives est dite définie
positive.

Pour A € M3(R), on note £(A) le sous-ensemble de R? défini par:
E(A) = {z € R3tel que ||Az|| =1}
1. Soit P dans M3(R). On suppose que P est une matrice orthogonale.. Déterminer £(P).

2. Soient a1, s, a3 des réels tous non nuls. Soit D la matrice diagonale :

aq 0 0
D= 0 (6] 0
0 0 a3

Montrer que £(D) est un ellipsoide.

3 Soit A dans M3(R). On suppose A inversible.

(i) Justifier que A A est une matrice symétrique définie positive.
(ii) En déduire qu’il existe une matrice diagonale D, avec des coefficients diagonaux stricte-
ment positifs, et une matrice orthogonale P telles que

AA =tPD?P.

(iii) On pose S =!PDP. Démontrer que S est une matrice symétrique définie positive.
(iv) Montrer alors qu'’il existe une matrice orthogonale ) telle que A = QS.
(v) En déduire que £(A) = &£(S).
(vi) Démontrer que £(A) est un ellipsoide.
4 Soient S et S’ dans M3 (R). On suppose que S et S’ sont des matrices symétriques définies
positives et que £(S) = £(Y).
(i) Soit v un vecteur non nul. En considérant le vecteur v/||S(v)|, démontrer que |S(v)| =
1S/ (v)].
(ii) En déduire que :

Vo € R3 Vw € R®, < S(v),S(w) >=< §'(v),S"(w) > .

On pourra commencer par exprimer le produit scalaire de deux vecteurs z et y en
fonction des normes des vecteurs x +y et z — y.

(iii) En déduire que S? = S"2.

(iv) Soit a une valeur propre de S. A l'aide d’un théoréme dont on rappellera I’énoncé,
montrer que ker(S —al) @ker(S + aD=ker(S% — o?I). En déduire que ker(S —al) =
ker(S? — o2I).
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@ Corrigé Exericie 1, Pr. Dufait

1. (i) ¢t M(t)est C* sur [-7, 7] et Vt € [—m, 7], M'(t) = (—5 sin t

3 cost > # 0 donc la tangente & £ en M (t) est
T —9dcost —Hsint

la droite d’équation y —3sint  3cost

‘ =0soit (T3): 3costx+5sinty=15.

(ii) On remarque que O ¢ Ty donc, pour tout P € T}, la droite (OP) existe dirigée par le vecteur opP £0. Le
point P est solution si et seulement si P € T} et OP L T; c’est a dire si et seulement si P est le projeté
orthogonal de O sur T;. D’ou existence et 'unicité de P .

(iii) A un sommet S de €, la tangente & &£ est orthogonale & I’axe (OS). Comme S appartient & cette tangente,
si S est un sommet alors P =S .

3cost

. _(X(®) X o
(iv) OP = (Y ( > est orthogonal & T; donc colinéaire & ( 5 sin £

t)
At (3COSt> et, d’autre part, P € T; donc 3cost X (t) 4+ 5sintY(t) = 15. On obtient \; (9cos®t +

o X®)\ _
> donc il existe A\; € R tel que (Y(t) > =

5sint
2 15 15 X = 94%51E08't2t
25sint) = 15 soit Ay = = - D int
sin® ) SOt At = ot + 2552t 91 16sn2s ~One V() = 75smt2
94 16sin“¢

2. (i) On a immédiatement :

t 10 T
xX'@tlo -
X1 N\ 0

ii) o (te 0,2 et Y'(t)=0 sint = 2 donc 3l € 0,Z],Y (o) =0 et on a o = arcsin 3)
2 1 2 1

12 .2

2 16+ sin %T‘— = % = 1% donc sin? %:— < sin? a < sin? % et sin® est croissante

a = 196’ sinQ%

sur [0, 2] donc %T‘— <«

¢ sin

_3_

-3
v

<3

oOnaSina:%etaE]O,g[donccosa: 1—1—62—4—d’0i1

Y(a) = %5
(iii) On a donc :
t 0 o 5
Y'(t) + 0 - 0
ygjo % N\ 3

donc il suffit d’étudier 'arc t —— P; sur [0, g], puis de

Xt+7)=-X(1t) [ X(—t)=X(t)
PV Y4 =-v() V(=) =-Y(t)

le compléter par une symétrie par rapport a O et une une symétrie orthogonale par rapport a (O, z')

[ mamouni.myismail@gmail.com J,_g.\.f‘”‘ S ,y j‘z dé’i
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QUESTION HORS PROGRAMME

Notons S le sommet S = O +7de €. A l'instant 6 = 0, il coincide avec le sommet S’ de £’. La condition
de roulement sans glissement est qu’a l'instant 0 les deux elli\pses sont en contact en M € £ et M' € &'
tels que la longueur de I’arc SM soit égale & celle de ’arc S’M’. Si on prend comme paramétrage de &’
celui obtenu par la translation 7, c’est & dire, par exemple, que S’ = M’(r), on a donc que, si & 'instant
0 le contact a lieu en M (t) sur £ alors il a lieu en M'(7 —t) sur £’. Le point M (7 — t) étant symétrique
du point M (t) pra rapport a (O, J), 'angle entre les droites (OM (m —t)) et Tr_; est I'opposé, modulo ,
de 'angle entre les droites (OM (t)) et T;. D’autre part, c’est aussi I’angle entre les droites (O’ M’ (7w —t))
et 7. _,. Comme Ty = T/ _, a Uinstant 0, le droites (OM (t)) et (O’ M'(m — t)) sont symétriques I'une de

I’autre par rapport a T}, donc en particulier, O’ est, & I'instant 6, le symétrique de O par rapport a T;. On
—
a donc 00" = 20P et donc le lieu de O’ est I'image de F par I’homothétie de centre O et rapport 2 .

ILLUSTRATION :

o

J..g-\i‘"‘ L; ,Y j’: dsj [ mamouni.myismail@gmail.com

-

. A



MAMOUNI.NEW.FR
5 M AMOUNEMY TSMATT

Former pour réussir

® Corrigé Exericie 2, Mma Gayout

1) a) Un vecteur normal au plan (P) est n (1, 1, 1) et un vecteur normal au plan (Q) est m (-1, 1, 0).
Ona:n.m =0. ‘Donc les plans (P) et (Q) sont orthogonaux‘.

[ V3B a2 A2 E Jo o Ve,

—2,O)etf( =1 A7, soit K(
37373 2 2

b) On prend

_—, = —

6 6 3

¢) D'apres les formules de changement de bases, en notant P la matrice de passage de la base (i, ;, k)

X X
alabase (I,J, K),ona: y | =Px| Y |, soit y:?X—%Y+%Z et on a aussi :
Z Z

V3

X=—(x+y+2)
X 3

='Px| y |, soit ng(x—y)

¢ V6

Z=—((x+y-2z
g Xty=29

N =< X

Donc (x+y +2)2=3X% (x+y)2=2Y?et2y+2)>=(3X-2Y)%
Une équation de (X) dans le repere R’ est donc : 3 0L2X2+2B2Y2+72(\/§X— \/EY)2= 1.

d) |On en déduit que (X) est un cylindre d'axe dirigé par le vecteur K ‘

2) (E) a pour équation : 3 o> X+ 2 B % Y? +72(\/§X ~J2Y)?2=1, soit
32 +y) X226 XY + 2B +P) Y2 =1.
La matrice associée 2 la forme quadratique ¢(X, Y) = 3(o +y*) X* =2y J6 XY + 2B°+7)Y?

3@t +y) ey
est: M = .

—Voy* 2B +7)

Par le théoreme spectral, on sait que M admet deux valeurs propres réelles, que les sous-espaces propres
associés a ces valeurs propres sont orthogonaux et que M est diagonalisable dans une base orthonormale

(T', J') constituée de vecteurs propres. |
Apres calculs, on trouve comme valeurs propres : ' = 5(3052 +28% +57° +4/0)

eth' = %(3(12 +28% +57> —/0) on 0 =90" +4B* + 25 ¥ — 12 o’B> — 4 B*Y + 6 oY

Un vecteur propre associé a a' est U (\/g v, 3(a +y?) — a') et un vecteur propre associé a b' est
V (76 ¥, 3(a® +v?) - b') dans la base (1, J).
On pose : I'= ﬁf} et J'= ﬁ\? On sait de plus que : @' + o' =Tr(M) = 30 + 2[32 +5 'yz >0

U \Y%
et que a'b' = det(M) = 6(o’p* + o’y +@ZYZ) >0.Doncona:0<b' <a' - R
Dans la repere orthonormal (O, T , J () %%%né?gﬁ%%[%%éc:ozz X? M\é‘; ‘1L5yj'° L% 3
(ii I II. iii In I II. . 6.3
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' o= 1 1
Onpose K'= K,a=—etb=—.0na:0<a<betl'équation de (X) dans le repere orthonormal
Ja' Vb
12 12
R" = (0, T, J’,K’) est alors : X—2+Y—2 =1.
a b
3)a)Ona:
X12 Y12 l ) ) ) b2 _aZ ) 1 ) Xl b2 _a2 Z' Xv b2 _a2 Zv
) —t+——- = X"+Y"+Z") = X"—-=7Z"= - — +—).
()a2 b’ bz( : a’b’® b’ ( ab b)( ab b)
Soit Me (Cy) ; alors ses coordonnées (X', Y', Z') dans le repere R" vérifient :
Xn2 Yv2 Xv b2 _a2 7
—t—=let ———- — =k
a b ab b
' 2 2 '
Donc, en remplagant dans (*), on obtient (**) : 1 — biz X?+Y*+2H =k (Xb—ba_'_% ), soit
a
[12 2 [12 2 2,1.21,2 2
X2+ Y2 4724 KNP =0 o 72 2 soit x4 VD = oy oy Ko BTRETD j4“ )|
a 2a 2 4a
[12 2
Donc M appartient aussi a la sphere (Sy) de centre {; de coordonnées (— kbbz—a ,0,— k—zb) dans le repere
a
[1.27.2 2
R" et de rayon Ry =M.
2a
- : : X'Vb*-a> 7 -
Réciproquement, si Me (Sx) M (Py), on a la relation (**) et — 2 - k,d'ou :
a
1 ) ) ) X' bZ _a2 Z' X' bZ _a2 Zv X|2 le 1 ) ) 5
l- —X"+Y"+Z2)=(——m— - (————+— )= —+—- — X"+ YY"+ Z"), donc
b2( )=( ab b)( ab b) a’ b’ bz( )
sz YvZ
5+z = 1. Done Me (2). Dot Iégalité : (Co = Py N (E) = (P) N (S
a

b) En tant qu'intersection d'un plan et d'une sphere, (Cy) est soit vide, soit un point, soit un cercle.
C'est un cercle ssi la distance d de Q; au plan (Py) est strictement inférieure a Ry.

Dans ce cas, d'apres le théoréme de Pythagore, le rayon de (Cy), noté ri.est égal a: \/R; —d” .

_k®P-a®) k.
21.2 2 2 2 2 2
Ona:R=2VKD +4a” i d@ (Po) = a _ kb
2a br-a® 1 2a
a’b? +b72

Dou Ry —d = ;(\/k2b2 +4q* - kb) > 0 car a > 0. [Donc (Cy) est un cercle de rayon r; = b
a

c) ‘Le rayon du cercle (Cy) est égal a la demi-longueur du grand axe de 1'ellipse (£ )‘.

On pouvait le prévoir puisque l'ellipse (£) est 1'image du cercle (Cy) par la projection orthogonale sur le plan
d'équation Z' = 0.

Or, (Cy) est inclus dans le plan (P;) dont un vecteur directeur est le vecteur J' aussi vecteur directeur du plan

CZ 3 0i &mf u& ({glgﬁ,trige;(C;) dlrl@ steloglla gw 3&%?&?%3%2 rlr?a%??g}r%ee par la projection orthogonale

1Ce.
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ﬁ Fonctions harmoniques

— Blague du jour \

Pour une question bien précise :

e Un ingénieur pense que ses équations sont une approximations de la réal-
ité.

e Un physiciens pense que la réalité est une approximation de ses équations.
e Un mathématicien s’en moque.

— John Machin (1680 - 1751)

Mathématicien anglais, connu principalement pour avoir calculé en 1706, les 100 déci-

1
males de 7t grace a la formule qui porte son nom : g = 4arctan — — arctan 1239. Malgré

un nom de famille tres drole, John Machin a enseigné les mathématiques a Brook Tay-
lor. Il était aussi professeur d’astronomie, secrétaire de la Royal Society et membre de la
commission qui décida de la priorité de Calcul entre Leibniz et Newton en 1712.

® Enoncé : Mines-Ponts 2004, MP

Soit f une fonction & valeurs réelles ou complexes, définie dans un ouvert U du plan R2, deux fois
continiment dérivable ; le laplacien de la fonction f est, par définition, la fonction, notée Af, définie
dans 'ouvert U par la relation suivante :

[mo_[ np uapp,ewaqmwj

92 92
Af(z,y) = 67]; (z,y) + 37{ (z,y) -

Une fonction f & valeurs réelles ou complexes, définie dans un ouvert U du plan R?, deux fois con-
tintment dérivable, est harmonique dans U si et seulement si son laplacien est nul dans U :

0? 0?
Af (5,) = 5k (@) + 54 (2,) =0,

Exemple : en électrostatique, le potentiel électrique dans le vide est harmonique.

[ mamouni.myismail@gmail.com J,_g.\.f‘”‘ S ,y j‘z ds’j
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Le but du probléme est de donner des exemples de telles fonctions puis de démontrer certaines pro-
priétés de ces fonctions : le principe du maximum, la propriété de moyenne, le fait que les fonctions
bornées harmoniques dans tout le plan sont constantes.

Le plan R? est supposé muni de la norme euclidienne.

Quelques exemples de fonctions harmoniques :

1. Démontrer que les fonctions complexes f et g,, n € N, définies dans le plan R? par les relations
ci-dessous, sont harmoniques :

fly)=e" TV g, (v,y)=(z+iy)".

2. Déterminer les fonctions u réelles, de classe C?, définies sur la demi-droite ouverte ]0, oo[, telles
que chaque fonction h, définie dans le plan R? privé du point O (R2 \ {O}) par la relation ci-dessous,
soit harmonique

hiz,y) =u (\/xz —|—y2) .
Poser si nécessaire : 7 = /22 + y2.

3. Déterminer les fonctions v réelles, de classe C2, définies sur la droite réelle R, telles que chaque

fonction k, définie dans le plan R? privé de I'axe 3Oy (R2 \ y’Oy) par la relation ci-dessous, soit har-
monique.

k(x,y):v(%).

Soit la suite (un ),y de fonctions définies dans tout le plan R? par les relations suivantes :

n (@ +iy)"

4. Soit K un ensemble fermé borné quelconque du plan R? ; démontrer que la restriction up| i de la
fonction wu,, au fermé K est le terme général d’une série de fonctions uniformément convergente.

En déduire que la série de fonctions de terme général u,, converge en tout point du plan et que sa
somme, la fonction ¢, définie par la relation suivante

cp($,y) = Zun (xay)a
n=0

est continue dans le plan.

5. Démontrer que cette fonction ¢ est harmonique dans tout le plan R2.

J..g-\i‘"‘ L; ,Y j’: dsj [ mamouni.myismail@gmail.com
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Principe du maximum :

Soit f une fonction réelle harmonique définie dans tout le plan R?. Soit D le disque fermé de centre
O et de rayon strictement positif  (r > 0) ; soit C' le cercle de centre O et de rayon 7 :

D = {(zy) |2®+y* <r?},
C = {(zy)|2*+y*=1"}.

Etant donné un entier strictement positif p (p > 0), soit f, la fonction définie dans R? par la relation
suivante :

$2+y2

fp($7y)=f(w,y)+ )

6. Démontrer ’existence d’un point M, de coordonnées a, et b,, appartenant au disque fermé D en
lequel la fonction f,, atteint son maximum :

ap,b,) = max z,y) .
fo (ap,bp) (a:,y)eDfp( Y)

7. Démontrer que, si le point M, appartient a I'intérieur du disque D, les deux dérivées secondes de
la fonction f,, obtenues en dérivant deux fois par rapport & « ou deux fois par rapport a y, sont, en ce
point M), négatives ou nulles :

0%f 0%f,
83321) (ap,bp) <0 ; aygp (ap, bp) < 0.

8. En déduire, en calculant par exemple le laplacien de la fonction f,, que le point M, est situé sur
le cercle C.

9. Démontrer qu’il existe un point P de coordonnées a et b du cercle C en lequel la fonction f atteint
son maximum sur D :

f(a,b) = (Ir};f;wng (z,y).

10. En déduire que deux fonctions harmoniques dans le plan R? égales le long d’un cercle C' du plan
(de rayon strictement positif), sont égales dans tout le disque D de frontiere C.

Propriété de la moyenne

Soit f une fonction réelle harmonique définie dans le plan R2. Etant donnés un point My de coor-
données xg et yo et un réel p positif ou nul, soit F' la fonction définie sur la demi-droite fermée [0, co[ par
la relation suivante :

2w

F(p) = ; f(@o+p cosb, yo+ p sind)do.

[ mamouni.myismail@gmail.com k}a—?u"‘ S ,y j': dé’j
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11. Démontrer que la fonction F' est définie et continue sur la demi-droite fermée [0, ool.
12. Démontrer que la fonction F' est contintiment dérivable. Préciser sa dérivée F '(p).

13. Démontrer que le produit p.F “(p) est égal a la valeur d’une intégrale curviligne d’une forme
différentielle « = A (x,y) dx + B (x,y) dy le long d’un arc orienté I :

p-F(p) =/F(A (2,y) dx+ B(z,y) dy).

Préciser la forme différentielle « et ’arc orienté T'.
14. Démontrer que la fonction F' est une fonction constante ; préciser sa valeur.

15. Soit D le disque fermé de centre le point My de coordonnées (xg,yo) et de rayon r (r > 0)
; démontrer que l'intégrale double I de la fonction f étendue au disque D se calcule simplement en
fonction de f (xg,yo) suivant la relation :

I://Df(x,y) dz dy = m r* f (20,50) -

Fonctions harmoniques bornées dans le plan :
Soit f une fonction définie dans tout le plan, réelle, harmonique et bornée : il existe donc une constante
C telle qu’en tout point (x,y) du plan :

f (z,y)] < C.

16. Soient deux disques fermés Dy et D5 de centres, distincts I'un de I'autre, O et My, de coordonnées
respectives (0,0) et (zg,y0). Soit 7 le rayon commun de ces disques. La distance d des centres O et M
(égale & \/x3 + y2) est supposée strictement inférieure au rayon r (0 < d < r). Soit Ly I’ensemble des
points du disque Dy qui ne sont pas dans le disque D;.

En considérant par exemple un disque contenu dans l'intersection des disques D; et Ds, démontrer
que l'aire de Lo est majorée par 'expression 7 r d.

17. A laide par exemple de la question 15, donner un majorant de la valeur absolue de la différence
f (zo,y0) — f(0,0) au moyen de la constante C, du rayon r et de d.
En déduire que la fonction f est constante.

A la prochaine
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ﬁ Fonctions harmoniques

— Blague du jour \

Pour une question bien précise :

e Un ingénieur pense que ses équations sont une approximations de la réal-
ité.

e Un physiciens pense que la réalité est une approximation de ses équations.
e Un mathématicien s’en moque.

— John Machin (1680 - 1751)

Mathématicien anglais, connu principalement pour avoir calculé en 1706, les 100 déci-

1
males de 7t grace a la formule qui porte son nom : g = 4arctan — — arctan 1239. Malgré

un nom de famille tres drole, John Machin a enseigné les mathématiques a Brook Tay-
lor. Il était aussi professeur d’astronomie, secrétaire de la Royal Society et membre de la
commission qui décida de la priorité de Calcul entre Leibniz et Newton en 1712.

® Enoncé : Mines-Ponts 2004, MP

Soit f une fonction & valeurs réelles ou complexes, définie dans un ouvert U du plan R2, deux fois
continiment dérivable ; le laplacien de la fonction f est, par définition, la fonction, notée Af, définie
dans 'ouvert U par la relation suivante :

[mo_[ np uapp,ewaqmwj

92 92
Af(z,y) = 67]; (z,y) + 37{ (z,y) -

Une fonction f & valeurs réelles ou complexes, définie dans un ouvert U du plan R?, deux fois con-
tintment dérivable, est harmonique dans U si et seulement si son laplacien est nul dans U :

0? 0?
Af (5,) = 5k (@) + 54 (2,) =0,

Exemple : en électrostatique, le potentiel électrique dans le vide est harmonique.
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Le but du probléme est de donner des exemples de telles fonctions puis de démontrer certaines pro-
priétés de ces fonctions : le principe du maximum, la propriété de moyenne, le fait que les fonctions
bornées harmoniques dans tout le plan sont constantes.

Le plan R? est supposé muni de la norme euclidienne.

Quelques exemples de fonctions harmoniques :

1. Démontrer que les fonctions complexes f et g,, n € N, définies dans le plan R? par les relations
ci-dessous, sont harmoniques :

fly)=e" TV g, (v,y)=(z+iy)".

2. Déterminer les fonctions u réelles, de classe C?, définies sur la demi-droite ouverte ]0, oo[, telles
que chaque fonction h, définie dans le plan R? privé du point O (R2 \ {O}) par la relation ci-dessous,
soit harmonique

hiz,y) =u (\/xz —|—y2) .
Poser si nécessaire : 7 = /22 + y2.

3. Déterminer les fonctions v réelles, de classe C2, définies sur la droite réelle R, telles que chaque

fonction k, définie dans le plan R? privé de I'axe 3Oy (R2 \ y’Oy) par la relation ci-dessous, soit har-
monique.

k(x,y):v(%).

Soit la suite (un ),y de fonctions définies dans tout le plan R? par les relations suivantes :

n (@ +iy)"

4. Soit K un ensemble fermé borné quelconque du plan R? ; démontrer que la restriction up| i de la
fonction wu,, au fermé K est le terme général d’une série de fonctions uniformément convergente.

En déduire que la série de fonctions de terme général u,, converge en tout point du plan et que sa
somme, la fonction ¢, définie par la relation suivante

cp($,y) = Zun (xay)a
n=0

est continue dans le plan.

5. Démontrer que cette fonction ¢ est harmonique dans tout le plan R2.
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Principe du maximum :

Soit f une fonction réelle harmonique définie dans tout le plan R?. Soit D le disque fermé de centre
O et de rayon strictement positif  (r > 0) ; soit C' le cercle de centre O et de rayon 7 :

D = {(zy) |2®+y* <r?},
C = {(zy)|2*+y*=1"}.

Etant donné un entier strictement positif p (p > 0), soit f, la fonction définie dans R? par la relation
suivante :

$2+y2

fp($7y)=f(w,y)+ )

6. Démontrer ’existence d’un point M, de coordonnées a, et b,, appartenant au disque fermé D en
lequel la fonction f,, atteint son maximum :

ap,b,) = max z,y) .
fo (ap,bp) (a:,y)eDfp( Y)

7. Démontrer que, si le point M, appartient a I'intérieur du disque D, les deux dérivées secondes de
la fonction f,, obtenues en dérivant deux fois par rapport & « ou deux fois par rapport a y, sont, en ce
point M), négatives ou nulles :

0%f 0%f,
83321) (ap,bp) <0 ; aygp (ap, bp) < 0.

8. En déduire, en calculant par exemple le laplacien de la fonction f,, que le point M, est situé sur
le cercle C.

9. Démontrer qu’il existe un point P de coordonnées a et b du cercle C en lequel la fonction f atteint
son maximum sur D :

f(a,b) = (Ir};f;wng (z,y).

10. En déduire que deux fonctions harmoniques dans le plan R? égales le long d’un cercle C' du plan
(de rayon strictement positif), sont égales dans tout le disque D de frontiere C.

Propriété de la moyenne

Soit f une fonction réelle harmonique définie dans le plan R2. Etant donnés un point My de coor-
données xg et yo et un réel p positif ou nul, soit F' la fonction définie sur la demi-droite fermée [0, co[ par
la relation suivante :

2w

F(p) = ; f(@o+p cosb, yo+ p sind)do.
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11. Démontrer que la fonction F' est définie et continue sur la demi-droite fermée [0, ool.
12. Démontrer que la fonction F' est contintiment dérivable. Préciser sa dérivée F '(p).

13. Démontrer que le produit p.F “(p) est égal a la valeur d’une intégrale curviligne d’une forme
différentielle « = A (x,y) dx + B (x,y) dy le long d’un arc orienté I :

p-F(p) =/F(A (2,y) dx+ B(z,y) dy).

Préciser la forme différentielle « et ’arc orienté T'.
14. Démontrer que la fonction F' est une fonction constante ; préciser sa valeur.

15. Soit D le disque fermé de centre le point My de coordonnées (xg,yo) et de rayon r (r > 0)
; démontrer que l'intégrale double I de la fonction f étendue au disque D se calcule simplement en
fonction de f (xg,yo) suivant la relation :

I://Df(x,y) dz dy = m r* f (20,50) -

Fonctions harmoniques bornées dans le plan :
Soit f une fonction définie dans tout le plan, réelle, harmonique et bornée : il existe donc une constante
C telle qu’en tout point (x,y) du plan :

f (z,y)] < C.

16. Soient deux disques fermés Dy et D5 de centres, distincts I'un de I'autre, O et My, de coordonnées
respectives (0,0) et (zg,y0). Soit 7 le rayon commun de ces disques. La distance d des centres O et M
(égale & \/x3 + y2) est supposée strictement inférieure au rayon r (0 < d < r). Soit Ly I’ensemble des
points du disque Dy qui ne sont pas dans le disque D;.

En considérant par exemple un disque contenu dans l'intersection des disques D; et Ds, démontrer
que l'aire de Lo est majorée par 'expression 7 r d.

17. A laide par exemple de la question 15, donner un majorant de la valeur absolue de la différence
f (zo,y0) — f(0,0) au moyen de la constante C, du rayon r et de d.
En déduire que la fonction f est constante.

A la prochaine
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Devairl ibre
- Courbes & Surfaces

~ Blague du jour

0 Qu’est ce qu'un taureau avec un sac a main ?

- Un vache folle

O Qu’ce qu’est un oiseau migrateur ?

- C’est un oiseau qui se gratte que d"un coté.

[0 Qu’est-ce qu’on obtient si on croise un pitbull et un
yorkshire ?

- Un yorkshire mort...

\.

— Joseph Liouville (1809-1882)

Mathématicien frangais. Diplomé de 1'Ecole Polytechnique et
de I'Ecole des ponts et chaussées, il préfere suivre une carriére
académique plutdt qu'une carriére d’ingénieur. Liouville pub-
lia dans divers domaines des mathématiques, dont la théorie
des nombres, I’analyse complexe, la géométrie différentielle et
la topologie différentielle, mais aussi la physique mathématique
et méme "astronomie. Il fut le premier a reconnaitre les travaux
inédits d’Evariste Galois

h[.mo_[ np uapp,eulaqw]/\[]—'

& Enoncé : e3a 2009, PSI

On rappelle les deux formules usuelles de trigonométrie, pour t € R :

cos(2t) = 2cos*(t) —1 = 1 —2sin?(t) sin(2t) = 2sin(t) cos(t).
0 On considere I'espace vectoriel réel usuel R* muni de son
produit scalaire canonique tel que la base canonique B soit

orthonormale.

a Soit # : R — R? définie par: h(t)

(cos?(t), cos(t) sin(t)).
i Représenter la courbe C; d’équation dans 5 :
(20=1)"+(29)* =1,

et préciser la nature de cette courbe.

ii Comparer C; avec la courbe paramétrée par h, c’est-a-

dire :
{(cos?(t),cos(t)sin(t)),t € R}.

b Soit fo : R — R?avec fo(t) = (cos?(t),sin(t)).

Etudier et représenter la courbe C, paramétrée par f,, c’est-a-
dire :

Cy = {(cos?(t),sin(t)),t € R}.
Pour cela, on commencera par comparer C, avec la courbe
d’équation dans B :

x—i—yz =1,avec-1<y <1,
et préciser la nature de cette courbe.
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¢ Soit f3: R — R%avec f3(t) = (cos(t)sin(t),sin(t)).
Etudier et représenter la courbe C3 paramétrée par f3, c’est-a-
dire :
Cs = {(cos(t) sin(t),sin(t)),t € R}.
Montrer que Cj est la courbe d’équation dans B : (2x)* + (1 —
2p%)* = 1.
On considere I'espace vectoriel réel usuel R> orienté, muni

de son produit scalaire canonique tel que la base canonique C
soit orthonormale directe.

a SoitS; = {(x,y,z) € R¥/x> —x+y*> = 0} et Sy =
{(x,y,2) € R¥/x*> +y* + 2> = 1}. Préciser la nature des deux
surfaces Sy et Sj.

2.2
. . 3 X =Xx°+ y

b Soitl = {(x,y,z) €R /{ P21 }

Que représente I vis-a-vis de S; et Sy ?

¢ Déterminer I'équation dans C du plan tangent en tout
point régulier My = (xo, Yo, z0) de Sy.
De méme déterminer 1’équation dans C du plan tangent en

A la prochaine

tout point régulier My = (xo, Yo, z0) de Sy.
En déduire la tangente en tout point My = (xo, Yo, 29) régulier
deT.

d Déterminer un paramétrage de I', en utilisant les coor-
données cylindriques : c’est-a-dire que 1’on exprimera pour
M = (x,y,z) = (rcos(0),rsin(0), z) les conditions sur 7, 6, z
pour que M soit sur I'.

En déduire une représentation paramétrique du cone de som-

met S = (5' 0,0), engendré par les droites passant par S et un
point variable sur I'.

e Pourt € R,onpose:F(t) = (cos?(t),cos(t)sin(t),sin(t)).

Soit v = {F(t),t € R}. Montrer que v C I'. Y-a-t-il égalité
=17

f Préciser comment on obtient les trois courbes planes qui

sont les projections orthogonales de I sur les plans xOy, xOz
et yOz, en faisant le lien avec les courbes étudiées dans la pre-
miere question.
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® Corrigé : Pr Skler, CPGE France

U

On considere 1’espace vectoriel réel usuel R*> muni de son
produit scalaire canonique tel que la base canonique B soit
orthonormale.

a Soit h R — R? définie par: h(t) =
(cos?(t), cos(t) sin(t)).
i Représenter la courbe C; d’équation dans B :
2x—1)*+ (2y)* =1
et préciser la nature de cette courbe.

Correction :on a >
1 1
(2x—1)2+(2y)2:1(:>(x—§ +y2:Z

c’est I’équation du cercle de centre le point de coordonnées
1 1
=,0 ] etd =

< 5 ) etde rayon 5

ii Comparer C; avec la courbe paramétrée par h, c’est-a-
dire :
{(cos?(t),cos(t) sin(t)),t € R}.

Correction :on a pour tout t € IR

(2 cos? (t) — 1)2—1— (2sin (£) cos ())? = (cos (2t))*+ (sin (2))* = 1

On en déduit que la courbe paramétrée par / est incluse dans
Cy.

Réciproque : soit M un point de coordonnées (x,y) appar-
tenant a C1, on a

2x—1)2+(2y)*=1<0cR / 2x—1=cos(f) et2y = sin (f)

on pose t = g, on a alors 2x — 1 = cos (2t) et 2y = sin (2¢),
d’ou

x = cos? (t) ety = cos (t)sin (t)
Tout point du cercle C! est aussi un point de la courbe
paramétrée par /.

Conclusion : C; est le support de la courbe paramétrée par h

b Soit f> : R — R? avec f»(t) = (cos?(t),sin(t)).

Ftudier et représenter la courbe C, paramétrée par f,, c’est-a-
dire :

Cy = {(cos?(t),sin(t)),t € R}.
Pour cela, on commencera par comparer C, avec la courbe
d’équation dans B :

x+y2=1,avec—1 <y<l1,
et préciser la nature de cette courbe.
Correction :soitf € IRon a

cos? (£) + (sin (£))* =1et —1 <sin(t) <1

donc la courbe C; est incluse dans la courbe définie par
x+y2 =1,avec-1 <y <1
Réciproquement : soit un point de coordonnées (x, y) tel que
X —i—yz = 1,avec—1 <y < 1. Comme y € ;—1,1] il existe
t € Rtel quey = sin (t).Onaalors x = 1 — y* = cos® (t). La
courbe C, est donc définie par x + 1> = 1,avec—1 <y < 1.
C’est une portion de parabole.
Etude de la courbe paramétrée : f, est 271 périodique. On a
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de plus

VtER fo(—t) = (cosz (t),—sin(t))
la courbe admet 1’axe des abscisses comme axe de symétrie.
On peut donc rerstraindre 1’étude a [0, 77|, cependant on peut
remarquer que

vte(0,7] fo(m=b=fo(t)

La courbe définie pour t € [0, 7] est donc parcourue 2 fois on
peut donc restraindre 'étude a [O, E] avant la symétrie par

2
rapport a I’axe des abscisses.

La fonction f, est de classe C* sur R et on a
Vt € [og F5(#) = (—2sin () cos (), cos (1))
d’ot1 le tableau de variation :

t 7T
2
x#)]0 — 0
1
x(t) N
0
1
ya(t) a
0
ya(t) + 0

¢ Soit f3: R — R? avec f3(t) = (cos(t) sin(t), sin(t)).

Etudier et représenter la courbe C3 paramétrée par f3, c’est-a-
dire :

Cs = {(cos(t) sin(t),sin(t)),t € R}.
M(z)nztrer que C3 est la courbe d’équation dans B : (2x)? 4 (1 —
2y°)° =1.

Mo

Former pour réussir

Correction :la fonction f3 est 27t périodique. On a
Vte =] falt) = —f (1)

la courbe admet donc O comme centre de symétrie. On peut
restraindre 1’étude a [0, 7]
De plus

Vte [0,t]  fz(m—t)=(—cos(t)sin(t),sin(t))
la courbe admet donc 'axe des ordonnées comme. axe de
symétrie. On peut donc restraindre 1'étude a [O, E] . Avec

£) = (%sin (2¢) , sin (t)) ona

Vt € [og} Fi(t) = (cos (2t), cos (£))
d’ot1 le tableau de variations

; 0 7T 7T
4 2
x5(t) + 0 -
T
2
x3(t) e ¢
0 0
1
y3(t) a g 4
0
y3(t) + +
Vi e IR (2x(t)? + (1—2y3(t)2) = sin?(2) +

2
(1 - ZSil’lz(t)> = sin”(2t) 4 cos*(2t) = 1. La courbe Cj est

bien incluse dans la courbe définie par (2x)* + (1 —2y%)* = 1.
Soit un point de coordonnées (x,y) appartenant a cette
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courbe,
J0cR / 2x=sin(f)et1—2y> = cos(f)
1

On pose t = 59 et on obtient x = cos(t) sin(t) et y* = sin?(t).

Si y = sin(f) alors on obtient bien un point de Cs. Si

y = —sin(t) onay = sin(t+ ) et x = cos(t)sin(t) =

cos(t + 71) sin(t 4 77). c’est encore un point de Cs. Donc Cj est

bien la courbe définie par 'équation (2x)* 4 (1 —2y%)> =1
O On consideére 1’espace vectoriel réel usuel R? orienté, muni

de son produit scalaire canonique tel que la base canonique C
soit orthonormale directe.

a SoitS; = {(x,y,z) € R®/x> —x+y* = 0} etSy =
{(x,y,2) € R3/x* + y2 +22 = 1}. Préciser la nature des deux
surfaces S; et 5.

Correction : S; est le cylindre d’axe parallele a Oz et de di-

rectrice le cercle Cy, et S; est la sphére de centreO et de rayon
1.
. - 3 x = x? + yZ

b SoitT = {(x,y,z) eR /{ PP =1 }
Que représente I' vis-a-vis de S et Sp ?
Correction : T estl'intersection des deux surfaces S; et S,

¢ Déterminer I'équation dans C du plan tangent en tout
point régulier My = (xo, Yo, z0) de Sy.
De méme déterminer 1'équation dans C du plan tangent en
tout point régulier My = (xo, Yo, z0) de Sa.
En déduire la tangente en tout point My = (xo, yo, 29) régulier
deT.
Correcton : en un point régulier My = (xo,Yo,20)
une él’équation du plan tangent a la surface d’équation

f(x,y,z) =0est
—
(Vectgrad (f) (%0, y0,20) | MOM) =0
ou encore

% (x0,¥0,20) (¥ =x0) + % (x0,Y0,20) (¥ — yo) + % (x0, Y0, 20) (z — 20)

On trouve donc : pour S;
(2x0 = 1) .(x — x0) +2y0-(y —y0) =0
et donc, avec My = (xo, Yo,20) € S1
(ZXO — 1) X+ Zyo.y + sz =0
Pour S,
2x0.(x — x0) + 2y0.(y — yo) + 220.(z —29) =0
et dong, avec M € S,
X0.X + Yoy +2z0.z =1
Lorsque les plans tangents aux surfaces ne sont pas confon-
dus, la tangente au point d’intersection des deux surface est
alors I'intersection des deux plans tangents.

d Déterminer un paramétrage de I', en utilisant les coor-
données cylindriques : c’est-a-dire que 1’on exprimera pour
M = (x,y,z) = (rcos(0),rsin(0),z) les conditions sur 7, 6, z
pour que M soit sur I'.

En déduire une représentation paramétrique du cone de som-

1
met S = (5' 0,0), engendré par les droites passant par S et un

point variable sur I'.
Correction : Soit M un point de coordonnées (x,y,z) =
(rcos(6),rsin(6),z) .Ona
MeT & rcos(f) =r’etr’ 422 =1
& (r=0our =cos(f)) etz? =1—7> =1—cos?(f) = sin’(6).
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On obtient alors r = cos(f) et z = sin(f) avec 8 € IR, ou
r = cos(f) et z = —sin(f) avec @ € IR. Ces deux paramé-
trages donnent la méme courbe.
On obtient alors pour paramétrage de T' : x = cos*(0),y =
cos(0) sin(0),z = sin(0),0 € IR.

Soit C le cone de sommet S = (%, 0, O) s’appuyant sur I' on

—
M € C&drelR dMyeTl SM = ASM

x — % A (cosz(Q) ~ %
2.
& AN ERT 0 N os(6) sin(6)
z = Asin(f)

e Pourt € R,onpose :F(t) = (cos?(t),cos(t) sin(t),sin(t)).

Soit v = {F(t),t € R}. Montrer que v C TI. Y-a-t-il égalité
=17
Correction :soitt € IRona

cos(t)* + sin(t)? cos(t)? = cos(t)? et

cos(t)* + sin(t)? cos(t)? + sin(t)? = cos(t)? + sin(t)? = 1
donc oy C T. La réciproque a été étudiée dans la question d)
doncy =T

f Préciser comment on obtient les trois courbes planes qui

sont les projections orthogonales de I' sur les plans xOy, xOz
et yOz, en faisant le lien avec les courbes étudiées dans la pre-
miere question.

Correction : Les trois courbes planes projections orthogo-
nales de I' sur les plans xOy, xOz et yOz sont obtenues en
annulant une coordonnée.

Sur xOy :z = 0,x = cos>(t),y = cos(t)sin(t),t € R : courbe
Cy;

sur xOz :y = 0,x = cos?(t),z = sin(t),t € R : analogue a la
courbe Cs;

sur yOz :x = 0,y = cos(t) sin(t),z = sin(t),t € IR : analogue
a la courbe C3

A la prochaine
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Devoj veillé
Calcul Différentiel, Courbes & Surfaces

~ Blague du jour N

Lors d’un discours prononcé devant une assemble de professeurs de math-
ématiques, George W.Bush les met en garde contre le mauvais usage des
mathématiques pour inculquer aux jeunes américains des visions politiques
extrémistes.

Sij’ai bien compris, dit le président, dans vos cours d’algebre vous apprenez
a vos étudiants la résolution des problémes et d’équations avec 1'aide des
radicaux. Je ne peux pas dire que j’approuve ceci...

—~ Joseph Louis, comte de Lagrange (1736-1813)

En italien Giuseppe Lodovico Lagrangia , est un mathématicien, mécanicien et astronome
franco-italien. N en Italie, mais de famille francaise par son arriére-grand-pére.

Fondateur du calcul des variations avec Euler et de la théorie des formes quadratiques
son nom figure partout en mathématiques. Il développe la mécanique analytique, pour
laquelle il introduit les multiplicateurs de Lagrange. Il entreprend aussi des recherches
importantes sur le probléme des trois corps en astronomie. Il élabore le systéme métrique
avec Lavoisier et enseigne les mathématiques a I’école normale et a I’école polytechnique.

® Probleme : extrait X 2004, MP

Courbures des surfaces dans I’espace R?

{mo_[ np uapp,eulaqw]/\[}

Ce probleme propose une étude des surfaces de I'espace R? et de leurs courbures totale et moyenne. Pour tout
entier n > 0, 'espace R™ sera muni de son produit scalaire et de sa norme usuels notés respectivement (- | -) et
||I||. La premieére partie est consacrée a des préliminaires algébriques.

Premieére partie

1. Soient ™M), ..., (" des éléments de R"H1, (xﬁ”) . . les composantes de z(9 dans la base canonique
j: ,...,TLJr
de R"*1. Pour tout k = 1,--- ,n+ 1 on note Vj le produit par (—1)¥+! du déterminant de la matrice (xy))

oui=1,---,netj=1,--- ,k—1,k+1,--- ,n+ 1. On note V le vecteur de R"*! de composantes V.

a) Montrer que V est orthogonal & tous les z(*),
b) Comparer les conditions suivantes :

i) V=0

ii) la famille (M)i:l’,_.vn est liée.

c) Exprimer en fonction de ||V|| le déterminant des n+ 1 vecteurs V, (1), ..., (™ dans la base canonique
de R+,

[ mamouni.myismail@gmail.com




MAMOUNI.NEW.FR
15 M AMOUNE MY TSMATT I

Former pour réussir

2. a) Montrer que, pour tout n-uple de vecteurs (x(l), R x(”)) linéairement indépendants, il existe un unique
vecteur W (:1:(1), e ,:U(”)) ayant les propriétés suivantes
i) W (:L'(l), ‘e ,x(")) est de norme 1 et orthogonal a tous les 2@

ii) le déterminant des n+ 1 vecteurs W (m(l), ‘e ,x(")), 2, ..., (") dans la base canonique de R+
est strictement positif.

b) Vérifier que, pour toute rotation R de R"*! on a
W (R(zW), .., Rz™)) = R(W (z0), .. zM)).

3. Soit (e1,...,e,) une base de R", @ la matrice de coefficients ¢; ; = (e; | ;).

a) Montrer que @ est inversible et diagonalisable. Que peut-on dire de ses valeurs propres ?

b) Soit v un vecteur de R™, de coordonnées v; dans la base (ey, . . ., e,). Exprimer le vecteur ligne (vy, ..., vy,)
en fonction de @ et du vecteur ligne ((v | e1),..., (v |ep)).
Dans la suite du probléeme, on désigne par U une partie ouverte de R", par u = (uy,...,u,) un élément

quelconque de U, par F une application de classe C? de U dans R", par 0;F (resp. 0;0;F) ses dérivées
partielles d’ordre 1 (resp. 2). On suppose que les n vecteurs (0;F)(u) sont linéairement indépendants pour
tout u, et on pose W(u) =W (1 F)(u), ..., (OnF)(u)).

4. a) Vérifier que I'application u +— W (u) est de classe C'.
b) Comparer ((OpxW)(u) | (0;F)(w)) et (W (w) | (0;0:F)(u)).

c) Démontrer 'existence et I'unicité de nombres réels a; j(u) tels que 'on ait

(&W)(u) = Z Qg5 (u) (@F)(u)
J

d) On note respectivement A(u), S(u), Q(u) les matrices de coefficients respectifs a; ;(u), (W (u) | 0;0;F)(u)),
((0F)(u) | (95(F)(u))). Vérifier que A(u) = —S(u)Q(u)~".

Deuxieme partie

Dans toute la suite du probléeme, on suppose n-= 2; on a donc un ouvert U de R? et une application F de classe
C? de U dans R3 telle que les vecteurs (01 F)(u) et (02F)(u) soient linéairement indépendants pour tout u de U.

On a en outre
(01F) (u) A (02F)(u)

~ (OF) () A (0F)(u)
ol - A - désigne le produit vectoriel dans R3. On pose
1
K(u) = det A(u), H(u) = g tr (A(u))
ou A(u) est la matrice définie a la question 4.d). On note Fj(u), i = 1,2,3, les composantes de F'(u) ; on suppose
que U contient le point 0 et on fait I'étude de la surface F'(U) au voisinage du point F'(0).

5. Soit R une rotation de R3. Montrer que les objets K (0) et H(0) associés & Dapplication F' = R o F sont
égaux respectivement a K (0) et H(0).

6. On suppose que, pour u suffisamment voisin de 0, F'(u) est de la forme
F(u) = (u1, ug, f(u1, uz))
avec f(0) = (911)(0) = (02)(0) = 0.
a) Calculer K(0) et H(0) en fonction des nombres
r=(01011)(0), s = (0102)(0), t = (92021)(0)-
b) (Cas d’un cylindre) On suppose que f(u1,u2) est fonction de uy seul, soit f(ui,u2) = g(u1). Exprimer
H(0) en fonction de la courbure de la courbe T, intersection du cylindre avec le plan x5 = 0.
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7. Dans cette question, on considere le cas d’une surface de révolution :
F(u) = (f(u1) cosug, f(uy)sinug, uq)
ol f est une fonction strictement positive de classe C? définie sur un intervalle I.
a) Dire pour quelles valeurs de u les vecteurs (01 F)(u) et (02F)(u) sont linéairement indépendants.
b) Vérifier que
4 / 32 (f(u1) f"(u1) 0
¢) Donner une fonction f élémentaire pour laquelle H(u) est nul pour tout w.
d) Montrer que, pour tous nombres réels a et 3, a > 0, il existe f satisfaisant
H(u) = 0 pour tout u, f(0) = «, f(0) = .
Interpréter géométriquement le résultat obtenu.

e) Calculer K (u) pour une telle fonction f.

8. Indiquer, sans aucun calcul, des surfaces pour lesquelles K (u) et H(u) sont des constantes.

Troisieme partie

Dans cette partie, on se propose d’étudier I'effet d’un changement de paramétrage sur les fonctions H et K.

oF 0
Dans la situation du début de la deuxieme partie on note Em la matrice (jacobienne) de coefficients (8) =
u (Y

0;F;. Notation analogue pour ——.

ou
oW _ OF,

tA
ou  Ou (). /
On se donne maintenant un difféomorphisme ® de U sur un autre ouvert U de R? et on pose ¥ = &~ 1.

Pour tout u € U on écrira aussi & = ®(u) ; on pose F(@) = F(u), cest-a-dire F = F o ¥, et on note W (i),
A(@), K(a), H(a) les objets définis & partir de F et & comme W (u), A(u), K(u), H(u) I'ont été & partir de
F et u. On suppose U connexe par arcs.

9. Vérifier que —

F F v -
10. a) Exprimer g en fonction de g et ?y , puis (91 F) (@) A (02F) (i) en fonction de (81 F)(u) A (0o F)(u)
U
t det 87\11
e .

b) Montrer qu’il existe € € {1, —1} tel que 'on ait W () = eW (u) pour tout u € U.
- v

c) Exprimer A(@) en fonction de e, A(u) et f;

d) Comparer H () et H(u), K (@) et K (u).

® Probleme : Mines-Ponts 2004, MP

Soit ¢ la fonction définie sur la droite réelle par la relation suivante :

si|t| <1, ¢(t) =exp 7@1 si Jt]>1, ¢()=0
Un difféomorphisme f de la droite réelle R sur elle-méme de classe C! est dit difféomorphisme de
classe C*° si la fonction f est indéfiniment dérivable.

Un difféomorphisme de R de classe C* :
18. Démontrer que la restriction ¢ de la fonction ¢ a l'intervalle ouvert I =]—1, 1] est indéfiniment
dérivable et que, pour tout entier n, il existe un polynome P, tel que la dérivée apgn) de ¢r d’ordre n

s’écrive sous la forme suivante :
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A0 = o (57 ).

- (t2 B 1)2 n
19. En déduire que la fonction ¢ est indéfiniment dérivable sur la droite réelle R. Justifier, sans calcul,
Iexistence d’un majorant M de la valeur absolue de la dérivée premiere ¢ sur la droite réelle :

M = sup [¢(t)].
teR
Etant donné un réel A (A € R) , soit ¢ la fonction définie sur la droite réelle par la relation suivante :
() =x+ X e(z).

20. Démontrer que, si la valeur absolue du réel \ est strictement majorée par 1/M, (|A\| < 1/M), la
fonction 1y est une bijection de la droite réelle R sur elle-méme et un difféomorphisme de classe C* de

R.

Quelle est, dans ces conditions (JA| < 1/M), I'image du segment I = [—1,1] par 'application z ——
¥x () 7 Que dire de la restriction de I'application x — ) (z) aux demi-droites fermées |—oo, —1] et
[1,00[ ?

Un difféomorphisme de classe C' du plan R?, défini par des fonctions indéfiniment dérivables est
appelé difféomorphisme de classe C*.

Difféomorphismes du plan R? de classe C™ :
Le plan R? est supposé muni de la norme euclidienne et rapporté & un repére orthonormé Ozy.

Etant donnés un réel A (A € R), un réel strictement positif r (r > 0) et un point P du plan R? de
coordonnées (p, q) , soit Hfi . I'application de R? dans lui-méme définie par la relation suivante :

2 2
£ (y)— e+ de((@-pte w-a%) ) )
; y v
L’image du point de coordonnées (z,y) par Iapplication 9/1\37 ,- est le point de coordonnées :

<x+>\¢<($‘p)2;(y_@2>, y)

21. Quelle est I'image par cette application Hi ,du point P ? du cercle CF de centre le point P et de
rayon égal & 7 ? de I'ouvert QF des points du plan situé & une distance du point P strictement supérieure
ar?

Existence de difféomorphismes du plan de classe C*> :

22. Démontrer qu’il existe un réel m strictement positif tel que, si le réel A a une valeur absolue
strictement inférieure & m (|A| < m), lapplication 0/1\3) . est une bijection du plan R? sur lui-méme et un
difféomorphisme de classe C* de R?.

Soient n points A;, As,..., A, du plan R?, deux & deux distincts, et deux points B et B, distincts
entre eux et distincts des points A4;, 1< i < n. Les coordonnées des points A;, 1< i < n, sont (z;,y;),
1< i < n ; celles de B et B respectivement (b, c) et (¥ ¢).

Le but des questions 23 a 26 est de montrer qu’il existe un difféomorphisme de classe C*° du plan
R? transformant B en B’et laissant les points A, As,..., A, invariants. Un difféomorphisme de classe

C> du plan R? laissant les points Ay, As,..., A, invariants est dit avoir la 2propriété A.
Il est admis que I’ensemble des difféomorphismes de classe C*>° du plan R“ est un groupe pour la loi

de composition des applications. Trois cas sont envisagés :
1¢" cas : Les points B et B ont méme ordonnée ; les ordonnées des points A;, 1< i < n, sont toutes

différentes de celle de B (y; # ¢ = ).
23. Démontrer, dans ce cas, que, si les points B et B sont suffisamment proches, il existe une appli-

cation 95 ,- transformant B en B’et laissant les A;, 1< ¢ < n invariants.
24. Démontrer, toujours dans ce cas, que, quelle que soit la position des points B et B il existe une
suite finie de bijections 0§i » 0 <4 <K, telle que la composée I de ces applications transforme B en B’

et ait la propriété A.

Py_
F = Qikr 06, to...0 Qfor.
2¢me cas : Les points B et B ont méme abscisse ; les abscisses des points A;, 1< i < n, sont toutes

différentes de celle de B (z; #b=1).
25. Indiquer comment modifier 'application 9/1\3) , €n nf, , pour construire un endomorphisme G

transformant B en B et ayant la propriété A.
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® Corrige Probleme I': Pr. Duval, CPGE France

Premiere partie

1a) (V| x(9) = ZE;I(—l)kxg) det(Xy) ot X est la matrice de terme général x)@ et Xx la matrice déduite de X en
supprimant la k-éme ligne. La somme précédente est égale a 'opposé au déterminant de la matrice X complétée
par la colonne x(9) sur sa gauche. Cette matrice a deux colonnes égales donc son déterminant vaut zéro.

1b) V =0 si et seulement si tous les mineurs d’ordre n extraits de X sont nuls, ce qui équivaut au fait que rg(X) < n,
ou aussi a la liaison de la famille (x(V).

1c) En reprenant le raisonnement de 1a, pour tout vecteur u € R"* on a (u | V) = det(u,x), ..., x(™)), déterminant
calculé dans la base canonique de R™*!. En particulier ||V|*> = det(V,x(®), ..., x(M).
2a) Si (x(V,...,x(M) est libre alors le vecteur W = V/||V| vérifie i et ii. Par ailleurs, {x(*),...,x("}+ est une

droite vectorielle (orthogonal d'un hyperplan de R™*1) donc les seuls vecteurs orthogonaux & tous les x(V) sont les
multiples de W et les conditions i et ii imposent que le coefficient de proportionnalité vaut 1. Ceci prouve 'unicité
de W.

2b) La notion de rotation n’est pas claire. S’agit-il de la composée de deux réflexions ou d’un endomorphisme orthogonal
positif quelconque (les deux notions coincident en dimension 2 et 3, la deuxiéme est plus générale dans le cas n
quelconque) ? On considére ici qu'il s’agit d’un endomorphisme orthogonal positif. Soit donc R € OT(R™*1)
t (x(l), ...,x(“)) une famille libre de R™*!. La famille image est aussi libre par injectivité de R. De plus,
comme R conserve la norme et le produit scalaire, on a R(W) L R(x(Y) pour tout i et |[R(W)| = 1. Enfin,
det(R(W), R(xM), ..., R(x(M)) = det(R) det(W,x1) ... x(M) = det(W,x(), ..., x(M) > 0 car det(R) = 1.

3a) Q est diagonalisable car symétrique réelle. La forme quadratique q associée & Q est définie par q(a;,...,an) =
|laze; + ... 4+ anenl|?, donc elle est définie positive puisque (es, ..., ey ) est libre. On en déduit Spec(Q) C R et
en particulier Q est inversible.

?

3b) (v]ei) =(vy ... va)Q g oltle « 1 » est en i-éme ligne. On en déduit : ((v|e1) ... (v]en)) = (Vi ... vn)Q.
o

4a) Chaque vecteur x() = 9;F(u) est une fonction de classe C' de u. Le vecteur V défini en 1 est une fonction

polynomiale des x)@, donc est aussi de classe C! et V # 0 pour tout u par hypothése. On en déduit que ||V/|| et
W = V/||V/|| sont aussi des fonctions de u de classe C*.

4b) En dérivant la relation (W(u)

| 9:F(u)) = 0 par rapport a la k-8me coordonnée de u et a l'aide du théoréme de
Schwarz on obtient : (0, W(u) | 9;F

(Fw)) = —(W(w) | 90iF(w) = —(W(w) | 3:0xF(w)).

4c) De méme, la relation (W(u) | W(u)) = 1 donne par dérivation : (W(u) | 9:W(u)) = 0. Donc le vecteur 9;W(u)

appartient a W( ) =<0 (u), ..., 0nF(u) >. Les coeflicients aij(u) sont les composantes de 0;W(u) dans la
nF(u

base (01F(u), .. )) de W(u)*, d’ot1 leur existence et leur unicité.

4d) Conséquence immédiate des résultats obtenus en 3b et 4b.

Deuxiéme partie

5) R étant linéaire, d;F=Ro (0iF) donc W = Ro W d’aprés 2b. Comme R conserve le produit scalaire et commute
avec les dérivations, on en déduit S =S et Q = Q, d’ou A = A d’aprés 4d, et enfin K=K, H=H.
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6a) 0;F(u) = (1,0,0:f(u)), 0oF(u) = (0,1, 05f(u)) donc W(u) = (—9;f(u), — 1)/+/(0:f(u (02f(u))2 4+ 1 et
W(0) =(0,0,1). S(0) = (: i), Q(0) = <(1) (1)), A(0) = —5(0) d’out K(O) =rt—s?, H(O) = —T42't.
6b) Ici s = t = 0 donc H(0) = f%r. Pour définir la courbure d’'une courbe dans le plan d’équation x; = 0, il est

nécessaire d’orienter ce plan. On convient de l'orienter de sorte que la base (es, e;1) soit directe (ce qui revient &

orienter la normale < e; > dans le sens de e;). D’aprés la relation générale ¢ = det(lW’, IW”)/|UW’||3 donnant la
courbure d'une courbe plane paramétrée, on a ici ¢(0) = —r donc H(0) = 1¢(0).

7a) 01F(u) = (f'(ug) cosug, f'(ug)sinu,, 1) et 05F(u) = (—f(uy)sinuz, f(uy) cosuy, 0) sont lids si et seulement si
02F(u) = 0 vu la troisiéme composante, soit si et seulement si f(u;) = 0, ce qui est exclu dans 1’énoncé.

7b) Calcul sans difficulté.

7c¢) On veut ff” = 1+ {2, ce qui est réalisé pour f(t) = cht par exemple. La surface obtenue est appelée caténoide,
voir http://www.mathcurve.com/surfaces/catenoid/catenoid.shtml pour une description de cette surface et de ses
propriétés.

7d) En essayant f(t) = Ach(ut +v) on obtient les équations : A2u? = 1, Achv = &, Aushv = 3 qui ont pour solution
v=argshP, A=a/y/1+p%2et p=1/A

Interprétation géométrique : f(0) = « est la distance du point F(0) & I’axe de révolution et f'(0) = 3 est la pente
de la méridienne passant par F(0). On vient donc de constater que par tout point du plan < e;,e; > autre
que l'origine et pour toute droite sécante d@ < ez > passant par ce point, il existe une surface de révolution
autour de < ez > a courbure moyenne nulle, passant par ce point et tangente & cette droite...

B —f”(ul) =
7e) KW = @ + P )y = ch‘*(uli +v)

8) En prenant f constante non nulle, la matrice A est constante et donc K et H le sont. Les surfaces correspon-
dantes sont les cylindres de révolution autour de < ez >. On peut aussi penser aux sphéres d’axe < ez >, soit
f(t) = vR? — t2, qui conviennent (avec un peu de calcul) : A(u) = I/R ol I est la matrice identité.

Troisieme partie

9) Conséquence immédiate de 4c.

10a) Remarque : la classe de ® n’est pas précisée. On suppose ici que $ est de classe C2.
oF (aF ‘1,) o

(produit de matrices jacobiennes).

ott ~ \ou ot
En notant g‘? = ((Cl z> on a donc 9;F = (a01F 4+ c02F) o ¥ et d,F = (b0, F + dooF) o ¥,
dott 3, A 9,F = (ad — be)((8:F A 05F) 0 ¥) = det(gi)((alF A 35F) 0 D).

10b) D’aprés la relation précédnte, W = sgn (det ( a‘?)) (Wo ), et le signe de det(

ol ol

est une fonction continue jamais nulle et U = ®(U) est connexe par arcs).

i = e(Gow) <Gt = e((§ExR)ow) <G = e(Fhow) < (row) < §F = o(§0) < (38) < (row) < 5
oYy

OF st inversible puisque g—l}i lest. On en déduit : A({l) = Et(a

La matrice

ot

10d) En prenant la demi-trace et le déterminant : H({l) = eH(u) et K(i)

K(uw).

~—

[ mamouni.myismail@gmail.com




MAMOUNI.NEW.FR
5 M AMOUNEMY TSMATT

® Corrigé Probleme II : Pr. Patte, CPGE France

18.

19.

20.

21.

22,

Un difféomorphisme de R de classe C* :

La fonction ¢ est la composée de l'exponentielle et d’une fonction rationnelle sans pole dans I, donc est de
classe C* sur I.

Soit n € N.
S’il existe un polynome P, tel que Vt € I, wgn) (t) = (tfjgt))% exp (ﬁ), alors Vt € I,
(nt1) 5\ P! (t) —2n.2t P,(t) —2t 1
pr ()= <(t2 — 1) + Po(t) (12— 1)2n+1 + (2 —1)2n (12— 1)2 P 2

(t2 = 1)2P!(t) — 4nt(t> — 1) P, (t) — 2tP,(t) 1
(t2 _ 1)2(n+1) gx <t2 ]_)

Donc, avec le polynome P, 1 (t) = (t> — 1)2 P/ (t) — 4nt(t> — 1) P, (t) — 2tP,(t), on obtient :

(n+1) 1y _ Pri1(t) !
Viel, PLr (t) - (tQ _ 1)2(n+1) exp t2-1)"

Comme Vit € I, gogo)(t) =r(t) = (tﬁgt))m exp (t%l) avec Pp=1:

n P, (t 1

La fonction ¢ est continue sur R. Ses restrictions & | — co, —1[, ] — 1, 1 et ]1, +o0][ sont de classe C* et, pour tout
n € N*, la fonction ¢(™ a pour limite 0 en 1 et en -1 (en 1 & gauche et en -1 & droite par croissances comparées).
Donc ¢ est de classe C*° sur R.
Comme ¢ est continue sur R et nulle en dehors du compact [—1, 1], elle est bornée sur R. D’oui I'existence de
M = sup |,

R

Pour tout A € R, la fonction v est de classe C*® sur R et Vo € R, ¢4 (z) = 1 + A¢’(z). Comme |[A¢'(z)| < |A|M,
si |A| < 1/M, alors ¥\ (z) > 1 — [A\|M > 0 et la fonction 5 est strictement croissante sur R. Mieux, c’est un
C°°-difféomorphisme de R sur ¥ (R) =] lim )y, Em (VB

— 00 o0
De plus, si z & [—1,1],¥x(z) = . Donc Em 1y = +00. De méme que lim 1y = —oco. Donc la fonction 1, est un

C°°-difféomorphisme strictement croissant de R sur R.

Difféomorphismes de R? de classe C*® :

Par la fonction 95,7-’ le point P est envoyé sur le point de coordonnées (p + %, q). En notant M = (z,y) et PM
2 2 2 2

la distance usuelle de P & M, on a &=2) :;(y_q) = P%Z et p(lz=p) :;(y_q) ) = 0 dés que PM > r. Donc la

fonction 0/1\3’ ,» fixe tout point hors du disque ouvert de centre P et de rayon 7 ; en particulier les points du cercle

CF et de I'ouvert QF.

Existence de difféomorphisme de R? de classe C*> :

Comme ¢ est de classe C* sur R, la fonction 05 . est de classe C* sur le plan R?. D’apres le théoreme d’inversion
globale, il suffit que la fonction 95 .. soit bijective de R? dans R? et que son jacobien ne s’annule pas sur R? pour
que ce soit un C*-difféomorphisme de R? sur R?.

Etude du jacobien : au point (z,y), il vaut :

2(z=p) s (r—p)2+(y—q)2)
J(z,y) = det < L+ AT (() P * i * ) =1+ )\Q(Qfgp) % <(z—p)2:g(y—q)2).
Si (x —p)?+ (y—q)? > r?, alors J(x,y) = 1; sinon |z — p| < r, donc ‘)\2(9;;”) 4 <($7p)2;(y7q)2>’ < 2‘>‘T|M, donc

J(Iay) Z 1- W
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23.

24.

25.
26.
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Finalement, sur tout le plan, J(x,y) > 1 — M.

2|)\\M

Dong, si on choisit A et r tels que 1 — >0, ie A<

Bijectivité de t‘)f ,» sous cette condition en A :

Soit (X,Y) € R2. On cherche (x,y) € R? tel que (X,Y) = (‘)ir(x,y). Or

577> 1e jacobien J ne s’annule pas sur le plan.

)2 2
(X,Y)—Hfr(x,y)¢>X—x+)\cp((x r) —Z(y %) ) et Y =y
’ T

(2)
sy=Yet X =f(x)

ou f(z) =z + Ay (W). Il suffit donc de montrer que f est une bijection de R sur R pour obtenir
Pexistence et I'unicité de (z,y) tel que (X,Y) =65 (z,y).
La fonction f est de classe C* et f'(z) = 1+ )\Q(f;p) ¢ <(w_p)2;(y_®2 >1- Q‘LT'M Comme 1 — w est

une constante strictement positive, f est strictement croissante sur R; mieux, f est un C*°-difféomorphisme
(—p)’+(Y—q)*
r2

strictement croissant de R sur f(R). Au voisinage de 'infini, > 1, donc f(z) = z et, comme a la
question 20, f(R) =R et f est un C*°-difféomorphisme strictement croissant de R sur R.

Finalement, sous la condition |A\| < la fonction 0)\ - est bijective du plan sur lui-méme. Avec I’étude du

T
2M >
jacobien, 6% est un C*°-difféomorphisme de R? sur R?.

L’application 9 , transforme B en B’ dés que b’ = b+ 7, ie. A =e(d —b). Clest un C*°-difféomorphisme du
plan si [A] < 557 Elle laisse les points A; invariants des que Vi, BA; > r, i.e. r < 11<n1£ BA,;.

1SN
1l suffit donc de trouver un couple (X, r) tel que A = e(b/ = b) et 2M|A\| < r < 1r<n1n BA;, ie. A = e(l/ —b)

i<n

min BA;
et 2Meld’ —b] < r < min BA;. Clest possible dés que 2Meld" — b| < min BA;, ie. |V — b < %
1<i<n 1<i<n
On pose alors A = e(b’ — b); on choisit r dans Uintervalle |12Me|d’ — b|, mln BA] : I'application 6%, est un
C*°-difféomorphisme du plan transformant B en B’ et conservant les pomts A
Remarque : on peut remplacer min BA; par min |y; — ¢| sans changement.
1<i<n 1<i<n
vy _ 2D, lyi—cl .

On partage le segment [B, B'] en k + 1 sous-segments de sorte que ] 537e—— - On note B; le point de
coordonnées (b4 2=t p b 0). Les couples (B;, Byy1) vérifient les hypotheses de la question 23 : B;B; 1 = ‘z;f | <
min |y; —c|
1<7<27}\4e . On pose alors A = e(l,;rf) ; on choisit r dans Uintervalle ]2Me|k+1|,1r<nii£1n ly; — c|] : application

Gf{ ' est un C*>-difféomorphisme du plan transformant B; en B;y; et conservant les points A;. L’application

F= 95 ko...o0 QB lo 6’B ° est alors un C*°-difféomorphisme du plan transformant B en B’ et conservant les points
Aj.

On échange le role des coordonnées : on utilise 'application nir définie par nir (z,y) = (.’E, Y+ A (WM)) .

Deux cas :
Cas particulier : aucun point A; n’appartient & la droite (BB’).

On se rameéne au cas étudié dans la question 24 par rotation. On note 6 angle entre axe y = 0'et la droite (BB’)
et, pour 7 € R, on note R, la rotation d’angle 7 autour de l'origine. Les points B = R_g(B) et B = R_4(B')
et la suite finie constituée des points A; = R_g(A;) pour i € {1,. ,n} sont dans la configuration de la question
24. On considére un C*°-difféomorphisme du plan : F, tranbformant B en B’ et conservant les points A;. Soit
G = Ry o FoR_y. Comme les rotations sont des C*°-difféomorphismes du plan, G aussi et G transforme B en
B’ et conserve les points A;.

Cas général : on utilise un point A tel qu’aucun point A; n’appartienne aux droites (BA) et (AB’).

D’apres le cas particulier, il existe des C*°-difféomorphismes du plan F; et F, conservant les points A; et
transformant respectivement B en A et A en B’. L’application F5 o I est un C®°-difféomorphisme du plan
conservant les points A; et transformant B en B’.

Existence de A : il suffit de choisir A sur le cercle (C) de diametre [B, B’] autre que B, B’, et les points (en
nombre fini) d’intersection du cercle (C) et des droites (BA;) et (B'A;).

27. On procede par récurrence sur n.
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Devoj veillé
= Calcul Différentiel, Courbes & Surfaces

% Joseph Louis, comte de Lagrange (1736-1813)

~ Blague du jour . En italien Giuseppe Lodovico Lagrangia , est un mathémati- |
cien, mécanicien et astronome franco-italien. N en Italie, mais 2
Lors d'un discours prononcé devant une assemble de de famille frangaise par son arriere-grand-pere. 9’.55
professeurs de mathématiques, George W.Bush les met Fondateur du calcul des variations avec Euler et de la théorie| @

des formes quadratiques, son nom figure partout en mathéma-
tiques. Il développe la mécanique analytique, pour laquelle il
introduit les multiplicateurs de Lagrange. Il entreprend aussi
des recherches importantes sur le probleme des trois corps en
astronomie. Il élabore le systeme métrique avec Lavoisier et en-
seigne les mathématiques a 1’école normale et a 1’école polytech

nique. T

en garde contre le mauvais usage des mathématiques
pour inculquer aux jeunes américains des visions poli-
tiques extrémistes.

Sij’ai bien compris, dit le président, dans vos cours d’al-
gebre vous apprenez a vos étudiants la résolution des
problemes et d’équations avec 1’aide des radicaux. Je ne
peux pas dire que j’approuve ceci...

® Probleme : extrait cnc 2007, PSI

Dans ce probleme, E désigne un plan affine euclidien orienté de direction ?, et (O, ?,f) un repére orthonormée direct de E ; le produit scalaire

de deux vecteurs ¢] et &, de F se notera (e1]€2)-
Un point M de E peut étre repéré par ses coordonnées cartésiennes x et y dans le repere (O, i,]_'), ou par ses coordonnées polaires p et 6 (rayon
et angle polaires).

Etant donné dans E un arc -y birégulier et un point M de 7, on note :
e s 'abscisse curviligne de M sur 7,

HE mamouni.myismail@gmail.com
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° ? le vecteur unitaire tangent a v en M et ﬁ le vecteur unitaire vérifiant (ﬁ) = g,
e R le rayon de courbure algébrique de y en M et I le centre de courbure de y en M,
0 ii(0) et 7(0) les vecteurs de F défini par :i(0) = cosBi+sinf | et T(6) = ii(6 + g),

— L —

e V I'angle (ii(0), ?) et « I'angle (i, ?)

Premiere partie

On considere l'arc 7y; de E d’équation polaire p = 1+ cos 0 et on note ¢ l'application de R vers E définie par
6 — O + (1 + cos0)ii(0).

O 0O Déterminer le domaine de définition de la fonction p et en préciser une période.

O FEtudier la parité de p et en déduire que le support de Iarc 1 possede un axe de symétrie a préciser.

[0 Comment peut-on obtenir le support de 1’arc 7y; a partir de celui de 1’arc v, = ([0, 7t], ¢) otr i désigne la restriction de ¢ au segment

[0, t].

Préciser la nature du pdle O, point du support de y; de parametre 7.
Soit My = ¢(6p) un point de y; distinct du pole O. Montrer que My est un point birégulier et préciser la concavité de 7; en ce point.
Etudier la fonction p: 6 — 1+ cos@ sur le segment [0, 77] et dresser son tableau de variations.

O Ooogno

Tracer soigneusement le support de 1’arc 1 en précisant les tangentes aux points d’intersection de son support avec les axes des coor-
données (unité : 3cm).

O

Calculer la longueur de l'arc ».

O

Calculer l'aire de la portion du plan délimité par le support de 1’arc 7.

Deuxiéme partie

A- Questions de cours
Soit ¢ un arc birégulier de E d’équation polaire p = f(0) ; on note s une abscisse curviligne sur <y orienté dans le sens des 0 croissants.

On rappelle que Mi = RN}, R = Z—Z et tanV = ]é

HE mamouni.myismail@gmail.com
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O Faire un croquis propre et lisible en tragant une portion de l'arc 7y et en plagant en un point M de parametre 6, distinct du podle O, les
vecteurs i(6), ?, N etles angles 0, V et .

O Rappeler la définition de s et exprimer Z—; al’aidede f et f'.

O Calculer 20 et en déduire I'expression du rayon de courbure R.

0 Exprimer les coordonnées de I, centre de courbure de y en M, dans le repere (M, #(0), 7(6)).
B- Retour a I’arc 4

Soit s une abscisse curviligne sur 1’arc 7y orientée dans le sens des 6 croissants. A tout point M(0) de 'arc 1, distinct du pole O, on associe le
centre de courbure noté 1(0).

O Préciser les coordonnée de () d’abord dans le repere (O, ii(f), 7(6)) puis dans le repere (O, 7, ]).
O Montrer que le point I(6) est 'image du point M(6 + 7r) de 71 par une homothétie dont on précisera le centre () et le rapport A .

O On note H(6) le projeté orthogonal du point I(6) sur la droite (OM(6)) joignant les points O et M(6). Montrer que le point H(6) est
I'image du point M(f) par une homothétie de centre O dont on précisera le rapport y.

O On note 1 et vy les courbes décrites respectivement par le centre de courbure () et son projeté orthogonal H(6). Tracer les supports
de 71, y1 et vy sur le méme graphique, et placer un point M(6) de 71 etles points I(6) et H(0) correspondant.

O Donner la longueur de la courbe vy décrite par le point H(6) ainsi que 'aire de la portion du plan qu’elle délimite.

® Exercice I: extrait e3a 2007, MP
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® Exercice I : extrait e3a 2008, MP

Soit f la fonction définie sur R? :

flz,y) =2 = 3z(1+4?).

Dans l’exercice, on considére le disque unité D et le cercle unité C :

D={(z,y) eR* | 2* +¢* <1},

C = {(z,y) €R2|x2+y2 =1}

1. On se propose d’étudier les éventuels extrema locaux de f.

la).
1b).
lc).

1d).

le).

1f).

Justifier que f est de classe C™ sur R2.

Calculer les dérivées partielles gg et %5— de f au point (xg, yo)-

Démontrer que les points (zo, yo) tels que _g£ (0,y0) =0 et %5(1}0, yo) = 0 sont exacte-
ment les points (1,0) et (—1,0) .

Effectuer un développement limité a I'ordre 2 de la fonction (h,k) — f(1+ h,k) au
voisinage de (0,0). Le point (1,0) est-il un extremum local de f ? Si oui, est-ce un
minimum ou un maximum local ?

De méme, le point {—1,0) est-il un extremum local de f ? Si oui, est-ce un minimum
ou un maximum local ? Justifier votre réponse.

Quels sont les extrema locaux de f ? On énoncera avec soin le théoréme utilisé.

2. Désormais, soit g la fonction définie sur le disque unité D par g(z,y) = 3 — 3z(1 + ¢?).

2a).
2b).
2¢).

2d).

Justifier que g admet un maximum A et un minimum a sur D.
Démontrer que A ne peut étre atteint que sur le cercle C.

Montrer que, Vt € R, g(cost,sint) = 2cost(2cos?t — 3). En déduire la valeur de A et
les points de C sur lesquels f atteint cette valeur.

Déterminer la valeur de a et les points de C sur lesquels g atteint cette valeur.

A la prochaine
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® Corrigé Probleme : Pr. Chabchi, CPGE Marrakech

PARTIE 1

(a) Le domaine de définition de p est R et p est 2r—périodique.
(b) Par parité de la fonction cosinus, p est aussi paire, donc l'arc v, est symétrique par rapport a l’axe
(07).
(c) Le support de y; est obtenu en prenant le support de -, union son symétrique par rapport a l'axe
(07).
2. Le pole O est paramétré par = 7, de plus p () = p' (7) =0 et p” (7) = —cos (w) = 1 # 0. Puisque 2 est

pair alors le pole O est un point de rebroussement du premier espéce et la tangente est porté par 4 (m) ,
cad horizontale.

w

. Soit My = ¢ (6p) un point de 7, autre que le pole O, donc 6, € [0, 27] avec Oy # 7. On a alors

P2 (00) +2 (0 (00))* — p(00) p” (0) = 3 (L + cos (6y)) > 0. Ainsi la concavité de v, en My est tournée vers
le pole O ( ou contient le pole O)

4. On a la fonction p est dérivable sur [0,7] et p/ (f) = —sin(A) < 0. Donc est décroissante sur [0, 7] : elle
décroit de la valeur p (0) =2 a la valeur p () =0.

5. Le tracé est ci-contre :

e La tangente a l'origine est horizontale

e Le point M (2,0) est paramétré par § = 0, puisque p(0) = 2 # 0 et p’ (0) = 0, la tangente est alors
portée par v (0) = 5 cad verticale.

[ mamouni.myismail@gmail.com
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Il

e point B(0,1) est parmétré par 6 = ;T, puisque p<2> =1et p (;T) = -1 SV <5)

(12’ (g) , T (g)) désigne I’angle que le vecteur o (g) avec le vecteur tangent, alors ici tan (V (g))

= —1,donc V (g) = f%. Dans R (O,;/;) cette tangente a pour équation : y =z + 1

e Par symeétrie, la tangente en C (0,—1) dans R (O7 ﬁ;) a pour équation : y = —x — 1.

27 T
6. L’arc v, étant de classe C'!, donc sa longueur [ (y;) est donnée par : [ (y,) = / ¢’ (0)|]d6 = 2/ ¢’ (0) |6
0 0

par symétrie, donc

l(’yl):Q/Z\/sinz(ﬁ)+(1+cos(9))2d0=2/: \/md9:2/:2cos (g) 6 — 8

1
7. L’aire cherché est donnée par la formule de Green-Reimman en polaire: Aire(vy;) = 5 e p*do : il s’agit
07,

-
ic d’intégrale curviligne, ot 0y, désigne la froniére de v, orienté dans le sens direct.

I I 1 20 1
Donc Aire(v,) = 5/ (1 + cos (0))* do = 5/ (1 +2cos (0) + H%) df = = x % X 2 :3—77.
0 0

8|

PARTIE I1

A- Questions de cours

1. Voir figure ci-contre : (permettez mes outils de dessin vectoriel modestes!)

N\

2. L’abscisse curvuligne est un paramétrage admissible de ’arc v, elle consiste a choisir une origine et de
paramétrer chaque point par la longueur (algébrique) de I'arc joignant ce point a lorigine. dans ce cas la
courbe est parcourue & vitesse uniforme valant 1.

On choisit pour origine § = 0, et on oriente v dans le sens des 0 croissant. Alors s ( / [| (f ) |dt =

/\/ DT PP et S (0) = PO+ 77 0).

3. D’abord la fonction angulaire V' est dérivable selon le théoréme de relévement, et en dérivant la relation :

tan (V (0)) = 1) , on obtient :

f1(9)
/ an? _ PO -0 0 bosv f2(0) — f(0) £ (0) L 20 -f0) 1 (
%4 (9) (1 +t (V (9))) f/2 (9) .D’ v (9) f/z (9) X 14 J]:;((%)) f/2 (9) + f/2 (9)

[ mamouni.myismail@gmail.com
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Par ailleurs ( a la physicienne, que Pon justifie mathématiquement a 1’aide de dérivée de composée), on a

7ds ds df ds do da B dv f/2() £(0) £ (0) o
== Tadn = 70 <d€> ,ora=V+0, done 2% = 1+1+( F2(0) + 2 (0) ),a1n51

do do
o gy P O+2420) - I (£2(0) + 12 (6))°
& (72 @) + 72 0)) 20) +2£20)~ 1 6) 77 0)

4. OnaMI = Rﬁ, donc les coordonnées de M dans le repére mobile (M, u (6), ¥ (6)) sont (cos (V + g) ,sin (V + g)

0) 1" (0)

et par suite : R (6) =

. . —>/\_)
(—sinV,cos V) ou V désigne I'angle (u ), T).

B - Retour a l’arc v,

1. L’arc ~y; privé de son pole O est décrit lorsque 6 parcourt lintervalle |—m, 7|, il est un arc birégulier.
Commengons par déterminer ’abscisse curviligne orienté d’origine § = 0 , puis la normale et le rayon de

courbure :
0 0 t 0 4
:/ f2@)+ [ (t)dt:/ 4 cos? ()dt = 4sin () et s’ (0) = 2cos ()
0 0 2 ? 2
dOM _ dOM _ df 1 0
. = B —sin —
e Vecteur tangent et normal : Ona T = s a0 ds @ ( 1+ cosf )(?(9),?(0)) =
— sing
cosg ’
2/ (m),70)
0 30 © = —sinV )
Ai =, t+t eta= =g g N= -
insi V = 5 +Z 5 eta=V+0= 9 + B et ( cos V' )(7(9),7(9)) —siné

d d do 0 2 4 0
e Rayon de courbure : R = BB Y 9cos <) X 3= — coS <>

da  df  da 2 3 2
4 —Cos =
) Enﬁnm:R]_\f),doncm:W—l—Rﬁ: ( 1+8089 ) +—cos (0> 5 ,
(20),7®) 3 2 _gin 2
2/ (w@o).7 )
d’ou
1/ 1+cost 1/ 2+cosf(1—cosb)
01 (0) = = : = .
(0) = 3 ( —2sind )(7(9)77(9)) 3 ( sinf (1 — cos ) (77>
— cos — cos 1
2. On a OM O+m) = ( _(:;g(q B gg:g; ) _ _}) , alors le rapport de cette homothétie est A = —3 Si
(R

Q = (a,b) désigne les coordonées de son centre dans le repeére fixe (O, 7, 7) , alors on aura KTJ')(H) =

1— — — 1— 1— i . .
—=QM (0 +7), donc QO + OI(9) = —§QO = §OM (0 + ), en identifiant les coordonnées, en obtient

1 1
a= 5 et b = 0. Ainsi le centre de cette homothétie est : Q = (2, 0) .

1
3. 00w 01(0) =5 (5]

—
3 donc OH (0) =

(1+cosf) w (0). Ainsi H (0) est 'image de

W =

)(me),?(e)) ’

1
M (0) par 'homothétie de centre O et de rapport 3

4. Voir figure ci-dessous (Merci Maple) : En noir la cardioide 7,, en rouge sa développée ~; et en bleu la
courbe 7. ( Attention Daltoniens ...)

1
5. Puisque v se déduit de v, par homothétie de centre O et de rapport 3 alors selon I-(6) et I-(7), on a :

1

Fln) =

3 8 et Aire(yy) = Alre(”yl)

L(vg) = 3

0
2
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® Corrigé Exercice I : Pr. Deyris, CPGE France

1a) La fonction f est un polynome en x et y, donc est de classe C* sur R?.

0 d
1b) On a %(xo,yo) =3x02 —3(1 +yo?) et é(xo,yo) = —6x0Y0.

1¢) C’est immédiat.

1d) On a, pour tout (h,k) € R®> :  f(1+hk) = (1+3h+3h2 +1%) —3(1+h)(1+Kk?) =
—2+3h* — 3Kk + h® — 3hi®.

Prenons pour norme sur R? la norme définie par ||(x, y)|| =
étant toutes e%ulvalentes le choix de la norme n’influe pas sur le resultat) On a alors, pour
tout (h, k) LBl < |(h, k)H etdonc |13| < |[(l,K)|P = o(||(h,k)||*) au voisinage de (0,0)
; de méme, hk2 = o(||(h, k)||*) au voisinage de (0,0). Par suite, toujours au voisinage de (0,0) :

f(L+hk) = =2+ 300" = k) +o([l(h k)[*)

La forme quadratique g : (h,k) — 3(h* — k*) n’a pas un signe constant (par exemple g(1,0) >
0etg(0,1) < 0) ; on sait qu’alors f ne présente pas d’extremum en (1,0).

1e) De méme, ona f(—1+h,k) =2—3(h*> —k*) +o(||(h,k)||*) auvoisinage de (0,0). Pour
les mémes raisons qu’en 1d), f ne présente pas d’extremum en (—1,0).

1f) La fonction f est de classe C! sur 'ouvert R%. On sait qu’alors, si elle présente un extremum
local en un point, ce point est un point critique de f. Or on a vu que ses seuls points critiques
sont (1,0) et (—1,0), et que f n’y a pas d’extremum ; par suite f n’a pas d’extremum local.

2a) La fonction g, restriction de f a D, est continue sur D. De plus D est un fermé de R (image

réciproque du fermé [0, 1] parl application continue (x,y) — x* + %), et est clairement borné
; c’est donc un compact de R?.

On sait que toute fonction continue sur un compact est bornée et atteint ses bornes ; donc g a

un maximum A en un point de D, et un minimum a en un point de D.

2b) Supposons que A soit atteint en un point (xg, yo) de D’ = D\ C. Alors la restriction de ¢ a
D’ présenterait un maximum en (xg, o). De plus, D’ est un ouvert de R? (cest le disque unité
ouvert) et ¢ est C! sur D’ ; donc (xp, yp) serait un point critique de g, donc de f.

[ mamouni.myismail@gmail.com
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Or on a vu que les seuls points critiques de f sont (1,0) et (—1,0), qui n’appartiennent pas a
D’ ; les extremums de ¢ ne peuvent donc pas étre atteints en un point de D’, ils le sont donc
torcément sur C.

2¢) Pour tout t € R : g(cost,sint) = cos®t — 3cost(2 — cos*t) = 2cost(2cos® t — 3).
Quand f décrit R, cos t décrit [—1,1]. Etudions donc les variations de ¢ : u — 2u(2u® — 3) sur
[~1,1]. On a, pour tout u € [-1,1], ¢'(u) = 6(2u> —1) d’oi1 le tableau de variations :

wl-1  —1/v2  1/vV2 1
pu) | 2 2 2v2 N\, —2v2 2
Puisque (cost,sint) décrit C quand t décrit R, et que g(cost,sint) = ¢(cost) pour tout ¢, le
maximum de g sur C est atteint en chaque point (cost, sint) pour lequel ¢(cos t) est maximal,

c’est a dire pour lequel cos f = —1/+/2. Par suite A = 2v/2, et est atteint en (=1/+/2,1//2) et
(—1/v2,-1v2).

2d) De méme, a = —2/2 et est atteint en (1/v/2,1/v2) et (1/v2, —13/2).

® Corrige Exercice II : Pr. Lemaire, CPGE France

1.
2
(a) Tout d’abord le théoréme de Schwarz permet avec des fonctions de classe C? de confondre 3 (x,y) avec
Loy
0 f
dyor DY)
9e . 1 2 8f
S’il existe a de classe C' telle que V(z,y) € IR” tel que %(az,y) = a(z)f(z,y) alors
0% f of - *f of of of

On en déduit que f vérifie (£).

Réciproquement, si f vérifie (£) et qu’elle ne s’annule pas sur IR, considérons g définie sur R? par g(z,y) =

0? 0 0]
O 2.y 1 o s @ @) - @ gl @)
. On a g de classe C" par TG et V(z,y) € R", —=(x,y) = =0,
fz,y) / P @) 3y( v) f(@,y)?

car f vérifie (£). Comme IR? est un ouvert convexe, il existe une fonction a de classe C* sur IR telle que V(z,y) € IR?,

o(2,9) = a(z), 501t () = a(@)f(z,9).

Conclusion : rOn a bien l’équivalence‘

(b) Soit f solution de (£) et ne s’anulant pas sur IR. On a donc lexistence du a et du 1.(a)

Analyse : Si on pose f(z,y) = F(z) (y fixé), alors %(m,y) = a(x) f(x,y) s’écrit F'(x) = ax(x)F(z), soit & aide

des équations différentielles du ler ordre linéaires : F(z) = A\eA(*) oti A est une primitive de a.
Synthése : Notons A une primitive de a sur IR (qui existe car a est continue sur IR) et considérons g définie sur

IR? par g(x,y) = f(z,y)e” 2@, Comme a est C* sur R, A est C? sur IR et donc g est a est C? sur IR?. Dérivons par

. .0 _of
rapport a x : %(x,y) = 32 (z,y)e

1 2 A(z)

—A@) _ f(z,y)a(x)e*A(x) = 0. Comme IR? est convexe, il existe une fonction v de
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clgsse C sur R telle que V(z,y) € R, g(z,y) = ¢¥(y) et donc f(z,y) = p(x)(y) avec p(z) =€

Comme on a (y) = f(z,y)e”4®), 1) est de classe C2 sur IR par TG et ne s’anunle pas sur IR. On en déduit que
Y(z,y) € R?, f(x,y) = p(z)¥(y) avec ¢ et 1 de classe C? sur IR et ne s’anunlent pas sur IR.

Réciproquement si ¥(z,y) € IR?, f(z,y) = ¢(z)¥(y) avec ¢ et 1) de classe C? sur IR et ne s’anunlent pas sur IR,
alors f est clairement C?, ne s’annule pas sur IR et vérifie

Fe o)~ 2 w,) T r.0) = o)) (V') — @00 ) =0

Conclusion : ,611 a bien ’équivalence ‘

On n’a pas I'unicité car si (p, 1)) convient alors (2¢, %w) convient aussi!

(c) Si f vérifie £ et ne s’annule pas alors il existe o, C? et ne s’annulant pas tel que V(z,y) € IR?,
f(@,y) = o(@)¢(y), done f(x,0) = (x)1(0) et £(0,y) = p(0)1(y).

Posons alors po(2) = g(2) , ¢o(y) = M(y) et V(z,y) € R?, f(z,y) = po(x)¢o(y), donc

f(2,0) = @o(x)0(0) = g(x)Ah(0) et f(0,y) = ¢o(0)1ho(y) = g(0)Ah(y). Comme g(0) = h(0), A = ﬁ convient et

S

Vo) € T, fo,0) = g(0) o

Pour I"unicité si f1 et fa sont 2 telles fonctions, on a f1(#,y) = ¢1(2)1(y), et fo(z,y) = wa(@)ts(y), d'on
f1(2,0) = o1(2)91(0) = fa(,0) = pa(2)2(0) = g(x) et

f1(0,9) = 01(0)Y1(y) = f2(0,9) = 2(0)¢2(y) = h(y) d’out il existe 2 réels a et 3 tels que gz = apy et Py = iy
On en déduit que £1(0,0) = £>(0,0) = 1 (0)1(0) = a1 (0)eh1(0) = g(0) (= h(0)) comme tout est non nul, on a

donc aff =1 et donc fi; = f5 et I'on a 'unicité.

h
Conclusion : |V(z,y) € R?, f(z,y) = g(z) hiy) convient et est unique

9(0)

2.
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(a) Petite erreur d’énoncé : lire y — f(xo,y) et non y — f(z,yo).

Soit (x0,yo) un maximum local de f. Soit r > 0 tel que V(z,y) € [zo—7, o+ 7] X [yo — 7, y0 + 7], f(z,y) < f(x0,Y0)
et donc Vz € [xg — 20 + 7], f(2,y0) < f(z0,y0) d’oit 2o est un maximum local de z — f(z,y0). On fait de méme
pour y — f(zo,y) qui admet un maximum local en yg.

Réciproquement soient zo un maximum local de x — f(x,yp) et yo un maximum local de y — f(xo,y).

1 existe ¢ et ¥ telle que Y(z,y) € IR?, f(x,y) = ¢(z)¥(y). Comme f ne s’annule pas, ¢ et ¢ non plus. Par valeurs
intermédiaires elles ne changent donc pas de signe. Quitte a changer ¢ en —p et ¥ en et —, on peut supposer que

@ > 0 et comme f est positive, on en déduit que ¥ aussi.

f(.’Ii, yO)

¥ (o)
donc lexistence d’un r > 0 tel que Va € [xg — r, o + 7] () < p(x0) et Vo € [yo — r,y0 + 7] Y (y) < ¥(yo) et

D’autre part, ¢(x) = , donc ¢ admet un maximum en xy. De méme ¢ admet un maximum en y. On a

Comme tout est strictement positif, on en déduit que

Vo € [xo — 1,20 + 7] X [yo — 7,90 + 7] f(z,y) = 0(x)(x) < @(20)Y(v0) = f(T0,Y0)-

Conclusion :

’f admet un maximum local en (xg,yo) SSI g est un max. local de x — f(x,yo) et yo un max. local de y — f(zo,y). ‘

(b) Soit A = {z¢ € IR tel que x( soit un maximum de x — f(x,yo)} et B = {yo € IR tel que yo soit un maximum

de y — f(z0,y)}. On a alors

Conclusion : ’ A x B = {(zo,y0) tel que f admet un maximum local en (zg,yo) } ‘

3.

(a) Considérons h définie sur IR par h(t) = t3 + |¢|3. On a donc

0sit<O O0sit<O 0sit<O
h(t) = dou B'(t) = et B(t) =
2381t >0 6t2sit>0 12t sit >0

Les limites de h, h' et h” & gauche et & droite en 0 sont toutes égales & 0. Par le théoréme de prolongement des

fonctions de classe C*, h est donc de classe C? sur IR. On en déduit par TG que f est C? sur R? ( f(x,y) = h(zy) ).

2
(b) On a V(z,y) € IR? g(%y) = yh/ (zy) %(m,y) = xh'(zy) et 3axgy

B (z,y) = b’ (zy) + zyh” (zy)

2 0 si <0
Fea) e 0) = 5L (00) 9L (00) = W) R )+ )b eyt ey =
Y t Y 362%y® — 362%y>— =0siazy >0
Conclusion : | f vérifie (£)
(c) Supposons qu'’il existe ¢ et ¥ telles que V(z,y) € R?, f(z,y) = o(x)(y) f(1,1) = o(1)1(1) = 2 donc ¢(1) # 0
et (1) # 0, F(—1,~1) = p(~1)i(~1) = 2 done p(~1) # 0 et ¥(~1) # 0 et enfin f(~1,1) = (~1)(1) £ 0 or

f(=1,1) =0 car (—1,1) est dans la zone xy < 0 : Absurde!

Conclusion : | Il n’existe pas ¢ et 9 telles que Y(z,y) € IR?, f(x,y) = p(z)v(y)
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Devyairlibre .
i Valeur moyenne d’une fonction

® Enoncé : CNC 2006, MP

Définitions et notations

Dans ce probléme, E désigne le R -espace vectoriel des applications continues de R™ dans R, et
E5 le sous ensemble de E formé des applications de carrés intégrables sur R™.

A toute fonction f € E on associe la fonction, notée ¢ (f), définie sur R* par

Y(HO) = 7(0) et V>0, p()(x) =+ /O " f) d.

Si @ est un endomorphisme de F, on dit que A € R est une valeur propre de ® s’il existe f € F
tel que ®(f) = A\f et f # 0; dans ce cas, on dit que f est un vecteur propre de ® associé a \ et
Ker (® — Xidg) s’appelle alors le sous-espace propre de ® associé a la valeur propre .

Premiére partie

1. Soient a et b deux réels strictement positifs.

—at efbt

1-1. Montrer que la fonction ¢ — ef est intégrable sur |0, 400

400 e—at _ e—bt

Dans la suite, on pose  I(a,b) = / — dt.
0

1-2. Montrer que I(a,b) = —1(b,a) et que I(a,b) = I(1,b/a).
+oo —t _ —xt
1-3. On note ¢ l'application définie, pour tout z > 1, par ¢(z) = / % dt.
0

1-3-1. Montrer que ¢ est continue sur l'intervalle [1, +oo].
1-3-2. Montrer que ¢ est de classe C! sur l'intervalle [1, +o0] et calculer ¢'(z) pour z > 1.
1-3-3. Que vaut alors ¢(x) pour z > 17?

1-4. En déduire soigneusement la valeur de I'intégrale /(a, b) en fonction de a et b.

In(1+1¢)
t

2. 2-1. Montrer que la fonction ¢ — est intégrable sur l'intervalle |0, 1].

n
n L

n+1’

2-2. Préciser le rayon de convergence et la somme de la série entiere Z(—l)
n>0
2-3. Montrer que cette série entiere converge uniformément sur le segment [0, 1].

too 2 1 2
1 In(1+¢
2-4. On rappelle que E 2= % ; montrer alors que / n(:) dt = %
n=1 0
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Deuxieme partie

1. Soit f un élément de E ; on note g la fonction définie sur R par

Va=>0, g(a:):/owf(t)dt.

1-1. Justifier que g est de classe C! sur R* et que la fonction v(f) est un élément de E.

1-2. On suppose que la fonction f tend vers une limite finie A lorsque z tend vers +oo;
montrer qu'il en est de méme de la fonction ¢ ( f). Etudier la réciproque.

1-3. Que peut-on dire dans le cas o1 cette limite est égale a +o00 ?
1-4. Onpose h(z) =xf(z), x >0.
1-4-1. Montrer que g — ¥ (g) = ¢¥(h).

1-4-2. En déduire que si f est intégrable sur [0, +oo[ alors ¢)(h) admet 0 comme limite en
+oo. Etudier la réciproque.

1-5. Montrer que si f est positive alors, 0 < ¢(v/f) < /¥ (f); dans quel cas y’a t-il égalité ?

2. 2-1. Montrer que 1 est un endomorphisme de l'espace vectoriel E.
2-2. Montrer que v est injectif.

2-3. L'endomorphisme v est-il surjectif ?
3. Soit A un réel non nul.
3-1. Déterminer les applications f de |0, +oo[ dans R dérivables et vérifiant
Ve>0, ef'(z)+(A—1)f(z)=0.
3-2. Pour quelles valeurs du réel X ces fonctions sont-elles prolongeables a droite en 0 ?

4. 4-1. Est-ce que 0 est valeur propre de v ?

4-2. Montrer que si f € E est un vecteur propre de 1) associé a une valeur propre p alors f est
une fonction dérivable sur |0, +oo].

4-3. Déterminer l’ensemble des valeurs propres de ) et préciser pour chacune d’elles le sous-
espace propre associé.
Troisieme partie

1. 1-1. Montrer quesi f et g sont deux éléments de E», leur produit f g est une fonction intégrable
sur RT,

1-2. Montrer alors que E; est un sous-espace vectoriel de E.

“+oo
1-3. Montrer que l’application (f, g) — / f(t)g(t) dt est un produit scalaire sur Ej.
0

Dans la suite, ce produit scalaire se notera (.|.) et ||.|| désignera la norme associée.

2. Soit f un élément de E» ; on note toujours g la fonction définie sur R* par

Vo >0, g(:c):/oxf(t)dt.
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2-1. Calculer la limite en 01 de la fonction ¢ — gT

Former pour réussir
g2(t)

+2

b b 2
[ewraa= [T a=waro 2 [ o )

2-3. En déduire que, pour tout réel b > 0,

/ BP0 dt < 2 (/ Na0 dt)é (/ (20 dt)é

2-4. Conclure que ¢(f) € Ex et que [|[9(f)] < 2|f]l-

2-5. On note 9 'endomorphisme induit par ) sur F>. Que peut-on alors dire de 13 en tant
qu’endomorphisme de I'espace vectoriel normé (Es, ||.||) ?

2-2. Montrer que, pour tout réel b > 0, la fonction ¢ — est intégrable sur |0, b] et que

3. Soit f un élément de Es.

3-1. En utilisant la formule (1) montrer que la fonction = — z(f)?(z) tend vers 0 lorsque =
tend vers +o0.

3-2. Montrer alors que (¥(f)|v(f)) = 2(f|v(f)).

4. Soit f € E5 une fonction telle que || (f)|| = 2||f||- Calculer [[40(f) — 2f||? et montrer que f est
la fonction nulle.

Quatrieme partie

1. On considere un réel a > 0 et on note f, la fonction définie sur R* par f,(z) = e %, z > 0.
1-1. Montrer que la fonction f, € E» et calculer || f,||°.
1-2. Calculer ¢ (f,)(x) pour tout = > 0 puis donner les valeurs de (f,|1(f,)) et de W‘S{T‘) | .
2. On considere la fonction f définie sur R™ par f(z) = . _li_ e 0
2-1. Calculer ¢(f)(x) pour tout = > 0.
2-2. Vérifier que f € E3 et montrer que (f|¢(f)) = /01 (ln(1t+ t) 111_1:75) dt.
2-3. Trouver une primitive de la fonction ¢+— ln(lt—l— ) + 11:l_tt puis calculer HT/’}‘%‘)H

3. Montrer plus généralement que si f € F» est positive, décroissante et non nulle, alors

[KaeRll
> V2.
I1£1]
_ N IO oot con
4. 4-1. Montrer que l'application f —— G est continue sur Ey \ {0}.
4-2. En déduire que { Hqﬁ%‘)” feEy\ {O}} est un intervalle contenu dans 0, 2[.
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5. Dans cette question, on va montrer ces deux ensembles coincident.

5-1. Pour tout s €] — 1, —3[ on note f; la fonction définie sur R par
fs(0) =0, fs(t)=1t> sit>1, et f,affine sur [0, 1].

5-1-1. Vérifier que fs € E» et calculer || f;||* en fonction de s puis en donner un équivalent
lorsque s tend vers —3.

5-1-2. Calculer ||¢)(fs)||? en fonction de s et en donner un un équivalent lorsque s tend vers
1

5-1-3. En déduire que la borne supérieure de I’ensemble {W ; [ € Ey\ {0}} vaut 2.

5-2. Soit @ > 0; on note f la fonction définie sur R* par
ft) =t site0,1], et f(t) =t"*"1 site(l,+oof

5-2-1. Vérifier que f € Es et calculer || f||? en fonction de a.
5-2-2. Calculer [[4(f)||* en fonction de « et en donner un équivalent au voisinage de +oo.

5-2-3. En déduire que la borne inférieure de I'ensemble {W i feEy\ {0}} est nulle.

A la prochaine
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~— Blague du jour \

Le professeur de chimie inscrit la formule HNO3 sur le
tableau. Il interroge ensuite un éléve :

- Que signifie cette formule ?

- Heu, je I’ai sur le bout de la langue, monsieur !

- Crachez-la tout de suite, c’est de 1’acide nitrique !

—~ Ibn Battuta, (1304 Tanger-1369 Marrakech)

Explorateur et voyageur marocain, parcourant 120 000 km en 28
ans de voyages qui ’ameénent a I'Inde, la Chine, au Kazakhstan
I’Andalousie, au Mali. Ses récits, compilés par Ibn Juzayy en un
livre appel Rihla (voyage) sont plus précis que ceux de Marco

ment de la pure imagination, notamment ceux décrivant des
étres surnaturels.

® Corrigé : Pr. Mamouni, CPGE Rabat, Maroc

0 a Auvoisinage de 0: On sait que ¢/ = 1+t + o(t), donc

et _ e—bt

— = b—a+o(1) ~ b—aintégrable au voisinage de
0. )

Au voisinage de +oo: On sait que e = o (;), donc

e—at . e—bt 1
— =0 (t_z) intégrable au voisinage de +co.

b I(a,b) = —I(b,a), trés evident.
Posons : u = ta, donc :

b
+o0 e—at _ e—bt /—|—oo e 4 _ e at
0

I(a,b) = / € ¢ g = du
0 t

Polo, mais contiennent plusieurs passages qui relevent claire-

{mo[ np uappewaqu\[}

—t —xt

i Lapplication: f : (x,f) — % est continue sur
[1,+00[xR™ en tant que somme, rapport de fonctions con-
tinue, qui ne s’annule pas. En (x,0) on a: f(x,t) ~ x—1
continue, donc f est continue sur [1, +0o[xR.

D’autre part : pour x € [a,b] C [1,4+o0[ona:
e—t . e—xt et — ot et — e—bt
7 = 7 < " qui est continue, inté-
grable sur |0, +-o00[, donc ¢ est continue sur [1, +oo|.
of
ox

ii Pour x € [a,b] C [1,+oo[ona: —e ¥ < e

continue, intégrable sur [0, +oo[. Donc ¢ est de classe C! sur

+o00
[1, +oo], avec ¢'(x) = / e *dt = %
0

iili D’aés le raisonnement fait dans la question précé-
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PROBLEMES CORRIGES-MP

<
-y

1
dente, on a: ¢'(x) = o donc ¢(x) = Inx + K, or ¢(1) = 0,
d’'ott K = 0 etdonc ¢(x) = Inx.

d Sib > g, alors x = b > 1, donc I(a,b) = I(l,g) =
o(2)=(3)
a a
Sib <ag,alors x =

I(a,b) = —1(b,a) = —1(1,%) - —§0<5> ~ —In <E> »

In <é)
a
Conclusion : I(a,b) = In (Z)

>1,donc:

S [

0 a Au voisinage de 0: on sait que In(1+¢) = t+o(t),
ot In(1+1¢)

d’o ~ 1 intégrable au voisinage de 0, donc t >
In(1+¢
In(1+¢) est intégrable sur |0, 1].
—1)"
b Posons a, = u, on a limel Al — 1, donc
n n—+oo | ay
(=D"

le rayon de convergence de la série Z x" est égal

n20n+1

In(1+ x)

a 1, dont la somme est , puisqu’il s’agit de son

développement en série entiére.

¢ Pour x € [0,1] fixé, on vérifie faciulement que la série

Mo

Former pour réussir

—1)" .  d .
Y. ( +) 7 x" est une série alternée, donc vérifie le critere spé-
n

n>0
cial, en prticulier la majoration du reste par son 1ér terme,
(_1)k k (_1)71 n 1
donc Z x| < |———x"| < ——, donc le reste con-
= kt1 n+1 n+1

verge uniformément vers 0, et par suite la convergence de la
série sur [0, 1] est uniforme.
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1] 1 t 1 +00 _ 1 . O, . _
d / n( + / t” dt D'aprés2.2 O t.a g estde classe C”, en tant que primitive de f qui est con
0 inue.

_ Z / ( 1)" A=Y gy Ona ¢(f)(x) = g(Tx) pour x > 0, donc ¢ est continue sur
n—0/0 n+1 R%.
Car la convergence est uniforme sur [0,1] Pour x # 0, le théoréme des accroissement finie, donc g(x) —
_ E*j (=1)" ¢(0) = xg'(c) avec ¢ compris entre 0 et x, d’ou ¥(f)(x) =
= (n+1) f(c) — f(0) = ¥(f)(0) car g(0) = 0 et ¢ = f continue,

too 1 donc i(f) est continue sur R, autrement dit ¢(f) € E.
2 Py W

On divise la somme en deuxn = 2p,n = 2p +1

+oo 1 +o0 1 +o0 1
+00 1 +00 1
Z nz plzl (ZP)Z
+oo 1 +o0 1
Car L oy = L 2p + 2
p p

™1 11

T
1i2 1
21;1112

7-&-00 1 +0 1

Car Z—: Z
nzlnz p:lp2
2
7T
T 12 b lim f(t) =A== Ve>0, JA > 0tel que |f(t) — A| <

t—4o00

N . €
5 vVt > A,doncpourx > Aona:
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1 X

p(x) Al = | [ F@ar<nx
L pwa— [ ad
== t)dt — t
(| ot
1 X
= [t -
1 X
< [ 1f0 Al
?foA 1 rA
= [C1r - atare S [T 1pe - alat
K 14
=+ [ I - A
X XxA
<S 1y
x  xJx 2
Kk xTus
Cox x 2
SI—<+E carx_A§1
x 2
<e¢ car lim — =0

xX—+4o00 X

La réciproque est fausse, prenons pour contre-exemle la fonc-
. sin x
tion f(f) = cost, on a: P(f)(x) =

x — +00, alors que lim cos x n’existe pas.
X—r 400

— 0 quand

¢ lim f(t) = 400 = VB > 0, 3A > Otel que f(f) >

t—+o00

g Vt > A, donc

it

Former pour réussir

p(f)(x) =§ /OAf(t)dt—l-/Axf(t)dt)

1 B

> (K42(x-A

>~ | K+ 0

K x—-AB

T x 2

¥ Y “K x_AB B
>B car lim — + — = —
‘ x—+oo X x 2 2

Donc x1_1>r£oo1/)(f)(x) = 4o0.

d

i Dans i(h) on va utiliser une intégration par partie, en
posant u = x,v' = f,doncu’ =1,v = g,d’ou:

pi) =3 [roa = (s [ s0)
() -+ [ g0t =g(x) — ()

X
ii f est intégrable sur [0, +oo[, donc g(x) = / f(t)dt
0

admet une limite finie en +oco, d’aprés la question 1.2) y(h)
admet aussi la méme limite en 40, or ¢(h) = g — 1(g), donc

lim =0.

Jim ) () =

La réciproque n’est pas toujours vraie, prenons pour contre-
—X

e L .
exemple f(x) = 3% - on intégrable au voisinage de 0, car

e—x

e o1 alors o8 (mu)—l/“fwt—lu—e*)—+
Y aors quey —xJo Cox

/ VBt >o.

0, quand x — +o0.

e +/f>0etx>0,doncy(y/f
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D’autre part : en utilisant I'inégalité de Cauchy-schwarz pour

let\/f, onaura: %/Ox\/mdt §%\//Oxdt\//oxf(t)dt

1 X
=3/ = t)dt =
Vel Fwd=Jy(r)
On aura égalité, s’il y a égalité dans 1'inégalité de Cauchy-
schwarz pour 1 et \/f, donc s'ils sont proportionnels, c’est a
dire f est constante.

a Ilestclair que ¢(f + Ag) = ¥(f) + Ay(g), n’oubliez pas
de le mentionner pour x = 0, donc ¥ est linéaire.
D’autre part d’aprés 1.1) ¢(f) € E, Vf € E, donc ¢ est un
endomorphisme de E.

b fe Ker(p) = p(f)(x) =0, Vx >0

Donc ¢ est injective.

¢ D’aprés 1.1) on peut affirmer que 1(f) est de classe C!
sur R7, donc toute fonction de E qui ne 1’est pas ne peut pas
étre de la forme y(f), c’est a dire n"admet pas d’antécédant,
donc ¢ n’est pas surjective. F(x) = |x — 1| est un exemple
de fonction de E qui n’est pas de classe C! sur R*, car non
dérivable en 1.

a Il s’agit d'une équation différentielle linéaire du 1ér or-
dre a coéfficients non constant, dont la solution est :

*A—1
/ —tdt T=Ay . 1-A
= Ke Ke A = Kx A .

b f est prolongeable en 0"si et seulement si lgg f(x) est

—A
> Osietseulementsi0 < A < 1.

finie si et seulement si

O a 0 ne peut pas étre une valeur propre de ¢ car elle est
injective.

b Soit f € E non nulle telle que y(f) = uf, donc

f = %1/)(}5) car yu # 0 d’aprés 4.1). De plus d’aprés 1.1) on

peut affirmer que ¢(f) est de classe C! sur R* , donc f aussi.

¢ Soit A valeur propre de ¢ et f vecteur propr associé, donc

X
P(F(x) = Af(x), droir [ f(0yar
égalité on obtient : Axf’(x) + (A — 1) f(x) = 0, dont les solu-
tions sont :
1—A
f(x) =Kx A ,dérivables sur |0, +-co[ pour tout A €]0, 1].

0 a Pourtout segment [a,b] C R, onad’aprés I'inégalité de

= Axf(x), en dérivant cette

Cauchy-Schwarz :

sta <[ o[ o

<M= \/ I f2<t>dt\/ JASG

Donc fg est intégrable sur R

b Il est clair que I'application nulle est de carré intégrable,

donc appartient a Ep, d’autre part, soit (f,g) € Ex, A € R,
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alors :

(f + AQ)* = f?+2Afg + &* car f?,fg,g* sont toutes inté-
grables, donc f + Ag € E; et par suite E; est un sous-espace
vectoriel de E.

c .

+00
O Symétrie: (f,g) = / F(b)g(t)dt
0
(& f)-
O Bilinéarité: (f + Ag,h) = (f,h) + A(g, h), car l'intégrale
est linéaire, d’ot la linéarité a gauche, a 'aide de la symétrie
on conclut la bilinéarité.

O Positive : (f, f) = /0 " 20dt > 0.

—+00
= [ sfwar =

+oo
0 Définie: (f, f) = 0 = / fA(t)dt = 0 = f* =0, car
0
f? continue positive, donc f = 0.

- &0 _ B
: t gHY(f)) — g(0)y(£)(0) 0, quand

t — 0T, car g et (f) sont continues sur R™ et ¢(0) = 0.

2(t
b gt# = (P()(1)* — (¥(£)(0))*, quand t — 07, car
g(t)
2

10, b] car prolongeable par continuité en 0.
b b 52

D’autre part : / w(f)*(t)dt = / gtgt) dt, par définition de
0 0

P(f), pour l'autre égalité on va utiliser une intégration par

¥(f) est continue sur R™, donc ¢ —

est intégrable sur

1
parties, avec u = ¢*(t),v/ = nE donc v’ = 2¢'(t)g(t) et

Mot

Former pour réussir

v = —%, d’ou
P& () g (t) P& (Hg(t)
/0 tzdt—{—t}-l—Z
g£eo Vg t)g(t) ”
b §0 t
car: lim & ) =0
2y
SO b2 [ o war
car + /(1) f(t»@mp(f)(t)
c /Ob1p(f) t)dt <2/ f(t) t)dt D’aprés (1) ,

<2\// (¢ dt\//

D’aprés l'inégalité de Cauchy-Shwarz.
b
Si / W(f)?(t)dt = 0, ’est terminé, sinon on peut simplifier
0

avec et on obtient encore le résultat demandé.

d Découle immédiatement de 2-4) en faisant tendre b vers
—+o0.

e D’aprés 2-5) on peut conclure que , est 2-lipshitzienne,
donc continue.

a

b Faire tendre b vers +oo dans (1), en utilisant 3-1).
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O [lp(f) —2fI1F = (¥(f) =2f 9(f) — 2f)
= (), w(f) —4(p(f), ) +4(f, f)
= lp(NIP — 4w (f), f) + 4l fI?
= —4(p(f), f) +8lIfII>  Car:[[p(f)I] =2]If]]
— —a(p(, )+ 2[R Car: [lp()]] =21l
=0 D’aprés3-2)
Donc ¢(f) —2f = 0, ainsi si f # 0, on aurait 2 est une valeur

propre de i, impossible puisque les valeurs propres de i sont

les A €]0, 1].
O a f2(x) = e 2 est évidement intégrable sur R™, avec:
—Zaxdx —

+o0 1
2 _ —
hlr= [ -

b Pourx #0,ona:y(fs)(x) = %/o
Pour x =0, ona:ipogfa)(O) = f,(0) =1
Fablfe)) = [ falx)plfe) (v)dx

1 o0 p—ax _ e—2ax
== S —; "
aJo X

1
= ~1(a,2
~1(a,20)

1
= HTIZ D’aprés 1-4 de la lere partie

2
(M) =206, 9(h) Dapres1-
= 4a(f,, 9112)

=41na

1 N\ 4 e—ax

ax

X
e % dt =

D’aprés 3-2, 3¢me partie -

4

()l .
Dod: Ty =2Vina

a Pourx#0,ona:P(f)(x) =
Pour x =0,ona: ¢(f)(0) = f(0)
b Auvoisiangede0: f(x) ~ 1

1
Au voisinage de +o0 : f2(x) ~ 2 donc f? est intégrable sur

R ™, or f continue, donc f € E.

—+o0
(Floe) = [ fownmar

0
/+°° In(1+1¢) it
Jo tH(141t)

n(1+¢) +°°1n1+t
) 4 /
/0 t1+t + 1+t

n(l+h) tin ( 1+u
t

/0 H1+1t) +/ u
ln(1+t
H1+t)

1
)
/ (14+¢t)In(1+1¢) —tlnt
+

1
Avec:u=?

/—\

) dt  Onremplace u part

tH1+1)
llt lt
n( —|— n)dt

1+t

(1 i t) r_li_tt, donc IntIn(1 +¢t)

¢ (IntIn(1 ))/

+t Int
est une primitive de In(1 + )

F iy
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1
Calculons d’abord : / Mdt et / 11+ dt, en effet:
0

TIn(1+1¢),, 1 Lnt
/0 Tt = [t Bl [ s
Intégration par parties avec :
1
u=In(1+¢t) o = 2
/ 1

= = Int
u Tt v=1In

1
:_/ lntd
o 1+t
Car au voisinage de 0" : IntIn(1+¢) ~ tnt
g .

O a lesapplication f — ||f|| et f — ¢(f) sont continue, or

(I
il

que composée et rapport d’applications continues.

()|
b { Il

en tant qu'image d"un connexe par une application continue,

¥l
[1£1]

d’aprés la question 2-4) 3éme partie, donc c’est un intervalle
contenu dans |0, 2].

0 a

f # 0, donc l'application f — est continue en tant

tel que f € E; — O} est un connexe dans R

d’autre part: 0 < < 2, puisque §(f) est injective et

i L’application f est définie ainsi :

f(t)y =°¢ si:0<t<a
=—a*(t—a—-1) si;a<t<a+1

=0 si:t>a+1

it

Former pour réussir

f? estintégrable car son intégrale sur R™ est égale a celui sur

0,a+1], avec: [|f|]? =/atzsdt—azs/a+1(t—a—1)2dt

a
ﬂ25+1 a25 a25+1

T 25+1 3 2541

ii D’abord pour 0 < x <a,ona:

xS
s .
/f t)dt = /tdt—s 1,car.

23+1>0=>S>——=>5+1>0: lim x*t!1 = 0.
2 x—0t

D’autre part :

lw(HIP = /(]+001P(f)2(x)dx > /Oatp(f)z(x)dx =

a xZS aZS—H 2a28+1 1
dx = = . >
/0 (s+1)? (s+1)?(2s+1) (s+1)(2s+1)2(s+1) ~
2a25+1

2 1) =2s+2>1.
(s+1)(25+1)’car (s+1)=2s+2>

iii D’aprés les deux questions précedentes, en faisant

[e(DIPY - 2
i )2s+1

1
R telque2s +1 > 0, donc pour s > —5. en faisant ten-

(AP .
2 AP ) = & dou:
Sup <||¢<f>||

Al ) > 2, or d’aprés la question 4.2) on a:

Sup (Hlﬁ%?“) < 2, d’oul'égalité.

Vs €

tendre a vers +oo, on aura : Sup (

1
dre s vers ——, on obtient: Sup(
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b

i

ii Au voisinage de +co on a: f3(t) = est bien in-

tégrable car 2« +2 > 1, avec:
2 e 5 2% e
e = [ f@m:/tm+/ et
1 1 2

T %11 2mt1 2at1
iii Déterminons d’abord (f)(x) pour x > 0.
lércas:0 < x <1,alors:

1y Y o
—x/of(t)dt_x/otdt_aJrl.

2éme cas : x > 1, alors :

/f (/f dt+/f dt)

t20c+2

A la prochaine

IR = [ w7

7 teo /241 1 )\?
- wre (e ae)
_ 1 a+1)*>  2(a+1)
Qa4+ 1)(a+1)2 0 a2(a+1)2 a2(a+1)2

1

+uc2(21x+1)

_ 1 N 40% — 1 N 1

Qe+ D(a+1)2  a2(a+1)2  a2(2a+1)
4

iv  D’aprés les deux questions précédentes, on aura :

(IR _ 2e+1)
”( e )S 2

x — +00, on obtient Inf

pour & > 0 assez grand, quand

2
||¢(]|c|)2|| ) < 0, or d’aprés la ques-

tion 4.2) on a: Inf ( | |1|P|§C]|c|) I ) > 0, d’ou I’égalité.
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Devairlibre

Transformée de Fourier, de Lebesgue. Séries de Dirichlet

® Enoncé : 011,
NEGTOER On note
|z| le module du nombre complexe z.

J un intervalle de [0, +o0.
f une fonction définie sur | a valeurs dans R ou C.
¢ une fonction définie sur [0, +-o0o[ a valeurs dans R ou C.

Sous réserve de son existence, on note fo(x) = / f(t)g(xt) dt pour
J

x > 0.
Chaque fois qu’aucune confusion ne sera possible, on notera f(x)
au lieu de fq(x).

Pour différentes hypotheses sur la fonction f, sur 1'in-
tervalle | et pour deux choix de g, on se propose de déterminer la
limite de f,(x) lorsque le nombre réel x tend vers +oo.

Dans la partie 1, on étudie un exemple explicite avec application a
des calculs de sommes de séries.

Dans la partie 2, on considere une fonction f définie sur [0, +oo| a
valeurs réelles et 1'objectif est d’obtenir la limite en +oo de fy(x)
lorsque g(t) = |sin(t)|, lorsque f est de classe C' ou lorsque f est
continue par morceaux.

Partie I : Une étude de séries.

ECIRIER LTI Pour tout x réel tel que la série entiere

Xk +0 xk
Y. ((—1)]‘_1?) converge, on note L(x) = Z(—l)k_1? sa
k>1 k=1
somme.
1.1 Préciser le rayon de convergence de cette série entiére, mon-
trer que la fonction L est définie sur | — 1, 1] et expliciter L(x)
pour x €] —1,1].

1.2 Montrer, avec soin, que la fonction L est continue sur l'inter-
valle [0, 1]. En déduire que L(1) = In(2).

Etude de la série Z (% cos (2];)) .
k>1

On consideére la suite
(ax)ken+ définie par

2 1 1
v N7, = =5V N, =—— et =
PENGap =75, PSR apl = 50 G2 = 5,0
2.1 Montrer que
3p 3 1 12 4
> k= ) PR S
k=1 k=p+1 P11+ 5
3p
2.2 déterminer la limite de Z ax lorsque p — 400 (on pourra
k=1
1
considérer la fonction f —» T+ sur un intervalle convenable).
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En déduire la convergence de la série Z(ak) k>1 et préciser sa

somme.

2.3 En déduire que la série } ( cos (21({)) converge et
k>1

Etude des séries ) (COS(kK) ) ety (sm(k@) -
k k>1 k k>1

montrer que sa somme est égale a In (

Pourt €

1
]0,27t[ et n € N*, on note ¢(t) = —— Jet Sn( Z ekt
e J—

On désigne par & un nombre réel fixé dans l’mtervalle 10, 27t[. Pour
simplifier 1’écriture des démonstrations, on supposera w < a <
27t.

3.1 Montrer que S, (t) = p(t) (e FDE _pity,
3.2 Montrer que ¢ € C!([r, «]).

[
3.3 Montrer que l'intégrale / e "D (1) dt tend vers 0 quand

7T
n — +oo (on pourra utiliser une intégration par parties).

44
3.4 Expliciter / Su(t) dt. Déduire de ce qui précede la conver-
T

' ik oo sika
gence de la série Z - . Expliciter la somme Z r
k>1 k=1
[
en fonction de In(2) et de / eo(t) dt.
7T
it
e?2

3.5 Exprimer ¢’ ¢(t) en fonction de out € [m, u.

k
3.6 En déduire la convergence des séries 2 <COS( zx)) et
k>1

k
D (Sm](cka)) . Expliciter leur somme respective. Le résul-
k>1

tat est-il conforme avec celui obtenu en 1.2.3 ?

Partie II : Limite d’une intégrale.

Dans cette partie, on désigne par f une fonction continue par
morceaux sur 'intervalle [0, +-oo[ & valeurs réelles et telle que 1'in-

+oo
tégrale généralisée / |f(t)| dt soit convergente. On désigne
0

par ¢ une fonction définie et continue sur l'intervalle [0, +oo[ a
valeurs complexes et (sous réserve d’existence) on note fo(x) =

/ f(t)g(xt) dt pour x > 0.

Existence de fy(x).
RT.
1. Justifier 'existence de fy(x) pour tout x > 0. Montrer que la
fonction fg est continue et bornée sur R**.

On suppose que la fonction g est bornée sur

Limite de fq( x) lorsque g(t) =

On suppose que f est de

/ f lxt dt.
2.1. Justifier I’affirmation :
Pour tout & > 0, il existe un réel positif A tel que

[l de<e
A

classe C! sur R et a valeurs réelles. Soit folx
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22. Le nombre réel A étant fixé, montrer que l’intégrale

A )
/ f(t)e'™ dt tend vers 0 lorsque x tend vers +oo (on pourra
0

utiliser une intégration par parties).

3 oo ,
2.3. Endéduire lalimite de f¢(x) = / f(t)e™" dtlorsque x tend
0

vers +-oo.

Dans toute la suite, on suppose ¢(t) = | sin(¢)| et on note
simplement

F) = [ pwlsingen) at

Etude pour une fonction f particuliere. On suppose (dans cet

exemple) que f désigne la fonction E définie par E(t) = e ! pour
—+o00

t > 0.etdonc E(x) = / e | sin(xt)| dt pour x > 0.
0

T
3.1. Pour 7y € R, calculer l'intégrale 6(y) = / e sin(y) dy.
0

3.2.  Montrer que pour x > 0,
. 1 [t _u
E(x) = —/ =¥ | sin(w)| du
X Jo
3.3. Exprimer pour k € N et pour tout x € R*, l'intégrale

(kD)7 : _kr
/ e~ X|sin(u)| du en fonction de e™ X et de 6(y) pour
k

un 7y convenable.
kr

3.4. Justifier, pour x > 0, la convergence de la série ) (e~
Préciser sa somme.

X )k=0-

Mo

Former pour réussir

3.5. Expliciter E(x) pour x > 0. Déterminer la limite de E(x)
lorsque x tend vers +oo.

Etude générale. On désigne de nouveau par f une fonction quel-

conque continue par morceaux sur l'intervalle [0, +-oo[ et telle que

—+00
l'intégrale généralisée / |f(t)| dt converge et on note
0

8 oo
F(x) = / £(#)|sin(xt)| dt pour x > 0
0
4.1. Lemme préliminaire.
cos(2kt)

Pour tout réel  tel que la série Z (m

) converge, on
k>1

X cos(2kt)
poseh(t) = ) ———=
k_zl 4k2 —1

et continue sur R. Justifier 1'égalité

Wt € R, [sin(t)| = % - %h(t)

. Montrer que la fonction & est définie

4.2. Limite de f(x) dans le cas C'.
On suppose de plus que f est une fonction de classe C! sur
R". En utilisant les résultats obtenus dans la partie 2.2 et
la question précédente, déterminer la limite de f(x) lorsque
x — +oo. Le résultat est-il conforme a celui obtenu pour la

fonction E ?
4.3. Cas d’une fonction continue par morceaux.
4.3.1 Une limite.
Etant donnés deux nombres réels B et § tels que 0
B < J, on considere, pour x > 0, l'intégrale F(x)
)| d

) 1 réx
/ﬁ | sin(xt)| dt. Montrer que F(x) = }/ | sin(u)| du.

<

X
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4.3.2

Bx

On pose p la partie entiere de > N et g celle de (%x Pour

2
En déduire que F(x) tend vers ;((5 — B) lorsque x —
—+o00.

Limite de f(x) dans le cas d’une fonction continue par
morceaux.

Si J est un intervalle de R et si f est une fonction con-
tinue par morceaux sur | a valeurs réelles et telle que

l'intégrale / |f(t)| dt existe, on note toujours
J

flx) = /]f(t)l sin(tx)| dt

Quelle est la limite de f(x) lorsque x tend vers +co :
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® Pr. Verschueren, Lycée Daudet a Nimes

Partie I Une étude de séries.

QuestionI.1.1. Pour k > 1, considérons la série entiere de terme
k—1 xk
-

Ug41 (%) k x

u(x) k+1
avec le critere de d’Alembert, si x > 1, on a
absolue convergence de ) u(x) et si x > 1, on a divergence
grossiere de cette méme série.
Ainsi , et la somme totale de la série entiere est définie et de
classe C* sur |—1,1].
En x =1, la série ) uj(1) est une série de Riemann alternée vérifi-
ant le thm spécifique (car |u(1)| — O en
décroissant) donc convergente. En x = —1, la série Z ug(—1) estla

général uy(x) = (—1)

— x quand k — oo, donc.

Pour x >0,ona‘

. . 1 ..
série harmonique Y | % divergente.

L est définie sur |—1,1]|. On reconnait le D.S.E. de In(1 + x), et
L(x) =In(1+x) sur |—1,1]

Mo
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la série Y "ui(x), sur [0,1], que 'ona
déja assurée, et le résultat complémentaire que le reste est majoré :
[L(x) = Su(x)] = |Ru(x)} < [tn2(x)]

k=n k
Ainsi, pour n > 1, en notant S,(x) = ) (—1)*! %, on a
k=1
1
1, |L(x) — S < <
Vx € [0,1], JB(x) — $u(a)| < finr (V)] < —
1
Cette fonction est |bornée, et NL ’”(L —Sy) < o Quand

n — oo, on a donc que NJS’”(L —S,) =0,

et on a assuré la convergence uniforme de la suite (S;),cp+ Sur
[0,1] vers L. Les S;;, qui sont des polyndmes

(sommes partielles d"une série entiere) sont continues, et par le thm
de continuité sous convergence uniforme,

Alors L(1) = lim L(x) = lim In(1+

L est continue sur [0, 1]

Question I. 1. 2. Pour x € [0,1], la série numérique ) _ uy(x) est
» . Xk

une série alternée, car |uy(x)| = —.

Cette série alternée vérifie les hypotheses du thm spécifique car

lug(x)| = 0 quand k — oo, et en décroissant

u X k x
v 1100 _|

< 1. On retrouve ainsi la convergence de
ug(x) k+1

x—1- x—1—
x) donc|L(1) = In(2)
k=3p 9=p q=p-1
Question I. 2.1. Pour p € IN*, Y ap = Y a3, + Y az1+
k=1 g=1 4=0
F=p—*
2 a34+2 en distinguant les entiers k modulo 3.
q=0
T IR R g
Donc ay = —5) —+ — + =Y Iy 4
k=1 3q:1 q q=0 3q +1 g=0 3q +2 g=1 q g=1 3q

k=py  k=3pq
7 en retrouvant, cette fois, tous les entiers k 1
k=1
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k=3p k=3p 1 h=2p 1 1h:2p 1
Et 2 ay = 2 - Z 2 —— | par changement
k=1 ko -t ;

1
d’indice k = p + h, et factorisation de b

la série Z a, converge vers sa somme totale In(3)

QuestionI.2.3. Leréel cos vaut selon la classe de k mod-

Question I. 2. 2. Une somme de Riemann de la fonction f sur le
segment [a, b] , qu’on partage en subdivision

h—
équidistante, est SR, (f) = (a +h Ta) , et on sait

que pour f continue sur [a,b], la suite
b

(SRu(f)),en+ converge vers / f(t)dt. Il en est de méme de la
a

suite extraite (SRy,(f))

peIN* -~
1
Pour f : t — Tt le segment [a,b] = [0,2] et n = 2p, on a donc
b—a 1 b—a h
que =—eta+h =1+—
p p
h=2
y— 2 dt
lim ~ Y / F()dt = / A )
”_>°°Ph 11+ 01+t
Les deux suites de term énéraux A = Aszp + 1 t
es deux suites de termes généraux Az,;1 = Asp 3p+1e
1 A
A3p+2=A3p+3p+1+3p+20ntmeme

limite, et les 3 suites extraites (Asp) - (A3P+1)p on et
(Asp+2) pen tendent vers la méme limite In(3).

Ce qui assure que la suite (Ay), N+ converge, et que

. A L. k=n ¢ it k e
Notons A, la somme pHHERAEQRSrgue de raisphie!!, vautdone| 5, (1) = ) (e) =

sik =3p : cos ( )
2k 1
ulo3 : ¢ sik=3p+1:cos =) =3
: k 1
\51k—3p—|—2.cos =) =3
Vk € N7, %cos (—2];7-[) = —%ak, série qui converge et

Bior (55) 40 - ()

Question I. 3.1. Pourt € ]0,271[, onae'! # 1 et S, (t) qui appa-
rait comme la somme des termes successifs de la

n it

k=1

— elnt1)it
1—

Q@ Vient de montrer q&upleggﬂ%% 3. ]i}(?)%ur 10,27t[ le dénominateur de ¢ est non nul et

de classe C*, avec e'! — 1 = cos(t) — 1 + isin(t).
La fonction ¢ est donc C! sur |0, 277[ et sur le segment |77, a] .

Daailleurs g(f) — W —12isin(®) 1, sint) _
(cos(t) = 1)" + sin’(t) 2 2(1—cos(t))
en séparant parties réelle et imaginaire.

Note : L'hypothese o € [71,27[ ne sert que pour l'écriture sans
ambiguité des segments |77, a] , qu’on devrait
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écrire, a strictement parler, [«, 71] si 0 < a < 7T, dans les ques-
tions suivantes.

Question I. 3. 3. Puisque ¢ est C! sur le segment [77, &], ainsi que

(n+1)it

la fonction t — e , on peut effectuer une

& . (n+1)it t=a
intégration par partie :/ e(”“)”(p(t) dt = w]
7T

a o(nt1)it ,
/rr AL

@ et ¢’ sont continues sur le segment |77, ] donc bornées, respec-
tivement par M, = Sup |¢(t)| et My = Sup | ¢'(t)]

[T, [T,

19 .
/n e(n—i—l)th)(t) dt‘ <

(n+1)i

t=7t

et ainsi

(nt1)it )] "
e qo()] L

(n+1)i
(n+1)it 2M a— 7t My
| o e mar < o My
r(n+1)i n+1 n+1
« .
Le numérateur est une constante réelle, donc 7}1_r>n eIt (1) dt
® Jm

Mais aussi avec I. 3. 1. on a /

T
/ e'f (t)dt

Mot

Former pour réussir

Ainsi

:|Vn € IN¥, Z

T + l/ﬂ e(”H)” q)(t) dt —

X
z/el
7T

On a assuré l'existence des limites des termes de droite quand
n — oo, on assure donc la convergence de la série

o kia x .
etla valeur de sa somme totale : Ze = —In(2) — i/ e'lo(t)dt

7T

4
Question I. 3. 4. Pour a« € 0,27, /Sn(t)dt =

(s [] AR

k=1

k17r

/N
o
A
N——
>~
I

(=1)* donc /aSn(t)dt =

Question I. 3. 5. tPour tout t € ](2 27t[,onae’l #1ete'lg(t) =
eit e_ljeit e17
T — ) — — 7
eit —1 e—z% (eit —1) 2isin (%)
; 1 cos (%)
Question I 3. 6. Ainsi e'/¢(t = S+ 2 et
2 #(t) 2 " 2isin (})
“eit g(t) dt = & [ [In (sin (£))]1=°
eit gt = 1 (x=70) — [ (sn ()11

T

L2
/ e'lo(t)dt =
T

réelle et imaginaire, on a montré la

% (x —m) —iln(sin (%)) . En séparant parties

convergence des deux séries et calculé leurs sommes totales :
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y cosgck )

k=1
ce qui est vrai pour a € ]0,27[,
en échangeant les bornes des intégrales.

= —In(2) — In (sin (

2 si T—0
; >

le

En particulier pour « = —, on a sin (§) = ? i

—In(2) —In (?) = —1In (\/§>

on retrouve ainsikle résultat de I. 2. 3. Note : pour & = 77, on
retrouve ;i (_kl) = —1In(2).

R | < [TIF0gen ] ar <M [TF ()] a

donc | f, est bornée sur ]0, oo

Question II.2.1. Si g estla fonction t — e’!, on a les hypotheses,
de la question précédente, avec My = 1.

Par définition de la convergence d’une intégrale : / | f(t)| dt =
0

A )
lim | £ (£) | dt donc lim / | f(£)|dt=0
A—c0 JA

A—00 JQ

et pour tout & > 0, il existe A > 0, tel que 0 < / | f()| dt <e
A

Partie I1

Question II. 1.

Limite d"une intégrale.

Si g est bornée par My = Sup | g(t) |, alors pour
[0,00]
x>0,0onalf(t)g(xt)| <M |f(t)]site][0 0.

Puisque l'intégrale / | f (t)| dt converge, alors / | f(£)g(xt)| dt
0 0

converge et ji,(x) existe pour tout x > 0

De plus la fonction @g : t — My | f (t)] est positive, continue par
morceaux et intégrable sur [0, o[, elle domine

la fonction a deux variables : F; : (x,t) = f(t)g(xt), qui est
continue par rapport a x a t fixé et continue par

morceaux par rapport a t, a x fixé. On a ainsi les hypotheses du
thm de continuité des intégrales a parametres

sous domination f:gest continue sur |0,c0[|. Enfin : Vx >

Question II. 2. 2. Pour A ainsi fixé, on peut effectuer une intégra-
tion par partie, puisque les fonctions sont C! sur

[lertrwa = [S2rn] -

X

le segment [0, A]
A olixt

/ € ) dt
0

X
/()Aeixff(t)dt) HCIERTU] %/OA [ F/(5)] dt et

puisque A est fixé, le majorant est de la forme p

Ainsi

ot K est constante. Donc | lim
X— 00 0

A
eI f(t)dt =0

Question II. 2. 3. Assurons que lgn } fo(x) ‘ = 0, en montrant
X—00

que ‘ ji,(x) ) peut étre majoré par n’importe quel
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2e > 0, pour x suffisamment grand. Considérons donc ¢ > 0, quel-
conque mais fixé.
e Pour ce ¢ > 0, avec II. 2. 1. il existe A > 0, tel que

Vx >0, /Aooei“f(t) dt </A°°|f(t)\dt<e

e Pour un A ainsi choisi, il existe xp > 0, tel que Vx €
10,00[, (x> x9) = </0Aeixtf(t)dt <s)
> 0, tel que Vx €
10,00, (x> x9) = (/Oooeixtf(t)dt <2€).

Alors, pour tout ¢ > 0, il existe xg

On a donc montré que xl1_1>1c}o ‘ fe(x) ‘ =0

fonctions étant C! sur le segment [0, 7] :

[T em sinty)dy = e (—cosu) 1] + 7 [ e cos(y) dy =
7 1 e (sin(y) S - [Trer? sin(y)dy

T T
d’out / e’ sin(y)dy = e’ +1— ’yz/ e?V sin(y)dy et le
0 0

méme résultat.

Mo
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<
o

(

4

Question I1. 3.2. Ona E (x) = / e ! |sin(xt)| dt, intégrale
0
convergente (II. 1.) dans laquelle on peut effectuer

u=xt

Question II. 3. 1. Si g est la fonction t — |sin(¢) |, on a les hy-
potheses de II. 1., avec Mg = 1.

Pour f = E, la fonction E est C! sur [0, 00, & valeurs réelles et
/ | E (t) | dt existe et vaut 1.
0

La conclusion de II. 2. 3. est assurée.
deux facons différentes :

On peut calculer 6 (7y) de

T . e(’y+1)y =R .
oEncalculant/ e’V elVdy = . cary —i # 0.
0 Y1
y=0
- .
ot 1Y oV dy — (v _q| = 27V 1077 1] et
Dou/0 e’V eV dy ’y-i—i[e ] 72+1[e +1]e
” e’T+1
d / TY g dy =2l
onc A e?Y sin(y) dy 1

e En effectuant deux intégrations par partie successives, les

1
. t: —Uu .
le changement de variable S ui
& (te]O,OO[) (ue]xo,oo[>q

est C!-difféomorphe entre ces intervalles,
donc conserve la convergence des intégrales et leur valeur.
~ 1

Ainsi| E (x) = — e_% sin(u) | du pour tout x > 0
xJo p

Question II. 3. 3. Avec le changement de variable (translation)
v =u— k7 ,pourtoutx >0,

(k+1)7 u T vtkn
on a /k e x |sin(u)|du = / e r |sin(v)|dv =
0

kT v kx (1d
e x e rsin(v)dv=e 6| —=
0 X
. _kn _mNk
Question II. 3.4. Onnoteuy =e x = (e x) , alors Z”k est
7T
une série géométrique de raisone ¥ € |0,1]
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donc absolument convergente, et sa somme totale est

(o)
_kn 1
Ze ¥ = ——— |pour tout x > 0.
X

1—e

1

de classe C*™ sur R et bornée :|Neo(hy) = Sup | Ii(t) | = 55— |
R #2—1

La série 2 est convergente par équivalence a une série de

4k2—1

Question II. 3. 5. Avec la regle de Chasles, on peut décomposer
l'intégrale sur [0, (n + 1) 7] en somme totale

d’une série d'intégrales sur les segments [k, (k + 1)7] , ainsi, pour
toutnde N :

(n+1)m k=n  (k+1)7
/ e !|sin(xt)| dt = Z/ e !|sin(xt)|dt =
0 k=0 km
k=n .(k+1)7 u 1 1\ k= kn
12/ e ¥ |sin(u) | du = =8 (——) Y e x
X o/ km X X/) =0

~ 1 1 1
Quand n — o E (x)=-6 <——) —— = sur |0,[| ou
Y/ 1—e™x

X
~ X 1—|—e_%
E(x) == — | sur |0, oo
¥+1l\1-e %
_ 1 ~
Quand x — oo, e_;[ = 1—E+O — | et E(x) =
2
X X

( . ) 2+O(%1)

x2+1 %-I—O(

Riemann Z — d’exposant 2 > 1,

donc la série des fonctions Z hy est normalement convergente sur
R, donc uniformément convergente :

par continuité de chaque /i, la somme totale | 11 est définie et continue sur R

Question II.4.1.b. La fonction g : t — |sin(t) | est continue, de
classe C! par morceaux, paire et 71-périodique.

On peut déterminer son développement en série de Fourier et ap-
pliquer le thm complémentaire au thm de

Dirichlet, qui assure la convergence normale de la série de Fourier
de g vers g, sur R.

Calculons les coefficients de Fourier de g. On a la période T = T,
2
la pulsation w = et

T
e Pour toutn € N, by(g) =0, par parité

e Pour tout n € IN, a,(g | cos(nwt)dt =

cos(2kt)

021" Pour

Question II. 4. 1. a. Notons h; la fonction t ——

k > 1, 1a fonction hy est paire, t-périodique,

T/ | sin(#)

T
4 .
E/ 2 sin(t) cos(2nt)dt, par parité.
0
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yis
D'ottan(g) — %/2 [sin((2n 4+ 1)£) — sin((2n — 1)#)] dt
2 |[—cos((2n+1)t) t:% —cos((2n —1)t)
o { 2n+1 LO _{ 2n —1
- 2T 1 1 4/ 1
Alnst an(g) = = [Zn—i—l T 2n— 1] i n <4n2 - 1) poT

tout n € IN.
Dans l'introduction, nous avons assuré les hypotheses du thm de
Dirichlet qui assure que la série de Fourier de g

converge sur R, de somme totale S(t) = ‘10:(28 ) n
4 & cos(2nt)
Zﬁln cos(nwt) + by (g) sin(nwt) = % _ = Z P
4
qui égale g(f) sur R, donc que |Vt € R, |sin(f) | = — — ;h(t)

1]

T
2
0

it

Former pour réussir

% | £ (t)] < | f(t)|intégrable sur [0, 00[ etla

série des intégrales / | f(£) ()| dt < 1/
0

Les divers hypotheses du thm d’intégration terme a terme sont as-
surées, et on a donc, chaque intégrabilité étant

/f t__24k2 1/ f(t) cos(2kxt)

Considérons la série de fonctions vy : x —

£)| dt

' . K
converge par comparaison a la série 2 k_2

assurée, que

m/o f(t) cos(2kx t) dt

définies et continues sur |0, 00| .

= lim

Avec]II. 2. 3. on sait que hm vk( ) = im -5
X o

1/ £ ()] dt

_1/ f(t) cos(2kx t)dt =

0, et Noo(vg)

Question I 4.2. Side plus f est de classe C! sur [0, o[, on a pour

toutx > 0:
/ Ft [———h(xt)} dt

/f |sin(xt)| dt =

/f [———Z ]dt

ou l'on voit apparaitre 1'intégrale d'une série des fonctions 2 f hy.

cos(2k x t)
4k2 —1

Chacune de ces fonctions est C? sur R,
la série converge simplement (et méme normalement) sur R vers
t — f (t) h(x t) qui est continue sur R.

Chacune des fonctions est intégrable, car |f (t)h(t)|

qui est le terme general d’une série convergente, donc la série des
fonctions Z Uy converge normalement sur
10, c0[, donc uniformément. On peut donc appliquer le thm de la

double limite a la suite des sommes partielles,
o

et assurer que lim 1(:21 o (x) = 0.
Enfin, on peut conclure que hm f(x / f(t) Ce qui

est conforme au résultat obtenu pour E.

Question II. 4. 3. 1. Si on effectue le changement de variable
u = x t dans l'intégrale, pour 0 < < J,ona :
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ox X X
Vx>0, F(x / |sin(xt)| dt = / | sin(u) | du. pé'B—<p+1 —(p+1)<—’3—<—p
Bx Mais T donc 5x T et
g< — <q+1 g — <q+1
ﬁx T ox T
et 2% sont deux réels positifs et pour x > ona— — ) Bx
06— P T g—p<-—— — +1
'B_ = (‘5 (6—p)x ox Px
T T "7 T LFIE
. . B x
p partie entiere de S5 donc p \au}ts1% ;(4% Bx 2) < Fx) < 2 <§_x RS +2> pour x >
Il existe donc deux entiers p et g tels que artie entiere de 2% donc AT
1P 1S gtguand x — oo, par le thm
et0<p<yg 5 B
Ainsi pt < Bx < (p+1)metqn < 6x < (g+ 1) donc d’encadrement (thm ”des gendarmes" ou "du sandwich"), on a
[(p+D)mgnr] C[Bx,éx] Clpm(q+1)n] lim F(x) existe et vaut = (5 B)

Puisque la fonction qu’on integre est positive et continue sur R, on
a 'encadrement entre les intégrales :

T dx (g+1)
/(q |sin(u) | du < /ﬁ |sin(u) | du < / ! | sin(u) | du

p+1)m pr

(k+1) 7
De plus pour tout k € Z, /k |sin(u) | du =
7T
7T 7T
/ |sin(v)|dv:/ sin(v)dv =2avecv =u—kr
0 0

+1) 7

qn (9
Ainsi/ Isin(u) | du=2(g— p—1) et/ sin(u) | du =
(p+1) 7 pr

2(9+1-p)

Question II. 4. 3. 2. Selon les cas, par extention de résultats suc-
cessifs.
e Si f est une fonction en escalier et | un segment, alors il existe
une subdivision (B )<y, de ] telle que f soit

constante égale a vy sur chacun des intervalles |y, Bir1]-

/f |sin(xt) | dt= )

o<k<n—1"Px
Bri1
2 yk/ﬁ |sin(xt) | dt

0<k<n—1
Cette combinaison linéaire de fonctions ayant des limites quand

x — 00 a une limite qui vaut :

Br+1

Donc f (x f(t) |sin(xt)| dt =

RIN

2
d’ott un encadrement de F(x) : ;(q —p—1) <F(x) <

(9 —p+1) pour x > —Lgfkf (x)= ). yk— (Brs1 — Br) =

Y vk (Bryr — Br)

s—=B 0<k<n—1 7T0<k<n—1
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et| lim f

X—00

/f

e Si f est continue par morceaux sur | un segment, alors il existe
une suite (¢, ), de fonctions en escaliers

qui converge uniformément sur | vers f. Ainsi NL (f — @n)
Sup | f (t) — ¢n(t) | = 0 quand n — oo.
J
Les applications f — f et f — % / f (t) dt sont linéaires, donc
J

pour la différence (ot x > 0) :

Sy S RV A
D’o

=f=¢n
F )= 2 [0 < LOINL( =)+
2
;()Nlo(f—fpn)

ot L(]) estla longueur du segment J. Par la convergence uniforme
sur J, pour tout e > 0, il existe un entier ng

telque :Vn € N, (n > ny) = (Nlo(f— ¢n) <

(LO) (1+2) N&(f — @u) <)

Pour un ¢ > 0, fixons donc un tel n = ny. Pour ce ng, puisque

L(J) (1+ %))

lim (Pno(

X—00

2
E/(Pno(t) dt, il existe un x tel
]

)+ g - 2 [gut e +2 [ g,
Pn(x) —;/]qon )dt‘

£) VR (B Odt' f(x

+

Mot
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que pour tout x > xp on ait |@y, (x / Py (t dt' <e.

Pour tout ¢ > 0, nous assurons qu’il existe xop > 0, t. q. Vx >

0, (x>x) — ( f(x)—g/f(t)dt‘ <2€)

== [

donc 11m f(x

e Si f est continue par morceaux sur | = [0, o[, on peut reprendre
pour un € > 0 donné, le raisonnement de la

question II. 2. avec un A suffisamment grand pour que

q)//{t [ei7€a Edfﬁ(f Moprs :
]D [T r @ 1sinGode-2 [“ra

S0

/OAf(t)|sin(xt)|dt—%/oAf(t)dt
A ) 2 rA
JCEERIE =y AOL

Pour ce A ainsi choisi, avec le segment |’ = [0, A] et le résultat
ci-dessus, il existe x tel que
—) 8) |

el
<

<

Vx>0, (x > xp) =

(’/ £t |smxt|dt——/f
)—E/f(t)dt‘<<2+
=~ [fd

etalorsVx > 0, (x > x9) = (‘f (x

lim f (x

Et on a donc assuré de méme que
X— 00
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Devairl ibre . . .
Q Suites et séries de fonctions

Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866)

~— Blague du jour \ .

Cinq ingénieurs et cinq commerciaux se déplacent pour
aller a un salon. Chacun des 5 commerciaux va acheter
un billet de train. Les ingénieurs n’achétent qu"UN seul
billet. Les 5 ingénieurs vont s’enfermer dans les toilettes
juste avant que le controleur n’arrive. En passant, le
controleur voit que les toilettes sont occupées. (voir la
suite en dessous)

ysis and differential geometry, some of them enabling the
later development of general relativity. His father was a poor
Lutheran pastor who fought in the Napoleonic Wars. His

tion abilities, from an early age but suffered from timidity and a
fear of speaking in public.

German mathematician who made lasting contributions to anal

mother, died before he had reached adulthood. Riemann exhib-
ited exceptional mathematical skills, such as fantastic calcula;

h[.mo[ np uappewaquj—’

N J
: Il frappe a la porte et demande : "Votre billet, s’il vous plait!". Les ingénieurs glissent Le billet sous la porte. Le controleur est satisfait
et s’en va. Les commerciaux sont bien stir extrémement vexés que les ingénieurs leur ont encore une fois fait la lecon. Pour le retour (voir
prochain DL)

® Probleme I : Exemple ¢ étude a Soit u: 0,4+ — R Montrer que la suite
x — u(x)=1

de fonctions (1), >0 converge simplement vers u sur |0, +00]

Soit (1, ) 1a suite de fonctions définies sur |0, +oo] par up(x) = x etque:Vn € N,Vx € R,0 < u,(x) <1
£ . o\ 2/ uy(
pour tout réel x strictement positif. u,(x) = T un ) pour tout a Soit (Uy) la suite de fonctions définies pour tout entier
entier naturel n , pour tout rel x strictement positif. naturel 1 sur |0, +oo[ par : U, = ui
n
- . . . 1 u x
O Etude de la convergence simple et uniforme de la suite de + Un(x) Wi € N,V €]0, +oo].

i Montrer que : U, =

2/U,(x)

fonctions (uy),>0 :
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1
ii En déduire que : |U,11—1| < 5 |Un(x) —1|,Vn €
N, Vx €]0, +ool.
iii Montrer que la suite de fonctions (U,) converge sim-
plement vers u sur |0, +oo| et que la suite de fonctions (U,)
converge uniformément vers u sur tout compact de |0, +oo| .

iv En déduire que la suite de fonctions (u,) converge
uniformément vers u sur tout compact de.
O Soit (vy,) la suite de fonctions définies sur |0, +-oo[ par :
1+ v,(x)
2
a  Soit x un rel strictement positif Montrer que les suites
(ttn (x)v5(x))n et (vn(x))n sont adjacentes.
On définitalors : f: ]0,+00] — R .
x —> f(x) =limovy,(x)

Vn € N,Vx €]0, +o0[, v9(x) =1, v,(x) = vy(x)

b Montrer que les suites de fonctions (1,0, ), €t (v,)n con-
vergent uniformément vers f sur tout compact de 0, oo] .

¢ En déduire que f est continue sur |0, oo|.

® Probleme II : Fonction { et 77 de Riemann.

Soit {(x) = ¥ e
n=1

0 Déterminer le domaine de définition de (.

O Montrer que ( est de classe C* sur ce domaine.

0 pourx >0 :7(x) = )

Mo

Former pour réussir

Prouver que xl_l>r_£loo C(x) =1

(o]
Indication : majorer Z — par comparaison une intégrale.
2 1
n=

Prouver que lim {(x) = +o0
x—1

n——400

Soit y = lim (%—i—---—i— —ln(n)).

x
n
= (1 1 ,
Montrerque'yzl—l—z E—i—ln 1—E puis que 7y =

el -1
1 kg P

a Décomposer en éléments simples sur C la fractions ra-
1

tionnelle : F,(X) = AT X/ =1

b  En déduire pour x € R* : cothx = —
1 1 & 2x

e 2% —1 _E—’_k;xz—kkznz'

¢ En déduire la valeur de {(2).
= (-1
n=1 n .

a FEtablir pour x > 1 :77(x) = (1 —279)7(x).

b Endéduire {(x) ~ % pour x — 17,
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1
¢ Montrer que {(x) = St (1). On remarquera que

-1
1 _/+°°dt
x—1  Ji=1 ¢
2 (=1)"Inn

¢ En déduire la valeur de Z
n=1

n

> 1
0 Déterminer le domaine de définition de {(x Z prd

O Soit s > 1. Exprimer apres avoir justifié son ex1stence, la
—+00
somme ) ————
S
= (2n+1)
0 Montrer que { est de classe C* sur ce domaine, en déduire
ses dérivées successives.

en fonction de {(s).

. =1
O Prouver que x1_1>rfoo {(x) = 1. Indication : majorer ) _ ¥ par

n=2
comparaison une intégrale.

O Prouver que lim {(x) = +o0
x—1
O Montrer que la fonction { est décroissante et convexe sur
]1, 4-o0[. Tracer la courbe de (.
0 Montrer qu’au voisinage de +oo, on a {(x) = 1+2" "+

0(277).

U Constante d’Euler : Soit < définie par: ¢ =
: 1 1
nlfi‘oo(ﬁ‘“*ﬁ‘l“(”))

Montrer que 7y existe et que y = 14 ) (E +1In (1 — E)) —

-1
1 kg 7

a Décomposer en éléments simples sur C la fractions ra-

1
i lle : F,(X) =
tionnelle n( ) (1—|—X/n)”
1
b  En déduire pour x € R* : cothx = 1
1 1 & 2x
o2t _ 1 —;-l-Zm'

k=1
¢ En déduire la valeur de {(2).

Fonction étade Riemann : Pour x > 0 : 75(x) =
n 1

a Montrer que 7 est définie et continue sur |0, 4-oo[.
b Etablir pour x > 1 :7(x) = (1 —2'7%)Z(x). En déduire
1

Z(x) ~ —— pour x — 1t

¢ Montrer que {(x) = ﬁ + 9+ (1). On remarquera que

1 /+°° dt
X — 1 - t:]_ tx ’
2 (=1)"Inn

¢ En déduire la valeur de Z -

n=1

d Donner un développement asymptotique a deux termes
de Z(s) lorsque s — 17.
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+o0
e Montrer queVs >1,((s) = [ [(1— p,S) L ou2=p; <
n=1
p2 < .. < pn < ..les nombres premiers.

f DPours > 1, la série Z p,, " est-elle convergente ? La
n>1

série Y_ p;, ! est-elle convergente ?
n>1
Pour tout entier naturel n on note ¢(n) le nombre d’entiers
naturels plus petits que n et premiers avec n, dite fonction
indicatrice d’Euler. Montrer que Z ¢(d) = n puis que pour
d|n

toutréel x > 1: z q)éil) = C(g(;)l)

1
Soit u définie par u, , = o pour tout p > 2etq > 2.

a Montrer que la suite u est sommable et calculer sa

somme.
—+o0

b Prouver lidentité suivante : ) ({(q) — 1) =
q=2

A la prochaine

.

Mot

Former pour réussir

+oo —|—ool
;;1 ,EE_l =1

Calculer les sommes suivantes, apres avoir justifié leurs exis-
tences :

Dt Z L

a Y. c

2.2
et PT (pa)c (N2, png—1 Pl
0 Indication : A = 7(2)2 O Indication: C =
(@) A/l(4) = 5/2
b 1 oo too ¢
2 10 PO
(pg)e(N*)%,plq ==
O Indication: B = o
C(2)C(4). 0 Indication : —§§(3).
sE(x)

est inté-

Soit s > 1. Montrer que la fonction f : x — oS

—+o00
grable sur [1, +oo[ et que : f(t)dt =Z(s)
1
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Durée 4 h

ibres
Cc&‘-sﬁmmpl\eﬁﬂmmlmdrde SEHTPMSBCHIMEDE

Si, au cours de ’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, d’une
part il le signale au chef de salle, d’autre part il le signale sur sa copie et poursuit sa
composition en indiquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

Probléme

L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé

Notations

Dans tout le probléme, In désigne le logarithme népérien.

Soit f la fonction définie sur 'intervalle | — 0o, 1] par :

C(m(l—)/t sit#0,
f(t)_{ -1 sit=0,

Soit S la série entiére :

[ mamouni.myismail@gmail.com
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Partie I

1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére S.
2. Démontrer I'égalité f(t) 4+ S(t) = 0, pour tout nombre réel ¢ dans l'intervalle | — 1, 1[.
3. Justifier que la fonction f est de classe C* sur l'intervalle | — oo, 1].

4. Déterminer le signe de f(¢), selon la valeur du nombre réel ¢ dans | — oo, 1[.

Partie I

Soit L la fonction définie sur I’intervalle | — oo, 1] par :

In(l1-1t)

i

dt.

(¢}
L(a:)z/ f(t)dt:—/o

1. Justifier que la fonction L est de classe C* sur 'intervalle cuvert | — oo, 1[.
2. Démontrer que la fonction L admet un prolongement par continuité & gauche au point 1.
3. Justifier que la fonction L est strictement croissante sur Pintervalle | — oo, 1].

4. Démontrer que la fonction L admet un développement en série entiére sur I'intervalle |—1,1[;
on énoncera explicitement le théoréme utilisé. Expliciter les coefficients de ce développe-
ment.

5. Soit = dans l'intervalle | — 1,1[. Démontrer la relation :

72
L(z)+ L(—z) = L(2 )

Cette relation est-elle vérifiée pour z = 1?

6. Justifier ’égalité :
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Partie III

1. Soit n un entier naturel non nul. Démontrer que I'application qui envoie un entier m sur
'entier m -+ 27! induit une bijection de I’ensemble des entiers naturels impairs compris
entre 0 et 21 — 1 sur I’ensemble des entiers naturels impairs compris entre 2"~ ! et 27 — 1.

(3]

. Soit z dans l'intervalle ]0, . Démontrer 1'égalité :

4 1 1

e e
2z sin?(%)  sin® (&)

sin

w

. Démontrer, pour tout entier naturel n non nul, I’égalité :

n—1_3
1

Z .2 ((Ck+D)w )\’
k=0 S (Lﬁ‘)

22n—~1 N

4. On se propose de démontrer 1'égalité :

T
S (2k+1)° 8

(a) Démontrer, pour tout nombre réel x dans I'intervalle ]0, 7] :

2
sinx > —zx.
T

(b) Démontrer qu'il existe un nombre réel C > 0 tel que tout entier naturel n non nul et
tout entier naturel k compris entre 0 et 2"~! — 1 vérifient I'inégalité :

( T \2 1 < c .
nHl) o ((4%11)1) S 2k +1)2
(c) Conclure.
5. En déduire la valeur de L(1) et la valeur de L(—1).
6. Démontrer, pour tout = dans V'intervalle ]0, 1|, la relation :
L(l1—-z)=L(1) —In(z)In(1 — z) — L(z).
7. En déduire une expression de L(%) en fonction de 7 et de In2.

8. En déduire en fonction de 7 la valeur de 'intégrale

In 2
t
/ — dt.
0 1—e¢e
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Partie IV

1. Déterminer la limite quand z tend vers —oo de L(z).
1
2. Quel est I'image de V'intervalle ]0, 1[ par la fonction h; qui envoie z sur 1 — - ?

3. Soit hg la fonction définie sur I'intervalle ]0, 1] par ho(z) = L(1 —z) + L(1 — 1).

(a) Aprés avoir justifié que la fonction hy est dérivable sur lintervalle ]0,1[, calculer la
dérivée de hs.

(b) En déduire, pour tout z dans l'intervalle |0, 1], la relation
1 1
Ll —2)+ L(1 — 2) = —=1n? (z).
(1—2z)+ L( x) 5 In® (z)

L
4. Déterminer la limite quand z tend vers —oo de (:v)

5. Quelle est la nature de la branche infinie de L en —co ?

6. Représenter le graphe de la fonction L sur l'intervalle | — 0o, 1].

Partie V

Soit J un intervalle contenu dans | — 0o, 0{U]0, 1[. On considére ’équation différentielle
(€r) l-2)zy' +(1-2z)y=1

1. Résoudre sur l'intervalle J I’équation homogéne associée. Quelle est la nature de ’espace
des solutions ?

2. En déduire les solutions sur l'intervalle J de ’équation (€;).
Soit alors (F) I’équation différentielle :
(Fr) 1-—z)zy"+(1-2)y =1.

3. Démontrer que les solutions sur 'intervalle J de (Fj) sont les fonctions g de la forme
g(t) = L(t) + Aln|t| + B, ou A et B sont des constantes.

4. Peut-on trouver des solutions de 'équation différentielle (1 — z)zy” + (1 — &)y’ = 1 sur
Vintervalle | — 0o, 1[ ? Si oui, les décrire. Quelle est la nature de I’espace des solutions ?

FIN DE L'EPREUVE
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Mo

w Corrige : I’r. Deyris, rance

n

1. Le rapport 7 tend vers 0 quand # tend vers +oco si [t| < 1, et

n—+
diverge si |t| > 1 :le rayon de convergence de la série entiére est

donc 1.

2. L'égalité est claire pour t = 0. D’autre part, on sait que, pour
400 (_1)k+1tk

tout t € |—-11[, In(1+¢t = ) . On en déduit

k=1 k
. 400 (k—1
11r1(1tL t) _ Z tT pour t non nul dans | — 1, 1], ce qui donne
k=1

le résultat demandé en posant n = k — 1.
On peut aussi dériver tS(t) pour obtenir le résultat.

3. En tant que somme d’une série entiere, la fonction f = —S est de
classe C* sur | — 1, 1]. Les théoremes usuels montrent que f est de
classe C* sur | — c0,0[. L'intersection de ces deux intervalles n’é-

tant pas réduite a un point, cela montre que f est de classe C* sur
la réunion des deux, soit sur | — oo, 1].

4.0naln(l1—t) > 0sur] —o0,0[ etIn(l —#) < Osur]0,1[. Dans tous
les cas (y compris en 0), on a donc f(t) < 0.

Partie IT

1. Puisque f est de classe C* donc continue sur | — o0, 1], les résul-
tats sur l'intégrale fonction de sa borne supérieure montrent que

X
L:x— — / f(t) dt est de classe C! sur cet intervalle, et que sa
0

dérivée est —f. Puisque cette dérivée est de classe C*, L est elle
aussi de classe C*.

2. Montrons que f est intégrable sur [0, 1[. On sait déja qu’elle est con-
tinue sur cet intervalle. D’autre part, f(t)y/1 — t a pour limite 0 en
1 (puisque v/uInu tend vers 0 en 0), donc f(t) est négligeable de-

vant g(t) = au voisinage de 1. Puisque g est positive et

%‘H
~~

intégrable sur [0, 1], f est donc bien intégrable sur [0, 1].

1
Par suite, L(x) a pour limite — / f(t)dt quand x tend vers 1 par
0
valeurs inférieures.

3.0n a vu que L a pour dérivée —f sur | — oo, 1] (question II-1), et
que —f est strictement positive sur cet intervalle (question I-4.).
Puisque L est de plus continue en 1, elle est donc strictement crois-
sante sur | — oo, 1].

4. Puisque f est la somme d’une série entiére sur | — 1, 1], on sait que
la primitive de f qui s’annule en 0 est la somme de la série entiére
obtenue en primitivant terme a terme celle de f, et que le rayon de
convergence de cette nouvelle série entiere est le méme que celui
de la série de f, c’est-a-dire ici 1.

+o0 xn+1 +o0 x"
Onendéduit Vxe|—-1,1] L(x)=) —s=) =.
nZO (n+1)2 n/;l n2

5.50it x € | —1,1[. On peut appliquer la relation du II-4 a x et —x,
10 4n + (_1)nxn
donc L(x)+ L(—x) = —_—
)+ 1) = P
termes de rang impair sont tous nuls ; donc
W 1 ()P 1
L(x)+ L(—x) = == = - L(x?)
Lgpr 2l 2 2
Puisque L est en particulier continue en 1 et en —1, on peut faire
tendre x vers 1 dans cette relation pour obtenir L(1) +2L(—1) = 0.

. Dans cette somme, les
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n

6. Pour tout x € [0,1], on a o <

1 L. . X )
2—2 Converge. La série entiere 2—2 Converge en falt normale-
n n

—, et la série numérique
nz

ment, donc uniformément, sur [0, 1]. On peut donc lui appliquer le
théoréme d’interversion de limites : compte tenu de la continuité
deLenl,ona

L(1) = lim L(x) =

x—1-

+o0o .1 +oo AN +o0 1

. X0 : X Ea
xg}—r;ﬁ—rgxgr}— n2 7;1112

Partie I11

.11 faut en fait supposer ici n > 2. Posons a = 2" ! ; soit ¢ : m —
m + a. Alors, a est pair (puisque n —1 > 1...) et 2" 1 44 = 27,
donc ¢ transforme les entiers impairs entre 0 et 2" ~! — 1 en entiers
impairs entre a = 2" et 2" — 1.

De plus, chaque entier impair b entre 2" ! et 2" — 1 a un unique
antécédent par ¢, b — a, qui est de méme un entier impair entre 0
et 2" 1 —1,d’ou le résultat.

. Puisque x est dans ]0,77/2[, il en est de méme pour x/2 et (x +
7)/2 ;les différents sinus apparaissant dans la formule sont donc
bien non nuls. De plus, puisque sin(u + 77/2) = cos u pour tout u,

on a
1 1

Sinz(%) X+7

2
sin?(X47) sin® (%) cos?(
en utilisant sin(2u) = 2 sin u cos u.

1

, donc est
sin?(7/4)

.Pour n = 1, la relation a démontrer est 2 =
bien vérifiée.
Supposons établi a un rang n > 1 la relation

221’1—1

271—1_1
1 . . . .
2 ) ( o 1)n) . Multiplions par 4 et appliquons la question
k=0 sin ST

précédente, en utilisant de plus sin(7r — u) = sinu pour la deux-
iéme somme :

o1 s | 1 2 1
27l = ) + )
. . n+l_2f_
k=0 Slnz < (2];:;12)7-[) k=0 Sll’lz (”73];1)”)

On vérifie alors que les nombres 2" — 2k — 1 sont les entiers im-
pairs entre 2" et 2" — 1, donc les 2k + 1 quand k décrit I'intervalle
d’entiers [2"71,2" — 1]. On obtient donc bien la formule cherchée
aurang n + 1.

.(a) On a sin”(x) = —sinx < 0 sur [0,77/2], donc la fonction si-

nus est concave sur cet intervalle. En particulier, la courbe est donc
au-dessus de la corde passant par les points d’abscisses 0 et 77/2,
qui est la droite d’équation y = 2x /7 ; cela fournit la relation de-
mandée.

(b)Si0 < k < 2" ! —1,alors (2k + 1)7‘(/2*“rl est dans [0, 77/2], on
peut donc lui appliquer le (a). Puisque tout est positif :

, 2((2k+1)7r) L4 (2k +1)%7? oit ( T )2 1

sSin
on+1 on+1 (2k+1)7
on+1

2 (2nH1)2

qui constitue le résultat demandé avec C = 7% /4. (c) Il semble que

le concepteur du sujet ait eu dans 1'idée d’utiliser un “théoreme de
convergence dominée pour les séries" (hors programme) : on trans-
forme la somme du 3. en somme infinie en rajoutant des termes

A
. i
nuls et on multiplie par (7r/2""1)? pour obtenir i Y g
k=0

On remplace ensuite chaque a; , par sa limite quand n tend vers
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+00, la majoration du (b) fournissant I'hypothese de domination
qui autorise ce passage a la limite.

A partir de 3., on peut déterminer la somme de la série de maniére
plus conforme au programme, de la maniere suivante : on vérifie

aisément que la fonction x — ——— — — est prolongeable par

- 2
smn-x X
continuité en 0, donc bornée sur |0, 7t/2]. Soit K majorant sa valeur
absolue sur |0, 77/2].

Soit n > 1. Notons A, la somme donnée en 3. (qui vaut 221y En

posant x; = (2k +1)7t/2"1, on a alors
2n n+1
2 1
Ay — ‘ ‘ — | <k2'!
‘ " k/;; ( T ) (2k +1)2 Z sinx; X7

Multiplions tout par (71 /2"1)?
A,;, on obtient

;en tenant compte de la valeur de

2 ol 2
‘ L Z 1 < K
8 = (2k+1)21 = 2143
On vient donc de trouver une suite extraite de la suite des sommes
partielles de la série Z 1/(2k + 1)?, qui converge vers 712/8 ;

sachant que la série converge, 77°/8 est donc la limite de la suite
des sommes partielles, donc la somme de la série.

+o0 1 +o00 1
.Classiquement, on a L(1) = ) — = ) S+
n=1 n p:l (Zp)

PR | L(1) &
Z 2 EI) + Z 2 1)2
7® /8, on en déduit que L(1) = 7>/6.
La question II-5 donne alors L(~1) = —*/12.

. Pour tout x € ]0,1[, posons M(x) = L(1 —x) + L(x) + InxIn(1 —

. La derniére somme valant

x). Puisque L est dérivable sur |0, 1], de dérivée —f, et que 1 — x est
dans cet intervalle, M est dérivable sur |0, 1], et, pour tout x € ]0,1],

In(1—x)

M/ (x) = —L'(1— Inl-—x) Inx Inx

x)+ L (x — = -

J LX)+ x l-x 1-—x x
La fonction M est donc constante sur |0,1] ; en prenant la limite
en 0, compte tenu de la continuité de L en 1, on voit que cette con-
stante vaut L(1), d’ou le résultat.

.En prenant x = 1/2 dans la relation précédente, on obtient

> (In2)?
12 2

2L(1/2) = L(1) — (In2)2 d’ou  L(1/2) =

. Notons [ I'intégrale proposée. On effectue le changement de vari-

able u 1—/21 —e ' s
_/ lnl—u) du :_/ (ln(l—u)+ln(1—u))du
1—u 0 u 1—-u

A ce stade, on peut justifier I’existence de I : la derniere forme est
bien définie, puisque la fonction intégrée est prolongeable par con-
tinuité au segment [0,1/2] ; et le changement de variable effectué
réalisait un C'-difféomorphisme entre les intervalles ouverts con-
sidérés.

In(1—
Le calcul est maintenant immédiat. La fonction u r(li — uL)l) est
la dérivée de u — — lnz(l —u)/2, donc
In?2 2
L1+ =5 =5
Partie IV
. Effectuons le changement de variable u = —t dans l'intégrale

définissant L(x), pour éviter les problémes de signes ; on obtient

L(x) = —/O_XWM.
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Yy

/ du/u a pour limite +co quand y tend vers +oco. Donc, L(x) a
a

In(14+u)/u > 1/u pouru > e—1, et, pour touta > 0,

pour limite —oco quand x tend vers —co.

2.La fonction x — 1 — 1/x est continue et strictement croissante
sur |0, 1]. L'intervalle image est donc I’ouvert borné par les limites,
c’est-a-dire | — o0, 0[.

3. (a) Les fonctions x — 1 — x et x — 1 — 1/x sont dérivables sur
10,1[, & valeurs respectivement dans |0, 1] et | — c0,0[ ; puisque L
est en particulier dérivable sur ces deux intervalles, hy est dériv-
able sur |0, 1[. Pour tout x € |0,1] :

I (x) = —L’(l—x)-i—%L’(l—l/x) _ P 4

Inx 1 «x » 4
1-x 2x-1 "7 %
(b) Puisque x — —In?x/2 a pour dérivée x > —Inx/x sur
10,1], il existe un réel C tel que, pour tout x € ]0,1[, hy(x) =
—In?x/2+C. En prenant la limite en 1, on obtient C = 0, d’ou le
résultat demandé.

4. Dans la relation précédente, posons u = 1 — 1/x. Plus précisément,
pour tout u < 0, le nombre x = 1/(1 — u) est dans ]0,1[ ; on peut
donc lui appliquer la relation précédente, d’oti, en divisant par u,

1 1\ L 1., 1. 1,

Dans cette relation, le memblll‘e de ga%lbcl:he a pour limite 0 en —oo
par croissances comparées. Dans le membre de droite, le terme
L(1—-1/(1 —wu)) apour limite L(1) quand u tend vers —co ; le pre-
mier terme a donc pour limite 0 en —oo. Par suite, L(u)/u a pour
limite 0 en —oo.

5. Puisque L tend vers —co en —oco, mais que L(x)/x y a pour limite
0, la courbe a une branche parabolique de direction horizontale.

Partie V
1. L’équation homogene associée équivaut a xy’ + y = O sur J ; ses so-
lutions sont les fonctions f vérifiant xf(x) = K pour une certaine
constante K, ce sont les fonctions de la forme x —— K/x ou K est
une constante réelle.
L’ensemble des solutions est donc la droite vectorielle engendrée
par la fonction x —— 1/x.

2. On applique la méthode de variation des constantes : on cherche
les solutions sous la forme x — K(x)/x, ot K est une fonction
dérivable sur J. Apres calculs, on obtient I’équation (1 — x)K'(x) =
1.

Les solutions sur | sont donc les fonctions de la forme x ——
N 7., - —f(x) + L ou C est un réel quelconque.

On peut remarquer qu’il est bien plus rapide de résoudre en

réécrivant des le départ I’équation sous la forme  xy’' +y =

1—x

3. Les solutions de (F}) sont évidemment les primitives des solutions
de (&}), ce qui conduit directement a la formule donnée.

4. Pour obtenir une solution sur | — oo, 1], il faut raccorder une solu-
tion sur | — 00, 0[ a une solution sur |0, 1[ en 0.
Puisque L a une limite finie en 0, la seule maniere d’obtenir une
limite finie en 0 pour une telle solution est de choisir la constante
A nulle ; puis, pour que les deux solutions aient la méme limite en
0, il faut prendre la méme valeur de B de part et d’autre de 0.
Réciproquement, toute fonction de la forme L + B, ou B est un réel,
est de classe C* sur | — oo, 1] et vérifie I'équation sur cet intervalle
(puisqu’en particulier L'(0) = —f(0) = 1). Les solutions cherchées
sont donc les fonctions de la forme L + B, qui forment une droite
affine.
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Deyairlibre

® Equations de Bessel et 1a fonction Gamma

~ Blague du jour \

C’est un prof,pensant au glacon qui passe a 1'état de
vapeu, demande a ses éleves de prépas si tout le monde
a bien compris ce que c’est que la sublimation.

« Est-ce que vous pouvez me donner un exemple de
solide qui se transforme en gaz sans passer par 1'état lig-
uide ? »

Et du fond de la classe quelqu’un lance : « Les cigarettes
m’sieur ! »

\.

® Enoncé : CNC 2007, MP

Pour tout le probleme, on définit une famille d’équa-
tions différentielles (F)))cr+ par :

1 A2
+ " / -~
par "solution d’une équation différentielle”, on fait référence aux
solutions a valeurs réelles.

La partie I du probléme est largement indépendante des autres.

O Soit x un réel.

,{ Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846)

Astronome et mathématicien allemand, connu principalement
pour avoir effectué en 1838 les premieres mesures précises de
la distance d"une étoile et pour étre le fondateur de 1’école alle-

mande d’astronomie d’observation. Bessel est le premier a déter-

miner avec succes la parallaxe, et par la méme la distance d"une
étoile fixe. il émit, le premier, I'hypothése que les queues de
cometes pouvaient étre dues a une force répulsive et 1’existence
d’une grande planéte au-dela d’Uranus.

h[mo_[ np uapp,eulaqw]/\[]—‘

O Ftudier, selon les valeurs de x, I'intégrabilité sur l'inter-
valle ]0, 1] de la fonction
b el
O Montrer que cette méme fonction est intégrable sur 1'in-
tervalle [1, ool

O A quelle condition, nécessaire et suffisante, sur le complexe z

t

la fonction t = t* 'e”! est-elle intégrable sur l'intervalle

10, +-00[?

—+-00
0 OnposeI'(z) = / t*~le~tdt, zc CetRe(z)> 0.

0
O Soit z un complexe tel que Re(z) > 0 ; montrer que
[(z41)=2zI'(z).
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00 En déduire, pour tout réel &« > —1 et tout p € N*, I'iden-
tité
Fa+p+1)=(@+p)la+p—-1)...(a +1)T'(a+1).
00 Montrer que pour tout x >0, T'(x) > 0.

00 Calculer I'(1) et en déduire la valeur de I'(n + 1) pour
tout entier naturel n.

0 0O Soit z un complexe tel que Re(z) > 0 ; montrer
soigneusement que
+c0 (_1)n 1 +00
I'(z) = - o = te=t gt
z) 7;) n!' n+z i /1 ¢
+o0 (_1)11 1
O Montrer que la fonction z +—— Z A
o M n+z
définie sur la partie C \ {0,—1,—2,... } du plan com-
plexe et qu’elle y est continue.

est

La formule précédente permet de prolonger la fonction I' a
c\{0,—-1,-2,... }.

[0 Soient a et b deux réels avec 0 < a < b, et soitt > 0.
0 Déterminer max(t*~!,*~1) selon les valeurs de ¢.

0 Montrer que
Vx € [a,b], 0< 1< max(t1, 0.
0 En déduire que la fonction T est de classe C! sur R* et
donner l'expression de sa dérivée sous forme intégrale.

00 Donner un équivalent de la fonction I' au voisinage de
0.

Mo
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Soient A > 0, & un réel et 2 a,z" une série entiére, a coefficients
n>0

réels et de rayon de convergence R > 0. Pour tout x €]0,R[, on

pose

~+o00
Ya(x) = Y apx"te.
n=0

O On suppose que la fonction y, est solution de 1'équation dif-
férentielle (Fy) et que a9 # 0. Montrer que
a? = )2, ((04—}—1)2 —Az)al =0, et Vn>2, ((a+n)2 —/\z)an =

[0 On suppose que & = A et que la fonction y, est solution de
l’équation différentielle (F,) avec ag # 0.

U Montrer que

aol'(a + 1)
2%pIT(a+p+1)
O Les a, étant ceux trouvés précédemment ; calculer le

rayon de convergence de la série entiére Z apz".
n>0

VpeN, IZQP_HZO et ay =

0 Montrer que si 292" T(A + 1) = 1 alors

ey 1 X\ 2P A
Vx>0, yy(x)= = ,
Y E)p!r(AerJrl) (2)
puis donner un équivalent de la fonction y, au voisinage

de 0.

O On suppose que 2A ¢ N ;si p € N, on note le pro-
Fa+p+1)

F(zx-i—l) S1 & &€

duit (x +p)(a+p—1)...(a + 1) par
C\{-1,-2,...}.
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O En reprenant la question précédente avec « = —A, mon-
trer que la fonction

= 1 X\ 2p—A
e pg)plr(—)w—p#—l) (E)

est aussi solution, sur R, de I'équation différentielle
(Fp).

O Vérifier que la famille (y),y_,), d’éléments de C(R ,R),
est libre et décrire I’ensembles des solutions, sur R’ , de
I’équation différentielle (F) ).

PARTIE II1

Dans cette partie, on va construire, dans les cas A = 0 ou 1, une so-
lution z, de I'équation différentielle (F) ), définie sur R’ , qui soit
linéairement indépendante de la solution v, .

A- Ftude de (F)

On rappelle que
+o0 1
= 2p
Vx>0, yox) ;} (2pp!)2x .

—_—

Soit « > —1 ; on définit la suite azp(uc))p N Par la donnée de

ap(a) = 1 et la relation
2
agp () (& +2p)" = ayp—1)(a), p > 1 (1).
O 0O Montrer que, pour tout entier naturel p > 1,
P 1
ar, () = _—
2p(®) ,[[1 (a + 2k)2
[0 Onvoit bien que, pour tout entier naturel p > 1, les fonc-

tions az, sont dérivables en 0 ; on pose alors

dﬁlz P 1
b, = TJ(O) —ay,(0) et Hp= kzl%.
Montrer que, pour tout entier naturel p > 1,

1

v
O Calculer alors le rayon de convergence de la série entiere
Y bz
p

p=1
O O En utilisant la relation (1), montrer que , pour tout entier

naturel p > 1,

(Zp)sz +4paz, (0) = bp-1,
avec la convention by = 0.

0 En déduire que la fonction zp : x — yo(x)Inx +

—+00
) bprP est une solution de 1'équation différentielle
p=1
(Fy) , définie sur R
O Vérifier que la famille (v, z9), d’éléments de C(R”, R), est li-
bre et décrire I'ensembles des solutions, sur R’ , de I'équation
différentielle (Fp).

B- Ftude de (F)

On rappelle que
™ 1 X\ 2p+1
Vx>0, =N ——— |~
Soit « €]0,2[ ; on définit la suite (Czp({x))p oy Par la donnée de
co(w) = 1 etla relation

cop(@) ((a +2p)* = 1) = ey, 1y(a), p > 1 (2)-
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O Montrer que, pour tout entier naturel p > 1,

@@= g

k=1
On voit la aussi que, pour tout entier naturel p > 1, les
fonctions Cop sont dérivables en 1 ; on pose alors
dCz P 1
dy=—""1)=c,(1) et Hy=Y -.
p du ( ) Zp( ) 14 k_zl k
Montrer que, pour tout entier naturel p > 1,

(Hp 4+ Hp1 —1).

d, = —
P 2t p(p 4-1)!

Calculer alors le rayon de convergence de la série entiere

) dyzF.

p=1

En utilisant la relation (2), montrer que , pour tout entier
naturel p > 1,
(142p)* = 1)dp +2(1+2p)cap(1) = dp_1,

Mo

Former pour réussir

avec la convention dy = 0.

0O En déduire que la fonction u; : x —— 2yi(x)Inx +
—+00

) dpxzit7 *1 est une solution de 1’équation différentielle
p=1
1 1 2
Ty 2y (14 =)y =2, E
y'+ oy =1+ x2) y=1 (E1)

définie sur R7, .
0 O Montrer que I'équation différentielle (E;) possede une
solution vy, définie sur R, qui est de la forme v, (x) =

“+o00
» epx™ L.
n=0

O Vérifier que la fonction z; = v; — u; est une solution de
I’équation différentielle (F;), définie sur R7.
O Vérifier que la famille (y1,z1), d’éléments de C(R?, R), est li-

bre et décrire I'ensembles des solutions, sur R’ , de1’équation
différentielle (F).

A la prochaine
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® Corrigé : Pr. Taibi, CPGE Rabat, Maroc

1.

L’application ¢ ~ +*~le™" est continue sur ]0, +oo[ pour tout

réel x .

et ~ 1 donct s t* e
=0+

sur |0, 1] si, et seulement 1 — x < 1 soit x > 0.

a. Ona: est intégrable

b. Ona aussi t* let =
t—+o00

intégrable sur [1, +oo] .

1
(t_z)’ donc t — e ft¥ 1 est

z=1)In(t) ast continue sur

e @1 qonc
tZ—le—t

= e 6(
e—ttz—l

L'applicationn t + t* le™! =
0, 4o,

par la question 1°), I'application ¢ +—
sur |0, +oo[ si et seulement si R(z) > 0.

est intégrable

Quelques formules utiles :

a. Les applications t + t* et t — ¢ ' sont de classes C'

sur |0, +o0[ et que pour tout z € C tel que R(z) > 0,

ona: |e 't*] = e RE) -1 e 0. On applique alors
une intégration par parties a l'intégrale I'(z +1) =
+00
[ rear
0
+00
Tz +1) = /tze_z_ldt = [~ _ttZL o +
0

4.

+o0
z / t*~le~tdt = zI'(z) pour tout z tel que R(z) > 0
0

Pour tout z € C tel que #(z) > Oettoutp € N*,ona:
Tz+p)=T(z+p-1)+1)=z—p-1DI(z—p-1).
P p

Dou: [[T(z+k) = [[e-k-1)I(z-k-1) =

k=1 1 k=1
[[z—k) ri—I ['(z — k) et par suite :
k=1 k=1 .
p—
T(z+p) = IH(Z —k)I(z)
—1

Onprendz =a+1,0ona: R(z) =Ra+1) =
1 > 0 et par suite

R(a) +

[a+14+p) =

Pour tout x > 0, la fonction t — t* et

est continue et

+oo
strictement positive, donc I'(x) = / tle7tdr > 0.

0
Par un simple calcul, onaT'(1) = 1 et par b) pour « =0,
p=mn,ona:

n
In+1)=|[k=n!
k=1

Développement en série de I'.

a.

Soit z € C tel que R(z) > 0, on a: I'(z) =
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101] [1,+00]

. —t . (_1)71 n
Ecrivons e = 2 ~——t" on a alors:

= n!
o
)3
n=

(_1)71 pztn—l1
o
Si l'on pose f,(t) = (_71)7115””_1 our t €]0,1], on a:
p n - n! p 7Ll .
fn est intégrable sur ]0,1] pour tout entier naturel n et

que /]0[1} |f1’l(t)| dt S /]VOI” %dt _= l et puisque la Série

n!

tZ—le—t

1 . Z Z N\ Va4 Z

2 — converge, il en résulte par le théoreme d’intégra-
n!

tion terme a terme que

! i (e g 6 (1
tZ—]. —t t — / tZ+7Z—1 t <
/0 ¢ d Z n! 0 d Z n' z+n

n=0 n=0

(=D"

n' z4+mn

Posons f,(z) = pourn € Netz € CO\Z™ .
Pour n € NN, la fonction f, est continue sur C\Z~ (
fraction rationnelle en z )

pour tout z € C\Z™ et tout n € IN, on a: |f,(z)] =
1 1 1 1

ATtz < AT TR car |[n+ R(z)| < |n+z|,
donc Y | f(z) converge absolument et par suite ) _ f,
converge simplement sur C\Z ™.

Soit K un compact inclu dans C\Z~, et &« = d(Z,K),
onawa > 0car Z fermé et K compact. On a alors pour
tout z € K, ettoutn € N, |[n+z| = d(—n,z) > a,

5. Soit0<a<bett>0,ona:t”_1=e(

a.

1 1 11 1
donc |fu(z)] < W] < a Comme la série Zm
converge, il en résulte que 2 fn converge localement

uniformément sur C\Z", donc par le théoréme de conti-
—+o00

nuité la fonction somme 2 fn est continue sur C\Z" .
n=0

(e9)
On peut aussi montrer que Z fn est continue en tout
n=0
point zp de C\Z~ en effet: Comme C\Z~ est un ou-
vert, on a pour tout zg € C\Z~, il existe r > 0 tel
B(zp,r) C C\Z", on prend alors le compact K = B(zg, «)
et on termine comme avant .

a—1)In(t) )

Sit €]0,1],, alors In(f) < 0, donc (a —1)In(t) > (b —

1)In(t) et comme x— e* est croissante, on déduit que

771 > 91 Soit Max (71, #771) = 1271,

Sit > 1, alors In(t) > 0, donc 1 < t'"let par suite

Max(#71, P=1) = =1,

Conclusion finale : Pour tous0 < a < bett > 0,0ona :
Max(t”_l, tb—l) < tu—l + tb_l.

Pour t €]0,1], on a dapres a) 0 < <

Max (=1, #771) = 1771 = Max(#7 1, #71)

demémesit > 1,ona:0 < 1 < Max(tx_l,tb_l) =

tb—l — Max(t”_l,tb_l)

En conclusion : 0 < *~1 < Max(t*~1, 1) pour tout

t €]0, 00|

La fonction f : (x,t) + t* e~ est continue sur
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R x RY

L'application x + ¥~ le™ = ¢7el

C! sur R* et dcicf(x, t) = In(t)f(x,t) pour tout (x,t) €
R x RY.

De plus pour tout compact K = [a,b] C R} et tout
(x,t) € KxR%,ona: ‘%f(x, B < In(t)|e 1 <

In(t)| e ! Max(t*~1, 7)< |In(t)] _’f(t”’_1 1

et que la fonction ¢ : t — |In(t)|e {(t" L +¢ _1)

est intégrable sur RY car Vip(t) = Vit +

t'"De~tIn(t)] — 0. Pour t > 1, ¢(t) < (#71 +
t—0"

tDte t = (" 4 t0)e "

Donc par le théoreme de dérivation sous le signe inté-

gral, il en résulte que T est de classe C' sur I'ouvert R,
et que

= [ A bt = / () Eletdt
o dx’ 0 '

d. OnaTl(x+1) = xI(x) pour tout x > 0, et comme I est

continueen 1,ona lim I'(x+1) =T(1) =1, donc
x—0" 1

T(x) ~x—0t ;

*=1)In(t) st de classe

—+00
A>0, ae€R, yu(x)=) a,x"™

1. ag # 0 et y, est solution sur |0, R[ de 1’équation (F)) .

L'application x +— x" est de classe C® sur R’ et que

[e0]

x — Y a,x" est de classe C* sur |0, R[ ( somme d’une série
n=0

entiere ), donc y, est de classe C™ sur |0, R| (produit de fonc-

tions de classes C*).

(o] (o]
Par calculs: y,(x) = ax* 'Y ax" + 2 ) na,x"! =

o0

Z (lX + n)anxtx—i-n—l

Z w4 n)(a+n—1)ax* "2

Donc -
y, est solution sur ]0, R[de (F),) < Vx €]0,R[, — Z 1, x"
n=
—1—2 a+n)agx* ™+ Y (a+n
=0 n=1
& Vx €]0,R]
Z (n+a)? = A%)aux*" — Y.
n=0 n=2
& Vx €]0,R|
Y (n+a)> = A%)aux"— Y a,
n=0 n=2
On falt tendre x vers 07 obtenir a> — A% = 0 car agp # 0 et
]291,118 (« +1)%2 — A%)a; = 0 et une recurrence ((a +n)? — A
an = ap—2..

x = A, a9 # 0ety, estsolution sur |0, R[ de (F) .
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a. Ona:yy(x) =Y aux* ™ =x"Y" a,x". Onsait que (1)
n=0

C.

= n=0
(A +n)? = A%)a, = a,_, pour tout n > 2
Puisque . (A +1)> = A%> # 0 ,onaa = 0 et par

la relation (1), on a: ay,;1 = 0 pour tout €
| p+ p p
IN .et a3, = (A+2P)Z_A2a2(p_1) pour tout p €
Mex = i ame el
IN*. Donc ay = dy(—q) =
k=1 k=1 (A+2k)2 — A2 k=1 PN
P 1 p—1 p 1
a it:ay, = ap.
E(AHk)L)@E, 2k SOIL = fi2p E(AJer)Z—Az ]
Mais (A 4 2k)? — A2 = 4Ak 4 4k*> = 4k(A + k), d’'on

IEI 1 B IEI 11 IEI 1

i1 (A+2k)2—A2 S 4k(A k) 4Ppl i Atk
1 F(A+1)

22Pp! FA+p+ 1)

En conclusion :

VP € NN, azp

. ap 1”(/\—1—1)
S 22pIT(A+p+1)

oy x2P
Pour x > 0, on a:

ay(p 1)

1
(A +2p)2 + A2 x* 34 0 done le rayon de convergence
p—>+o0

R est infini .

On suppose ag2'T(A +1) = 1.

Mo
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+00
Ona: Vx>0, ya(x) = Y apx®t?
p=0
_ Jio a9 T(A+1) opa
LI T(A+ p+1)

4 +Z°° a0 F(A + 1) (E)Zp—&-/\z/\
=0 p!T(A+p+1)°2
©=1 1 X
= — e (5)*" car ag2
p;op!l"()\—i-p-i-l) 2
Equivalent au voisinage de 0 :
D’apreés les propriétés des séries entieres, on a :
| 1 1

L Xvop 0 L
r;)p!l"()\+p+1)(2) ot T 1)

Donc
1 X

AT
xS T D 2
3. On suppose ici que 2A ¢ IN .

a. D’apres la question 1 et 2) la fonction y_, est aussi solu-
tion sur R de (F,) .

b. Montrons (y,,y_,) est un systeme fondamental de solu-
tions sur R’ de (Fy) .
Soit (a, B) € R tel que ay, + By_, = 0.

Comme y,(x) 2 m(g))‘ et y_ (x) ~

=0t x—0t

1 X A
- . _ —
TArD2) wonaini o Oetyalo

+00, donc si 1’on suppose a # 0, alors en faisant tendre
x vers 0, on aboutit a une contradiction.
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On conclut que & = 0 et puis B = 0, donc les solutions
y) et y_, sont linéairement indépendantes .

(F)) est une équation différentielle linéaire du second or-
dre a coefficients continus et sans second membre, son
ensemble de solutions est donc un espace vectoriel réel
de dimension deux. En conséquence: ( y,,y_,) est un
systeme fondamental de solutions de (Fy) et que toute
solution sur R* de (F,) est de la forme:

y=ayry+py_, ou wapBcR

Partie III.

A- Etude de (Fy) :

Pour x > 0,ona:y(x) =}
=0

1

2p
@pt

n

1.

a. Pour tout entier k >

p
1 JJax(e)
k=1
[T e [ Lo donezy (@) = [
———— | | ap4_1), doncay,(a) =
k1 (Dé+2k)2 k=1 2=y ’ k=1
Orap(a) = 1, d’ou la formule cherchée :

1
mao((x).

P 1
ayy(a) = | | ——— pour tout p > 1.
g ,[[1 (a+ 22 P P
D’apres les notations de I'enoncé, pour tout p € N*, on
p
(=2)  In(a+

p 1
a:ag(a) = exp(kgln(m)) = exp =

p
2k)), donc: aj,(a) —Zﬁﬂzp(ﬂt) et puis
k=1
Pl
a'2p(0) = —2Zﬂa2p(o)
k=1
1
= — ) ;a2(0)
ok
= —Hp.llzp(O)
Or ay,(0) IEI ! L ( ! )2 donc
2 = = = ’ :
P L (2602 7 22 (p1)2 — \ 2p!
: 1\
by = a5,(0) = — 2051 Hp

Calcul du rayon de convergence R :

1 1
~ —Wln(p) = O(ZP—p!) car Hy, ~ In(p),
donc le rayon de convergence de la série entiere ) b,x”
est infini :

Onabpp

Ry =+

Pour tout p € N*,ona: (Zp)sz +4paz, (0) —(Zp)zazp(O) +

a3p(0) (—(2p)?F

Mais (2p)*a2,(0) = ay(p—1y(0), donc :
(Zp)sz +4paz,(0) = —azy(0)Hy, + 4pa2p§0)
—A2(p—1) (O)Hp—l_EQZ(p—l) (0) + 4pazy (

~

=0

by 1
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D’ou le résultat demandé .

L'application x — yp(x) In(x) est de classe C* sur R (
Opérations ), donc zg est de classe C* sur R”.. Pour tout
x>0,ona:

20(x) = yo(x) In(x) + ¥ by
p=1

1 > _
20(x) = —yo(x) +In(x) o (x) +2 ) | pbpx™~"
p=1
1 2
B = ) + 2 + @) +
2Y p(2p — 1)bpx* 2
p=1

Donc x%z( (x) + xz(x) — (x> +0)zo(x) = —yo(x) + 2xy

+yo(x) + 1

—x%1In(;

En tenant compte du fait que yo est solution sur R, de
(Fo) et de la question précédente, il vient :

x2zf (x) + xzh(x) — (2% +0)zo(x)
p=1

Mo

Former pour réussir

2xyo(x) + ) bp(2p)*x

<
o

(

4

Z 4p112p (O)XZP + Z b;
p=1 p=1

(o8]

p

= b0x2 =0
Ce qui permet de conclure .
1 X0 - 2
. ~ =) =11 byx? = 0 et
3. Comme yo(x) ~. 5773 v P Oe
lim In(x) = —oo,0ona:
x—0+

zo(x) ~ In(x).

x—0F
ceci permet de prouver ( comme a la question II 3.b) que les
solutions vy et zg sur R’ de (Fy) sont linéairement indépen-
dantes .et avec les mémes raisons que dans I11.3b), toute so-
lution de (Fy) est de la forme :

o(x) + ln(yC)EXﬁngx Jary &1 @P}QQSR)H’( H)éﬁa@%%stantes réelles arbitraires .
p=
) PR )2
1. . N p=1
)yo(x) — ;éb;bo%ﬂﬂout p € N*, ona:cya) = mcz(p_l)
, donc zﬁCZk(a) = f_[m;ﬁcz(k_l) et par
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p
suite cpp (w lk—I Gt 2k co(oc).
et comme ¢p(a) = 1, on dedulte que:

z 1
@@ =1 G
d

b. Pour tout p € N* d, = %czp(l). Comme

p
cop(a) = exp(— Y In((a+2k)*> — 1), on a: cy,(a) =
k=1
p
20420 ). Dod

Z (e +2k)2—1

_1
Poo2(1+2k) £ 1
dv = Z
p

1+2k 1H (o + 2k)% —

k1 k=

2(1 + 2k)
Z4k1+k§[ +2k)2 U
d 1 P 1 14
or E(1+2k)2—1 _E4k(1+k) _zTr’lk—Ik(l—i—k

~—

0420 11 1 11 1 11,
4k(k+1) k k(k+1) k 2%k k+1" 2%
2(1+2k) 1 ,
donc Z m i(Hp + Hp 41 —1). Dot le résultat
demande .

d, = H H -1
p 22p+1p!(p_|_1)( P+ p+1 )

c. Ona:

1
= H H -1 =
dP 22p+1p (P+1)( p T PJlrl 1)
ZA T o Y e i P

donc le rayon de convergence demandé :
Rd = 400

a. On a: Pour tout p € IN¥, ((1 +2p)? — 1) dp +2(1 +

2p)cap(1) =dp_1 . En effet :
par dérivation de l'identité cop(«) ((1 +2p)? — 1) =

C 22 pl(p+1)! Gp-1)(®), on a: c,(a) ((uc+2p)2—1> + 2(a +

ﬁ})CZP = Cz )("‘)

Poura =1, ona :
dp((1+2p)? — 1) +2(1 4 2p)cap(1) = dp_1

2p+1 gont

(o)

Il est clair que les fonctions y; et x — Z dpx
p=1

de classe C* sur R’} et par dérivation on obtient pout

toutx > 0:
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¥ug (x) + xuy (x) — 1+ Py (x) = <2y’1<x) In(x) 4 2y (x) - %m B (57 b pesn) n&;x%%))l(x) — w0+ L 2p 1)
p=1

X p=0
, ) e 2 & 4@p+1) o,
+x | 2¢1(x) In(x) + “y(x) + 21(210 + 1)dpx? = pl(p+ 1)1
P= 00
00 . 2
a4 <Z-y1(x) () + Y- dpxzp“) L
. PZZO o 4(2p
= 2In(x) (¥ () + x4 (x) = (1+ )y (x)) + ey (x) - Loy p+1 P
(o] (o] N——  —
+ Y @2p+ 1) = (1+x%) Y dpa?P ! =c2p(1)
p=0 p=0 ad ”
Comme y; est xsolution sur R} de (F), on a: +) (2p+1)* 1)
2yl (x) + xayj(x) — (1 4+ ¥*)yi(x) = 0 et donc p=0

= i( (2p +1)eap (1) +

(.

= 2x

On déduit alors que u; est bien solution sur R’ de (E;)

€0 = p—1
a. On pose u(x) -+ Z epx avec
Reo( Y epxP™t) > 0.
p=1
Sur J0,R[, on a: x*uf(x) + xuj(x) — (1 + x*)u;(x) —

2x — x? —+Z(p—1)(p—2)epxp_2 +
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X (x—i + ) (p— 1)epx7’_2> —2x =) (p(p —1)e, —
p=1 p=0
ep—2)xP1 — (eg +2)x — e; = 0. comme dans la question
ey = —2
we,ondéduit: { e =0 , ce qui

Vp>3,p(p—2)ep —ep1 =0
permet de conclure par une récurrence que: Vp € N,
€o

22Pp!(p +1)! = —2c7,(1)
et par suite R est infini et que u; est solution sur R’ de
(E1).

exp+1 = Oeteyp = careg = —2

b. (F;) est une équation différentielle linéaire sans second
membre associée a (Eq) et comme z; et 17 sont solutions
sur RY de (E;), il en résulte que z; — u; est solution sur
R’ de (F) .

Comme dans la question....., en étudiant le comportement des
solutions z1 et y; au voisinage de 07, on déduit que (y1, z1)
est systeme fondamental de solutions sur R’ de (F;), donc
toute solution sur R’ de (F;) est de la forme: y : x —
ay1(x) + Bz1(x) ot a et B sont des constantes réelles arbi-
traires .
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— Leonhard Paul Euler (1707-1783)

Mathématicien et physicien suisse, il fit d'importantes découvertes dans le calcul infinitési-
mal et la théorie des graphes. Il introduisit également une grande partie de la terminologie
et de la notation des mathématiques modernes. Il est également connu pour ses travaux
en mécanique, en dynamique des fluides, en optique et en astronomie.

[mo_[ np uapp,emaqmwj

® Probleme I : Extrait CCP 2006, MP

Si I’on rentre sur un logiciel de calcul formel I’instruction :

sum(1/(n"2-0."2), n=1..infinity);
on obtient le résultat suivant :
_l\v(l—a) 1y(1+a)

2 o 2 o

Un des objectifs du probleme qui comporte trois paragraphes est de démontrer Ia
formule correspondante suivante :

&1 vy(lta)-y(l-a)
nz_;nz—(xz B 20

ou ae ]0, 1[ et y est une fonction « d’Euler » que I’on définira ultérieurement.

Dans le paragraphe I, on définit la fonction Gamma d’Euler et on en montre quelques propriétés que
I’on utilisera dans le paragraphe II pour définir la fonction y d’Euler et démontrer la formule ci-

dessus.
Enfin, dans le paragraphe III, on étudie plus en détail la fonction Gamma, dans le but de la
représenter graphiquement.

Les paragraphes II et I1I sont indépendants mais utilisent des résultats du paragraphe I.
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1. Questions préliminaires

a. Soit o € |01, justifier la convergence de la séric Y ————-.
nzl - — A

1
b. Pour quelle(s) valeur(s) de B D’intégrale I *dt est-elle convergente ? On ne demande
0

pas de justifier.

1. La fonction Gamma d’Euler

2. Soit x un réel strictement positif, justifier I’existence d’un réel A4 strictement positif, tel que

pour tout réel ¢ strictement supérieur a 4, on ait e’ ¥ <L2, puis montrer que I’intégrale
t

+00
I e t*'dr est convergente.
0

+o0
On peut donc définir sur ]0,+o| , la fonction Gamma d’Euler notée I' par I'(x) = J. e dr.
0

3. Calculer I'(1) puis montrer la relation fondamentale suivante notée (]—" ) :
Vxe]0,+oo[, I'(x+1)=xI'(x) (f)

En déduire I'(2). Soit # un entier naturel non nul, donner une expression simple de I'(n) .

4. Dérivabilite de la fonction Gamma
Soient a et b des réels tels que 0 <a <b.

a. Pour tout réel 7 strictement positif, on définit sur ]0, +oo[ , la fonction 4, par h,(x)= .

Déterminer les variations de 4, . On pourra discuter selon la valeur de ¢.
En déduire que Vx €[a,b], V1 e ]0,+o0[, 0< < (t“_l +¢071 ) .

b. Pour cette question, on pourra utiliser librement le résultat suivant : pour tout réel »
+

00
strictement supérieur a —1, I’intégrale j et |1n t| dr est convergente.

0
Montrer avec soin que la fonction I' est dérivable sur [a,b] et déterminer I''(x) sous

forme d’intégrale.

La fonction T' est donc dérivable sur ]0,+<o[ . On montre de la méme fagon et on admet que I est

de classe C” sur ]0,+o0o] .

5. Soit p un entier naturel, écrire sans justifier I'”)(x) sous forme d’intégrale. (r'» désigne la
dérivée p-ieme de ).

II. La fonction y d’Euler

On montre sans difficulté, que pour tout réel x strictement positif, I'(x) > 0. On peut donc définir
r'(x)

sur ]0, +oo[, la fonction y d’Euler par y(x) = TON

Soit a € ]O,l[.
[ mamouni.myismail@gmail.com
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6. Relation entre y et des sommes. Former pour réussir

a. Quelle relation différentielle relie y et InI" ? En déduire que
Vx e ]O, +oo[ , Y(x+D)—-y(x)= % (on pourra utiliser (.7:) ).

b. Soit n un entier naturel non nul, déterminer en fonction de n et de o, quatre réels
u;,v,u,,v, tels que

;ﬁw(ul)—w(m et ;kia =)~y ().

7. Décomposer en €éléments simples la fraction rationnelle R(X) =

# puis en déduire que
—a

’on a, pour tout entier naturel non nul » :

;kz — o2 =E(W(l+OL)_\If(l—OL))+E(\p(n+l—a)—\|l(n+l+oc)),

8. Enoncer avec soin [’inégalit¢ de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire
(f.g)> Joﬂo f(t)g(t)dt, puis I’utiliser pour montrer que (F’)2 <I'"xI ou I'" désigne la

dérivée seconde de I'. En déduire que la fonction y est croissante.

9. Montrer que pour tout entier naturel non nul #, on a

O0<y(mn+l+a)—yn+1- a)<#+ (penser que oce]Ol[)

1 vy(l+a)-y(l-a)
Conclure que ,,Z; e a .

II1. Etude de la fonction Gamma

10. Utiliser (]—" ) pour déterminer un équivalent de I au voisinage de 0, . En déduire la limite
de I' enO.

11.
a. Justifier que I'" est strictement croissante sur ]0;+oo[.
b. Justifier I’existence d’un réel c € |1,2[ tel que I"(c)=0. En déduire le signe de I" et

enfin, les variations de I".

12.
a. Déterminer la limite de I' en +oo0. On pourra utiliser des résultats précédents.
b. Dessiner I’allure du graphe de I'. On représentera, s’il y a lieu, les asymptotes et les
tangentes horizontales.
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® Probleme II : Extrait e3a 2011, MP

On admet quer( ) NG / /2

1+t4_ 4

Foo dt
P tout 0,2m|, te [ :/
our tout x €]0,27[, on note I(x) 0 h(B) —cod?

0 Montrer que 'application x — / h (e (?L o2y o5t bornée sur |0, 27].
t4
— +1—ch(#)
00 Montrer que l'application ¢ — | Z |, définie sur ]0, 1], est prolongeable

£ en() - 1)

est prolongeable par continuité en 0.

dt 1 dt
[0 Endéduire quel’application x — / h () — cos?x /0 4 est bornée
1+ > cos? x
sur |0, 27t[.
v ! dt .
O Calculer I'intégrale / 4 , en effectuant le changement de variable u =
14 - cos? x

t

(2(1—cosx))t
En déduire un équivalent de I(x) quand x tend vers 0 par valeurs positives.

O Montrer que, pour tout entier naturel #n non nul, on a
1 1 oo g

W:@ o

- ot 401 5 . sin nx
O Pour tout entier N supérieur ou égal a 1 et pour tout réel x, on note Sy (x) = Z .

n=1 \/ﬁ

O Calculer, pour tous réels x et t, la somme Z e "'sin(nx). On pourra remarquer que
n=1
e "'sin(nx) est la partie imaginaire du nombre complexe el =",

Lo Z e Sll’l nx

f/ Vi

(Sn(x)) est convergente pour tout x réel élément de |0, 27[ et que 'on a l'égalité
suivante :

O En utilisant I'égalité Sy(x dt, montrer que la suite

sinnx sinx [t dt

vx €]0,27], Z N - \/_ ch(#?) — cosx’

sinnx
O En déduire un équivalent de la somme de la série Z

n=1 \/ﬁ

quand x tend vers 0 par

valeurs positives.
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® Corrigé Probleme II : Pr. Patte

O Soit x €]0,27[. La fonction f +—

est continue

ch(#2) — cos? x
sur [0, +-oo[ et équivalente en +o0 a 2¢ ", donc intégrable sur
[0, +-00] et a fortiori sur |0, +-oo|.

1
O Soit x €]0,27[. Alors, sur [1, +00[, 0 < h () —cosx <
1
. C t +— ——— est inté-
()~ 1 omme ()~ 1 est inté

grable sur [1,+co] (méme preuve que pour l'ex-
istence de I(x)), on obtient l'encadrement 0 <

oo dt +o0 dt
< — . Donc la fonc-
/1 ch(#?) — cos? x /1 ch(2) — 1 onc la fonc

oo dt
tion x — / est bornée sur |0, 27t].
1 ch(#?) —cos?x

I
0 Au voisinage de 0, ch(t?) = 1+ 5t o(th).
t4
— +1—ch(#?)
On en déduit 2

— ——. Donc t
th 6
5 (eh(2) 1)
4
— +1—ch(#?)
t24 est prolongeable en une fonction con-
5 (ch(t?) —1)

tinue sur [0, 1].

[0 Les deux intégrales existent (par continuité des fonc-
tions sur [0, 1]).

t4
/1 dt 1 dt B 1 E +
ch(#?) — cos? x _/ 4 B / t4
0 ch(f) 145 —cos?x * (14 % — cos?
2 2
t N
< [ 2
"1+ £ cos?
2
4
1 ~+t1—c
</ 2
0 (14 o 1) (
5 [
La majoration est possible du fait de la continuité de la
fonction sous l'intégrale sur [0, 1] et montre le caractere
) 1 dt 1 dt
borné de x — 5 5= — /
o ch(t?2) —cos?x Jo t
1+ = —cos?x
2
O Avec le changement de variable affine proposé :
1
/1 dt _ 2 /(2(1—COSX))1/4 du
4 3/4 4
011 gy @l—cosm)e L+

La suite du calcul de 'intégrale est parfaitement inutile
pour obtenir un équivalent de I(x).

1

Quand x tend vers 07,
(2(1 — cosx))'/*

tend vers +oo,
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1
1/4 5
donc /(2(1 —cos X)) i tend vers n\/_.
0 1+ ut 4
De plus, 2(1 — cos x) x*, donc 2
plus, 0 (2(1 . COSX))3/4 0
! dt T 1
Donc / ~ . Dapres
32 t4 0 372
" 1+ —cos?x V2
Le /1 = R Comme
.C, 0 Ch(tz) — Coszx 0 \/E x3/2
e dt \
/1 ch(2) — cos? x est bornée sur ]0,4oo[, I(x) B,
T 1
V2 x372

O Par changement de variable afﬁne sur une intégrale conver-
+oo e—nt —Uu

Mot

Former pour réussir

Apres simplification, la partie imaginaire vaut

e! (sinx — e Ntsin((N +1)x) 4+ e~ (NI
e "sin(nx) =
Z‘ (1—etcosx)?+e 2sin’x
~sinx — e Msin((N + 1)x) + e~ N+t gin(]
N 2(cht — cos x)
Z e " sin(nx)
O Sy(x) = i/m—l =
! V7 Jo Vi
+oo ginx —e Ntsin((N +1)x) + e~ (N+Dgin(Nx)
— [ dt
Vv Jo 2(cht — cos x)V/t
+oo sin x u=vt
semble converger vers — / dt
2(cht — cos x)/t
sinxy [T du
v Jo  ch(u?)—cosx’

On peut démontrer ce résultat a 'aide du théoreme de
Convergence dominée ou par simple majoration :

—|—oo
ente, / dr "= / du = —F 1/2
& 0t t \/_ - Vn (1/2) /+°° —e Nsin((N 4+ 1)x) + e~ (N+Dtsin(Nx) @l <
+oo o1 ~
donc — ! © 0 2(cht — cos x)v/t
\/_ Vi \/— /+°° —e Ntsin((N 4+ 1)x) + e~ (N1t sin(Nx) i <
0 O 0 2(cht — cos x)v/t h
. - \Aboo a—Nt | o—(N+1)t
% n(—tin) il = eN(—t+ix) ix (1 — eN(—t+m)> (1 _ el—t=ix) +o e ( +e )\/z df — 2(1—\/%) (L\/_ N \/1—>
e = e T————==e —— —— %0 2(1 —cosx)vt —Cosx n n+1
n=1 1 — e(~HHir) (1—el7t+)) (1 —el=t=i) onverge vers 0.
1— eN(—t+ix)> (1 _ e(—t—ix)) . inx t 1 1 -
— —t+iX( . O Finalement, sinnx &5 X — e = [ —.
C (1 —etcosx)?2+ e 2sinx Z vn o m i ) 0 /7T /2 x3/2 2x
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Devoj veillé )
Transformée de Laplace
— Blague du jour Y i — Pierre-Simon de Laplace (1749-1827)

\

Il était une fois un explorateur qui tomba devant un lion.
L’explorateur apeuré dit :

- Dieu, faites que ce lion est une pensée et foie en vous.
Et le lion répondis : Dieu, bénissez ce repas.

Mathématicien, astronome et physicien francais.Il a contribué
de facon décisive a I’émergence de ’astronomie mathématique
et de théorie des probabilités. il était nommé ministre de
I'Intérieur, puis comte de I'Empire, en enfin marquis.

mol np uspreWwI e

LAPLACE
. MayEry - L

& Enoncé : CCP 2011, MP

On considére 1'équation différentielle (E); 2xy’ — 3y = v/x.

Le sujet est composé de deux exercices et d'un probléme indépendants. 1 Rasoudre (E) sur |0, +oo].
EXERCICE 1 0 Déterminer 1’ensemble des solutions de (E) sur l'intervalle
0, +-o0].
s L. 2x"
On considere la série ) ——.
nc—1
n>2

PROBLEME : AUTOUR DE LA TRANSFORMATION DE LAPLACE

O Déterminer le rayon de convergence R de cette série entiere.
n

O On note S la fonction somme de la série Z >— . Déter- Dans tout ce probleme, on note :
nz2— 1 -F(R™,R) I'ensemble des applications de R* dans R ;
miner S sur | — R, R[. - E I'ensemble des fonctions f : R"™ — R, continues, telles que,
0 Démontrer que S(x) admet une limite lorsque x tend vers 1 pour tout x > 0 réel, la fonction t — f(t)e ™' soit intégrable sur
par valeurs strictement inférieurs et déterminer cette limite. RT;
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-F 'ensemble des fonctions continues et bornées sur R™.
Pour tout f dans E, on appelle transformée de LAPLACE de f et on
note L(f) la fonction définie pour tout x > 0 réel par :

0

0

. > 15 T

LN = [ fetr

Questions préliminaire

Soienta € R et f : [a,+00[— R une fonction continue par
morceaux. Pour tout x dans [a, +-00[, on pose :
X

G(x) = / F(£)dt.

On considere les propositions suivantes :

(i) f estintégrable sur [a, +-oo[;

(ii) G admet une limite finie en +oo.

Donner, sans démonstration, toutes les implications possibles
entre (i) et (ii) lorsque :

(a) f estpositive sur [a, +oo[;

(b) f n’est pas positive sur [a, +0].

PARTIE I : Exemples et propriétés

[0 Démontrer que E est un sous-espace vectoriel de
F(RT,R).

[0 Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de E.

O Justifier que £ est une application linéaire de E dans
F(R},R), espace vectoriel des applications de ]0, +oo]
dans R.

U

O On consideére la fonction &/ : R™ — R définie par
U(t) = 1. déterminer L(U).

O Soit A > 0 réel. on considere la fonction &, : [0, +-00[—
R définie pour tout t > 0 par : h, (t) = e . Démontrer
que h) est dans E et déterminer L(h, ).

Soient f dans E et n dans N. On considere g, : t — t"f(f)
de [0, +oo[ dans R.

Pour x > 0, justifier de l'existence de A > 0 tel que t"e ' <
_xt
e 2 pourtoutt > A.

En déduire que g, est un élément de E.

Transformée de Laplace d’une dérivée

Soit f dans E de classe C!, croissante et bornée sur [0, +oo|.

Démontrer que f’ est encore dans E et que l'on a: Vx €
0, +eof, L(f)(x) = xL(f)(x) = £(0).
Régularité d"une transformée de Laplace

O Démontrer que pour tout f dans E, la fonction £(f) est
de classe C! sur |0, +-oo[ et que I'on a L(f)' = —L(g1) ot
g1 a été définie a la question 4.

0 Démontrer que pour tout f dans E, la fonction L(f)
est de classe C® sur |0, +oo[ et pour tout x > 0 et

n € N, déterminer £(f)" (x) a'aide d’une transformée
de Laplace.

PARTIE II : Comportements asymptotiques

Dans toute cette partie, f est un élément de E
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O On suppose dans cette question que f est dans F.
00 Déterminer la limite en +oco de £(f).
O Théoreme de la valeur initiale

On suppose, de plus, que f est de classe C! et croissante
sur R™, avec f' bornée sue R™.

Démontrer que 1_1>rJrrl xL(f)(x) = f(0).
X [e¢]
O Théoreme de la valeur finale
On suppose dans cette question que 1—1>T f(x) = £oulest
X [e]

un réel. Soit (a,),en une suite de réels strictement positifs
qui converge vers 0.
[0 Démontrer que f appartient a F.

00 Soit n un entier naturel. Démontrer que a,L(f)(a,) =

—+00
/ h,(x)dt[x] ot hy, est la fonction définie sur [0, +o0]
0

par hy(x) = e *f (ai)

00 En déduire a I'aide du théoreme de la convergence dom-
inée, que grf anL(f)(an) = L.
n [e¢]

O Lorsque ¢ # 0, déterminer un équivalent de £(f)(x) en

0.
O Dans cette question, on suppose que f est intégrable sur R

+o00o
et on pose R(x) = / f(¢)dt pour tout x dans [0, +oo[.
X

[0 Démontrer que R est une fonction de classe C! sur
[0, +o0] et déterminer R'.
En déduire que, pour tout x > 0 réel, ona: L(f)(x) =
R(0) — xL(R)(x).

O Onfixee > 0.

Justifier de I'existence de A réel positif tel que pour tout
t > A, onait |R(t)| <e.
En déduire que, pour tout x > 0, on a: |L(f)(x) —

R(0)| <x/0A|R(t)]dt+e

0 Démontrer que L(f) se prolonge par continuité en 0 (on
précisera la valeur en 0 de ce prolongement).

PARTIE III : Application

U Calcul de I'intégrale de Direchlet

Ici f la fonction définie par: f(0) = 1et f(t) = %nt pour

t > 0réel.
O Démontrer que la fonction G : Rt — R définie par

X
G(x) = / f(t)dt admet une limite réelle £ en +oco.
0

(n+1)m
0 En considérant la série Y _ u, ot u, = / |f(t)|dt,
7’120 nrt
démontrer que f n’est pas intégrable sur R™.
O Soit x > 0. Démontrer, en détaillant les calculs, que pour
tout X >0ona:
1

X
sint)e *dt = —
/0 (sint) 1+ x2

Démontrer que la fonction t —— (sint)e”
grable sur R™.

(e X (xsin X + cos X) — 1).

¥ st inté-

—+00
Déterminer alors / (sint)e™*'dt.
0
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00 Déterminer, pour x > 0, une expression simple de lim L£(f)(x) = £.
L(f)(x) eten déduire £. xO_r>10notera ue, par rapport a la question 9), on a rem-
Pour cela, on pourra utiliser le résultat suivant(La dé- lacé Ih gthé sl:e) ¥ inlsg rable suc}f R+ par lih othese
marche de la preuve étant identique a celle de la ques- P 4 5 P YP
on 9)) lim [ f(t)de— e R,
tion 9)) : \ o f(t) =
Lorsque f dans E vérifie xl_lgloo /0 f(f)dt = ¢ € R, alors

A la prochaine
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Devoj veillé )
), Transformée de Laplace
— Blague du jour Y i — Pierre-Simon de Laplace (1749-1827)

\

Il était une fois un explorateur qui tomba devant un lion.
L’explorateur apeuré dit :

- Dieu, faites que ce lion est une pensée et foie en vous.
Et le lion répondis : Dieu, bénissez ce repas.

Mathématicien, astronome et physicien francais.Il a contribué
de facon décisive a I’émergence de ’astronomie mathématique
et de théorie des probabilités. il était nommé ministre de
I'Intérieur, puis comte de I'Empire, en enfin marquis.

mol np uspreWwI e

LAPLACE
. MayEry - L

& Enoncé : CCP 2011, MP

On considére 1'équation différentielle (E); 2xy’ — 3y = v/x.

Le sujet est composé de deux exercices et d'un probléme indépendants. 1 Rasoudre (E) sur |0, +oo].
EXERCICE 1 0 Déterminer 1’ensemble des solutions de (E) sur l'intervalle
0, +-o0].
s L. 2x"
On considere la série ) ——.
nc—1
n>2

PROBLEME : AUTOUR DE LA TRANSFORMATION DE LAPLACE

O Déterminer le rayon de convergence R de cette série entiere.
n

O On note S la fonction somme de la série Z >— . Déter- Dans tout ce probleme, on note :
nz2— 1 -F(R™,R) I'ensemble des applications de R* dans R ;
miner S sur | — R, R[. - E I'ensemble des fonctions f : R"™ — R, continues, telles que,
0 Démontrer que S(x) admet une limite lorsque x tend vers 1 pour tout x > 0 réel, la fonction t — f(t)e ™' soit intégrable sur
par valeurs strictement inférieurs et déterminer cette limite. RT;
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-F 'ensemble des fonctions continues et bornées sur R™.
Pour tout f dans E, on appelle transformée de LAPLACE de f et on
note L(f) la fonction définie pour tout x > 0 réel par :

0

0

N > 19 T

LN = [ fetr

Questions préliminaire

Soienta € R et f : [a,+00[— R une fonction continue par
morceaux. Pour tout x dans [a, +-00[, on pose :
X

G(x) = / F(£)dt.

On considere les propositions suivantes :

(i) f estintégrable sur [a, +-oo[;

(ii) G admet une limite finie en +oo.

Donner, sans démonstration, toutes les implications possibles
entre (i) et (ii) lorsque :

(a) f estpositive sur [a, +oo[;

(b) f n’est pas positive sur [a, +0].

PARTIE I : Exemples et propriétés

[0 Démontrer que E est un sous-espace vectoriel de
F(RT,R).

[0 Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de E.

O Justifier que £ est une application linéaire de E dans
F(R},R), espace vectoriel des applications de ]0, +oo]
dans R.

U

O On consideére la fonction &/ : R™ — R définie par
U(t) = 1. déterminer L(U).

O Soit A > 0 réel. on considere la fonction &, : [0, +-00[—
R définie pour tout t > 0 par : h, (t) = e . Démontrer
que h) est dans E et déterminer L(h, ).

Soient f dans E et n dans N. On considere g, : t — t"f(f)
de [0, +oo[ dans R.

Pour x > 0, justifier de l'existence de A > 0 tel que t"e ' <
_xt
e 2 pourtoutt > A.

En déduire que g, est un élément de E.

Transformée de Laplace d’une dérivée

Soit f dans E de classe C!, croissante et bornée sur [0, +oo|.

Démontrer que f’ est encore dans E et que l'on a: Vx €
0, +eof, L(f)(x) = xL(f)(x) = £(0).
Régularité d"une transformée de Laplace

O Démontrer que pour tout f dans E, la fonction £(f) est
de classe C! sur |0, +-oo[ et que I'on a L(f)' = —L(g1) ot
g1 a été définie a la question 4.

0 Démontrer que pour tout f dans E, la fonction L(f)
est de classe C® sur |0, +oo[ et pour tout x > 0 et

n € N, déterminer £(f)" (x) a'aide d’une transformée
de Laplace.

PARTIE II : Comportements asymptotiques

Dans toute cette partie, f est un élément de E
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O On suppose dans cette question que f est dans F.
00 Déterminer la limite en +oco de £(f).
O Théoreme de la valeur initiale

On suppose, de plus, que f est de classe C! et croissante
sur R™, avec f' bornée sue R™.

Démontrer que 1_1>rJrrl xL(f)(x) = f(0).
X [e¢]
O Théoreme de la valeur finale
On suppose dans cette question que 1—1>T f(x) = £oulest
X [e]

un réel. Soit (a,),en une suite de réels strictement positifs
qui converge vers 0.
[0 Démontrer que f appartient a F.

00 Soit n un entier naturel. Démontrer que a,L(f)(a,) =

—+00
/ h,(x)dt[x] ot hy, est la fonction définie sur [0, +o0]
0

par hy(x) = e *f (ai)

00 En déduire a I'aide du théoreme de la convergence dom-
inée, que grf anL(f)(an) = L.
n [e¢]

O Lorsque ¢ # 0, déterminer un équivalent de £(f)(x) en

0.
O Dans cette question, on suppose que f est intégrable sur R

+o00o
et on pose R(x) = / f(¢)dt pour tout x dans [0, +oo[.
X

[0 Démontrer que R est une fonction de classe C! sur
[0, +o0] et déterminer R'.
En déduire que, pour tout x > 0 réel, ona: L(f)(x) =
R(0) — xL(R)(x).

O Onfixee > 0.

Justifier de I'existence de A réel positif tel que pour tout
t > A, onait |R(t)| <e.
En déduire que, pour tout x > 0, on a: |L(f)(x) —

R(0)| <x/0A|R(t)]dt+e

0 Démontrer que L(f) se prolonge par continuité en 0 (on
précisera la valeur en 0 de ce prolongement).

PARTIE III : Application

U Calcul de I'intégrale de Direchlet

Ici f la fonction définie par: f(0) = 1et f(t) = %nt pour

t > 0réel.
O Démontrer que la fonction G : Rt — R définie par

X
G(x) = / f(t)dt admet une limite réelle £ en +oco.
0

(n+1)m
0 En considérant la série Y _ u, ot u, = / |f(t)|dt,
7’120 nrt
démontrer que f n’est pas intégrable sur R™.
O Soit x > 0. Démontrer, en détaillant les calculs, que pour
tout X >0ona:
1

X
sint)e *dt = —
/0 (sint) 1+ x2

Démontrer que la fonction t —— (sint)e”
grable sur R™.

(e X (xsin X + cos X) — 1).

¥ st inté-

—+00
Déterminer alors / (sint)e™*'dt.
0
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00 Déterminer, pour x > 0, une expression simple de lim L£(f)(x) = £.
L(f)(x) eten déduire £. xO_r>10notera ue, par rapport a la question 9), on a rem-
Pour cela, on pourra utiliser le résultat suivant(La dé- lacé Ih gthé sl:e) ¥ inlsg rable suc}f R+ par lih othese
marche de la preuve étant identique a celle de la ques- P 4 5 P YP
on 9)) lim [ f(t)de— e R,
tion 9)) : \ o f(t) =
Lorsque f dans E vérifie xl_lgloo /0 f(f)dt = ¢ € R, alors

A la prochaine
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Devoj veillé .. .
- Ev. Euclidiens : Les "must" Classiques

~ Blague du jour \

e Une puce et un labrador discutent :

-Le chien : Qu’est-ce que tu a regardé hier soir la télé ?
-La puce : La deuxieme chienne, et toi?

- Moi, canal puce ...

e Qu’est-ce qu’'un dromadaire ?

Réponse : c’est un chameau qui bosse double!

\

& Matrice de Gram.

Soient C = (x1,...,xp) une famille de vecteurs d'un
espace vectoriel euclidien E de dimension 7, et Gram(xy,...,xp)
leur matrice de Gram de type p x p, dont les coefficients

sont (Vectx;| Vectx;). On pose T(xy,...,x,) = det <
(Gram(x1,...,xp))

Soit B = (e1,...,e;) une Dbase orthonormale directe de E, et
A= Mp(C).

0 O Comparer rg A et rg(xy, ..., Xp).

O Préciser le type de la matrice A, ainsi que ses coefficients.

0 Montrer que ‘AA = Gram(xy, ..., xp).
O Montrer que Ker'AA = KerA, en déduire que

— André-Louis Cholesky (1875-1918

Polytechnicien et officier frangais, ingénieur topographe et
géodésien. Il est célebre pour sa méthode de résolution des
systéemes d’équations linéaires, toujours intensément utilisée de
nos jours. Durant la Premiére Guerre mondiale, il participe a
I’amélioration d'une cartographie nécessaire a la préparation
des tirs. il décede des suites de blessures reques sur le champ
de bataille.

{.mo_[ np uapp,eulaqw]/\[}

rg(x1,...,xp) = rg Gram(xy,...,xp).

U Montrer que detG est inchangé si on remplace x; par

X — ZAixi.
ik
O Soit F = Vect(xy,...,x,) etx € E.
T(xq,..., %5, %)
T(x1,...,%0)

Montrer que d(x, F)? =

O On suppose dans cette question que B une famille quel-

conque de E, vérifiant la relation suivante :
n

Vex €E, |lx])? = Y (x| e;)?
i=1

0O Démontrer que (ey, ..., e,) est une base de E.
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O Soit un tétraedre ABCD tel que AB = A

n
0 Démontrer que :Vx,y € E, (x |y) =) (x]e)(y | e).
i=1
0 On note G la matrice de Gram de ey, ..., e;.
Démontrer que G> = G et conclure.

Soitu € L(E), on suppose dans cette question que B une base
quelconque de E.

Montrer que T'(u(ey), ..., u(e,)) = (detu)®T(ey, ..., en).
)

O Soit A € matn, pR. Montrer que det(*AA) > 0.

O
I

AD = 1et
(AB, AC) = g, (AB, AD) = g (AC, AD) = Z. Calculer son

volume.

N[

Soient B, B’ deux bases quelconques de E. On note P la ma-
trice de passage de B B3/, et G, G’ les matrices de Gram de B
et B'. Quelle relation y a-t-il entre P, G et G’ ?

Soit (€1,...,€,) une base de E, G sa matrice de Gram et
G_l = (lll])
Montrer que :V ¥ € E, ) a;i( | X)(¢; | ¥) = 1|

ij
Soit B = (€, ...,€,) une base non orthonormée de E, G sa
matrice de Gram f € L(E) et M sa matrice dans B.

O Montrer que f est auto-adjoint si et seulement si ‘MG =
GM.

O Montrer que f est orthogonal si et seulement si 'MGM =
G.

® Décomposition polaire

Soit E un espace vectoriel euclidien. Un endomorphisme
symétrique u € S(E) est dit positif si pour tout x de E, (u(x),x) > 0.
Il est dit défini positif si pour tout x de E non nul, (u(x),x) > 0. On
notera S*(E) l'ensemble des endomorphismes symétriques posi-
tifs, et ST (E) I’ensemble des endomorphismes symétriques défi-
nis positifs.

1.

Soit u € S(E). Montrer que u appartient ST (E) si et seule-
ment si ses valeurs propres sont positives ou nulles. Donner
une condition nécessaire et suffisante sur les valeurs propres
de u € S(E) pour que u € ST (E).
Soit u € ST(E), Ay, .. ., Ap ses valeurs propres (distinctes), et
E; = Ker(u — A;Idg). On définit v; par v;(x) = \/Aixsix € Ej,
etv;(x) = 0six € Ej*. Onnote enfin v = vy + - - - + v,,. Justi-
fier que v* = vo v = u, et que v est positif.
Soit w un autre élément de ST (E) tel que w? = u.

Montrer que wu = uw. En déduire que w(E;) C E;.

b. Soit w; 'endomorphisme induit par w sur E;. Vérifier
que w; est symétrique positif, puis diagonaliser w;.

c. Endéduire que w = v.
Soit f € GI(E).
a. Montrer que f*o f € STT(E).

b. Montrer qu’il existe un unique couple (h,g) € O(E) x
STH(E) telque f = hog.
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Former pour réussir

® Endomorphismes normaux.

Soit E un espace vectoriel hermitien. Un endomorphisme u € £L(E)
est dit normal si u et u* commutent.

O Soit u normal, montrer que si F est un sous-espace propre
de u alors F- est stable par u.
En déduire que u est diagonalisable dans base orthonormale.
La réciproque est-elle vraie ?

O Soit u € L(E). Montrer I'équivalence entre les propriétés
suivantes :
(1) u est normal.
)V x e E, [u(x)| = [Ju*(x)|-
(3) Tout sous-espace vectoriel stable par u est stable par u*.
(4) Si un sous-espace vectoriel F est stable par u alors F L est
stable par u.
(5) Il existe P € C[X] tel que u* = P(u).

O Soit f € L(E) tel que fo f* = f*o f et f2 = —id. Montrer
que f est orthogonal.

O Soit A € M, (C) de valeurs propres Ay, ..., A,. Montrer que
AA* = A*A <= Tr(AA*) = M2+ -+ A

® Décomposition de Cholesky, OR.

0 Décomposition de Cholesky :
symétrique définie positive.

O Montrer qu’il existe une matrice T triangulaire
supérieure telle que A = 'TT. Montrer que T est unique
si on impose la condition : Vi, T;; > 0.

n
O Application : Montrer que det A < Hﬂii-
i=1

O Décomposition QR :
0 Soit M € M,(R) inversible. Montrer qu’il existe
une matrice orthogonale, P, et une matrice triangulaire

supérieure a coefficients diagonaux positifs, T, uniques
telles que M = PT.

0 Inégalité de Hadamard: Soit E un espace vecto-
riel euclidien, B = (€, ..., €,) une base orthonormée, et
C = (ify, ..., ily) des vecteurs quelconques.
Démontrer que |d§t(C)| < TTl#l. Etudier les cas d’-

]
galité.

@ F # E mais F- = {0¢ .

O Soit E unespace vectoriel réel muni d’un produit scalaire
(Vect | Vect ), et F un sous-espace vectoriel de E.

O Montrer que l'application (x,y) — (Vectx|Vecty) est
continue sur E-.

0 Soit x € E fixé, montrer que l'application y +
(Vect x| Vecty) est continue sur E.

0 En déduire que F~ = FL.
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U

O On suppose que F est dense dans E, montrer que F- =

{0e}-
Si de plus F # E, montrer que F n’admet pas de supplé-
mentaires orthogonal.

Soit E = C([0,1],R) muni du produit scalaire usuel, F le
sous-espace vectoriel des fonctions polynomiales et g la fonc-
tion exponentielle sur [0, 1].

[0 Montrer que g & F.

00 Montrer qu'il existe une suite (f,) de fonctions polyno-
miales convergeant vers g pour la norme euclidienne.

[0 En déduire que F n’a pas de supplémentaire orthogonal.

Soit E = C([0,1],R) muni du produit scalaire usuel. Pour

1
f € E,onpose ¢(f) = /Ozf(t) dt.
[0 Montrer que ¢ est continue.
[0 Montrer que H = Ker ¢ est fermé.
0 Montrer que H- = {0}.

O

® Rayleigh, Courant Fischer

Quotient de Rayleigh Soit f € L(E) auto-adjoint, on
se propose d’étudier les extremum du quotient de Rayleigh

Former pour réussir
Rf(x) = Woﬂx # 0p.Soit Ay < Ay < --- < Ay les
valeurs propres de f.
0 Montrer que :V & € E, A{||%]> < (f(®) | ®) < A7 |
O Montrer que si I'une de ces deux inégalités est une égal-
ité pour un vecteur ¥ # 0, alors X est vecteur propre
de f.
O Soit (éy,...,6,) une base orthonormée de E telle que
pour touti : (f(€;) | €) = A;.
Montrer que : Vi, f(€;) = Aé;.
O En déduire que le quotient de Rayleigh de f atteint ses

extremums, préciser ces extremums et en quels vecteurs
ils sont atteints.

H Théoreme de Courant-Fischer Soit E un espace vecto-
riel euclidien.

0 Soit v €  S(E), (ie: auto-adjoint) tel que
(Vectov(x)| Vectx) = 0 pour tout x. Montrer que v = 0.

O Soientuy,...,u, € S(E). On suppose que rg(uq) + - - - +
rg(up) = n, et que Vx € E, (Vectu(x)| Vectx) + - - +
(Vectup(x)| Vectx) = (Vect x| Vectx) .

0 Montrer que uy + -+ - +up = Idg.
0 Montrer que E = Im(uy) @ --- @ Im(up).

O Montrer que pour tout i, u; est la projection orthogo-
nale sur Im(u;).
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Devygiglibre
i Réduction simultanée et décomposition de Cholesky

—~ Jorgen Pedersen Gram (1850-1916)

— Blague du jour \

Mathématicien danois, il est le fils d’un agriculteur. Il travailla
[0 Une logicienne (spécialiste en logie) vient d’avoir un la majeure partie dans le domaine des assurances, c’est ainsi
enfant. Une de ses amies lui téléphone, et lui demande : qu’il fonda son entreprise, et il fut le président du conseil
C’est une fille ou un garcon ? Oui, répond la logicienne. danois de l'assurance. Il décéda apreés avoir été heurté par un
O La vie est complexe, elle a une face réelle et une autre vélo.
imaginaire.
® Enoncé : Extrait CCP 2011, MP 0 Question préliminaire

On rappelle qu'une matrice S appartient a S,/ , si S appartient
a Sy et si, pour toute matrice X € M, 1 (R), ona tXSX > 0.

Dans ce probléeme, on note pour n entier naturel non nul : - , . o 4.
Démontrer qu'une matrice S de S, est élément de S, si et

0 S, I'ensemble des matrices symétriques de M, (R), seulement si toutes les valeurs propres de S sont positives.
0 S, lensemble des matrices symétriques positives de
M, (R), 1
0 ST I'ensemble des matrices symétriques définies positives O Soit S € ;. Démontrer que VdetS < Etrace 5.
de M (R). O Application :soit M € M, (R).
1 & A
On admet que, si x1, X3, ..., X, sont n réels positifs, — Z x; > 0 Démontrer que ‘MM € Sy
= 0Si M = (m;), en déduire I'inégalité (det M)? <

i1)" &) ()

HE mamouni.myismail@gmail.com
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Partie II : héoréeme de réduction simultanée

On se donne deux matrices A € S/ et B € S,. On note
B la base canonique de R" et, dans cette base, A est la ma-
trice d'un produit scalaire ¢. On note 1'espace euclidien E =
(R", ). Soit B’ une base orthonormée de E et R la matrice de
passage de la base BB vers la base B'.

O Justifier que I, = 'RAR.

O On note C = 'RBR, justifier qu’il existe une matrice
orthogonale Q et une matrice diagonale D telles que
tQCcQ =D.

[0 Déterminer, en fonction des matrices R et Q, une matrice
inversible P telle que :

A="'PP et B=1'PDP (théoreme de réduction simult

[0 Dans cette question, on prend 1’exemple de la matrice
11
= (1 1)
Démontrer qu'une matrice inversible P telle que la ma-
trice 'PBP soit diagonale n’est pas nécessairement une
matrice orthogonale.

On pourra, par exemple, utiliser la forme quadratique
canoniquement associée a la matrice B.

0 Démontrer 1'inégalité « det (A + B) > det A + detB » dans

les deux cas suivants :

0 A €St etB e S, en utilisant le théoreme de réduc-
tion simultanée. On pourra remarquer ici que, avec tous

n n
lesA; >0, [J(1+A;) > <1+HAZ->.
i=1

i=1

0

anée). [

Mo

Former pour réussir

0 A €S etBe S, endémontrant d’abord que A + B €
S;I et en considérant les cas ol les matrices sont dans S,
sans étre dans S} .

Soient A et B deux matrices de S;'* et t € [0,1]. On note P
une matrice inversible et D = diag (A1, Ay, ..., A;) une ma-
trice diagonale dans le théoreme de réduction simultanée.

O Exprimer det (tA + (1 —t) B) en fonction de detP, t et
les )Ll'.

O En utilisant la fonction In, démontrer que,
pour tout i entier compris entre 1 et 7,
t+(1—1) N > A

0 Démontrer que det (tA + (1 —t) B) > (det A)' (detB)' .

Si A est une matrice de S; T et B une matrice de S;’, on dé-
montre de méme par le théoreme de réduction simultanée

(par la convexité de la fonction x — In(1+ e")) le résultat
suivant qui est admis :

1 1 1
(det (A + B))T > (det A)7i + (detB)T .
st

O Démontrer que est dense dans S,

0 Démontrer 1'inégalité ci-dessus pour A et B deux matri-
cesde S

Partie IIl : Théoréme de Choleski

Si A est une matrice de S/ 7, il est possible, par le procédé
d’orthonormalisation de Schmidt, de trouver une matrice tri-
angulaire supérieure inversible a coefficients diagonaux posi-
tifs T, vérifiant A = 'TT (décomposition de Choleski).

On ne demande pas de prouver ce résultat.

HE mamouni.myismail@gmail.com

N ~>~>7 T ——



Mo

Former pour réussir

U

<4
-y

PROBLEMES CORRIGES-MP

MAMOUNI.NEW.FR
5 M AvoUNEMY TSMATT I

00 On se propose de démontrer que cette matrice T est

unique.

Sion pose A = ', Ty = 'T>Tp, démontrer que T1 T, 1=
I, et conclure.

On pourra admettre que, si 7 est 'ensemble des ma-
trices triangulaires supérieures inversibles de M, (R),
(T,-) est un groupe.

Exemple : si A = (a;j), ou pour tout
couple (i,j) d’entiers compris entre 1 et n,
a;; = Min (i,j), donner la décomposition de Choleski
de la matrice A.

On ne demande pas de vérifier que A est une matrice de
g+
n

Un peu d’informatique

Pour une matrice A de S, écrire un algorithme en francais
permettant de trouver la matrice T de la décomposition de
Choleski.

Entrer cet algorithme dans la calculatrice (on ne demande pas

le programme sur la copie) puis, pour chacun des cas suiv-
ants, donner la matrice T :

10}

9 14 —14 | 2

Ay = |14 20 =8|, A=|0 = 0
~14 -8 21 1 % 3

2 Vg

1 0 -2 1 2 3

As = |0 1 —1| et Ay=[2 20 26
2 -1 6 3 26 70

a Inégalité d'Hadamard

n
0 Soit S = (s;;) € S, ", démontrer que detS < [ [si .
i=1

O Application : démontrer que, pour toute matrice M ¢

M, (R), M = (aj;), :

|det M| < (lﬂ (é“ii))z-

A la prochaine

HE mamouni.myismail@gmail.com
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Concours Communs Polytechniques - Session 2011

Corrigé de I'épreuve d’algebre- Filiere MP

Commutant d'une matrice, inégalités sur les déterminants de matrices symétriques
Corrigé par M.TARQI http://alkendy.x10.mx

Exercice

Commutant d’une matrice

1. Il suffit de montrer que C'(A) est un sous-espace vectoriel de M3(R), en effet, C(A) est non vide

puisqu’il contient A et si M et N sont dans C(A) et A € R, alors
AM + AN) = AM + MAN = MA+ ANA = (M + AN)A,

et donc M + AN est dans C'(A).

. Le polynome caractéristique de A est xa(z) = —(z — 3)(z — 2)?, donc on peut trigonaliser la
matrice A. Cherchons d’abord les sous-espaces propres associés a 3 et 2. Apres calculs on trouve
Es = Vect(1,1,1) = Vect(v;) et E; = Vect(4,3,4) = Vect(vz). On choisit alors un vecteur vs3
quelconque vérifiant les conditions suivantes : les vecteurs (v, v2, v3) sont linéairement indé-
pendants et Avs — 2v3 = va.

Posons v = (x,y, z), alors :

4y — 3z =

A03—2U3:’U2<:,> <—$+4y—22’:4>

Choisissons, par exemple, vz = (—2,0, —1).

1 4 -2
La famille {v;,v2,v3} est bienlibreetsi P = |1 3 0 | (la matrice de passage de la base
1 4 -1
3 4 -6 3 0 0
canonique a la base (vy,va,v3) )alors P71 = [ -1 -1 2 |,etP71AP=(0 2 1| =T.
-1 0 1 0 0 2
a b c
M= d V¥V ¢ | €C(T)sietseulementsi AM = M A ou encore
a// bl/ c//
3a 3b 3c 3a 20 b+2c
2a' +¢q" 20 +0" 3+ | = 3d 20 b +2/
2a// 2b// 26// Sa// 2b// b// + 2C//
donc
a 0 0 1 00 a
M=[0 ¢ ¢ |=a|l 000 ]|+ 0
0o o0 ¢ 0 00 0

1 00
Donc M € Vect(J,K,L)ouJ=| 0 0 0 |,K =
0 00

o O O

0 0 000
10 +c’001)
0 1 0 00
00 0 0 0
1 0 |etL=|0 01
0 1 0 0 0

C

Réciproquement, les matrices J, K, L sont linéairement indépendantes et sont dans
C(T') = Vect(J, K, L) et par suite dim C'(A) = 3.

(T'), donc

CCP11Maths2MP.tex - page 1



4. (a) Il est clair que I'application est un endomorphisme de Mj3(R) et que P~1MP = 0 si et
seulement si M = 0, donc I'application M —— P~!M P est un automorphisme de M3(R).
L'image de C(A) n’est autre que C(T') et par suite dim C'(A) = dim C(T) = 3.

(b) Non, si oui, la matrice A serait diagonalisable.

(c) Testclair que Vect(I, A, A?) C C(A) et toute relation de la forme al +bA+cA? = 0 entraine
a=b=c=0(dapres5.(b)), donc la famille {I, A, A?} est libre et comme dim C(A4) = 3,
alors C(A) = Vect(I, A, A?)

(d) II est clair que tout polynéme en A est dans C(A). Inversement soit M/ = P(A) un poly-

ndome en A et soit R le reste de la division euclidienne de P par x 4, d’apres le théoreme de
Cayly-Hamilton y4(A) = 0 et donc M = R(A), avec deg R < 2, ainsi

C(A) ={P(A)/P € RIX]}.
Le résultat n’est vrai en général, il suffit considérer une matrice nilpotente d’indice 2.
Probléme
INEGALITES SUR LES DETERMINANTS DE MATRICES SYMETRIQUES

1. Question préliminaire S étant symétrique réelle, donc elle est orthogonalement diagonalisabe.
Soit X € M,, 1(R)\{0} un vecteur propre associé a une valeur propre A de A, puisque X # 0,
XX >0,dou:

'XAX = N'XX
ou encore ‘XA
XAX
A=——5-2>0.
XX — 0
Inversement si les valeurs propres de A sont positives, alors, dans une base de diagonalisation
de A:

'XAX =) \a? >0,
=1

ou les z; désignent les composantes de X dans cette base.
PARTI I

2. Soit S € S et soit Sp(A) = {1, A\2,..., A\, } I'ensemble des valeurs propres de A, d’apres 1.
Sp(A) C R* etdonc

1 n n %
3o (1)
1=1 i=1
inégalité qui s’écrit encore sous la forme
n 1
det S < —traceS.
n

3. (a) Mestclair que !(*M M) =t MM et pour tout X € M,,1(R),ona:
EXTMMX =t (MX)(MX) >0,
donc ‘MM € S;.

n
(b) Posons ‘MM = (c;;).Onacy = > mpimg; = > m2,;, donc
k=1 k=1

trace("M M) = i Cii = i i mi;.
i=1

i=1 k=1
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n n

1
L'inégalité de la question 2. appliquée a ‘M M entraine {/det(!MM) < — m3,; et

=1 k=1

3

comme det(*M) = det M, alors

(et M)? ( ) (ZZ%)

=1 k=1

PARTIE II : THEOREME DE REDUCTION SIMULTANEE
4. (a) Lamatrice de ¢ dans la base B’ est I,, puisque B’ est une base orthonormée de E et dans la
base canonique est B, donc d’apres la formule de changements de bases, on a I,, =! RAR.

(b) C étant symétrique réelle, donc elle est orthogonalement diagonalisable, c’est-a-dire il
existe une matrice diagonale D et une matrice orthogonale Q telles que C = QDQ ™! =
QD'Q ou encore D =! QCQ.

(c) Larelation C =! RBR est équivalent encore a
B=(R)'CR = (RYHOR = (RQ)'D(RQ)™
et la relation I,, =" RAR est équivalent a

A="(RTHR™ =" (RQ)(RQ)™

il suffit donc de prendre P = (RQ) ™!
1 -1

(d) La matrice P = < 1 1

) vérifie 'PBP = ( 40 ) , cependant la matrice P n’est pas

00
orthogonale.

5. (a) Posons D = diag(A1, A2, ..., A\n) C RT.Ona A+ B =" P(I,, + D)P et donc

det(A+B) = (detP)? det( + D)

= (detP)ZH(l—k)\i)
=1

> (det P)? <1+H)\>

n

= (det P)* + det("P) [ Aidet P = det A + det B
i=1

(b) Pour tout X € M,,1(R), ' X(A+ B)X =t XAX +!' XBX > Oetdonc A+ B € S;, ainsi
det(A+ B) > 0.
Si A € S;FT ou B € S;tt, alors I'inégalité est toujours vérifie. Maintenant soit A et B dans
S\S*, alors det A = det B = 0 et dans ce cas aussi on a det(A + B) > det A + det B.

6. (@) OnatA+ (1 —t)B =! P(tI, + (1 —t)D)P et donc

det(tA + (1 — £)B) = (det P)? f[ (t+(1—N).

i=1
(b) La fonction In étant concave, donc pour tout i, In(t+ (1 —¢)A;) > tln1+4(1—¢)In\; et donc
In(A}7") <In(t+ (1 —t)\)
et par conséquent

t+(1—t)N > A"
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(c) D’apres I'inégalité précédente, on a :

det(tA+ (1-t)B) = (detp)2f[(t+(1—t)Ai)

=1

(det P)* T A
=1

v

> (det P)*(det PO TT A
=1
= (det A)*(det B)'™*

1
7. (a) Pour S € S;f, on définie la suite (S,)pen+ par S, = S + Z;In qui tend vers S quand p tend

1t
vers l'infini, avec S, € S+ car ' XS, X =" XSX +— XX > 0 pour tout X € M, 1(R)\{0}.
p

(b) Soient (Ay)pen et (Bp)pen deux suites de S;7+ telles que lim A, = Aet lim B, = B, alors
J p—00

pour toutp € N,ona:

3=

(det(A, + B,))7 > (det Ay) 7 + (det B,)

et comme l’application det est continue, alors on obtient, par passage a la limite dans
l'inégalité précédente :

1
7

(det(A + B))n > (det A) + (det B)n

PARTIE III : THEOREME DE CHOLESKI

8. (a) Légalité *TyTy =! ToT, entraine Ty T, ' = (T,T~') et comme 7 est un groupe, alors 71T
est triangulaire supérieure et inférieure a la fois, donc nécessairement T1T2*1 = I, donc
T, = Ty est par conséquent 7' est unique.

11 ... 1

1 2 n
01 1 2 2 n

(b) Soit T = | . _ ~|,onabien!TT = | . . =4
00 ... 1 n n ... n

Remarque : Notons ¢ la forme quadratique canoniquement associée a A. On a :

1 2 ... n
2 2 n
A= ;

1 sii,j>r

0 sinon ,pourtoutl <i,j <net

A est somme des matrices A, définie par A, (7,j) = {
1 < r < n.On en déduit la relation :

2

n n

Ve € R", q(z) = Z Tp
i=1 \ p=i

Les formes linéaires du membre de droite étant linéairement indépendantes, on peut affirmer
que q est définie positive. Autrement dit, la matrice A € S,
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9. Un peu d’informatique La matrice T" est obtenue par la méthode qui consiste a résoudre le systéeme

n? x n?:
min(i,)
Q5 = thk’t]k = Z liktjk, 1<4,75<n.
k=1 k=1

en calculant d’abord la premiére colonne de 7" ( correspondant a ¢ = 1 dans le systeme ) :

t11 = /a11,
. ai2
to1 = 315
a
o = 2

puis la seconde colonne ( en fixant ¢ = 2), et ainsi de suite jusqu’a déterminer ¢,,,
10. Inégalité d’'Hadamard

(a) Puisque S € S;f*, alors 'E;,SE; = a;; > (ou E; désigne la matrice du iéme vecteur de la
base canonique ), donc on peut définir la matrice B = DSD avec

1 1 1
\/an’ \/a22’ o \/@nn>’

D = diag(

il est clair que B € S et donc

1
{/det S(det D)2 = V/det B < —trace(B),
n

‘ou D)?2<1 i = 1 < — iie
d’oti det S(det D)* < 1 carb et donc det S dtB Ha

(b) Ona det(tMM) < H CiioUC ;= Z

Zka;“ E a,“,mals
=1 k=1

det(*MM) = det(*M) det(M) = det(M)?,

1
n n 2
on a donc | det(M H (Z a,m) (inégalité d’Hadamard).

=1
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Devgirlibre ) R .
s Phénomeéne de Gibbs

~ Blague du jour \

Dans une voiture, quatre ingénieurs. Tout coup la voiture s’arréte..

- Le Mécanicien : Je le savais, c’est un probleme de transmission.

- Le chimiste : c’est la faute des acides de la batterie !

- L’électronicien : c’est le circuit électronique qui ne marche plus !.

- L'Informaticien en dernier : ... et si on essayait de fermer toutes les fenétres
ouvertes, de quitter, et redémarrer a nouveau ?

— David Hilbert (1862-1943)

Mathématicien allemand. Il est considéré comme un des plus grands mathématiciens du
XX eme siecle, au méme titre que Henri Poincaré. Il a développé la théorie des invariants
I’axiomatisation de la géométrie, les fondements de 1’analyse fonctionnelle, la mécanique
quantique et la relativité générale. Il a adopté et défendu avec vigueur les idées de Georg
Cantor. Il est aussi connu comme 1'un des fondateurs de la théorie de la démonstration, de
la logique mathématique et a clairement distingué les mathématiques des métamathéma-

tiques.

® Enoncé : CCP 2006, MP

EXERCICE 1

On considére la fonction f de R? dans R définie par :

{mo_[ np uapp,eulaqm]/\[}

4
) .
=—7 _ 5 0,0 t 0,0) =0.
1. Démontrer que la fonction f admet des dérivées partielles premiéres en (0,0) que I'on déter-
minera.

2. Démontrer que la fonction f est différentiable en (0,0).

EXERCICE 2

1. Rappeler la définition (par les suites) d’une partie compacte d’un espace vectoriel normé.

2. Soit E et F' deux espaces vectoriels normés, et f une application continue de E dans F'.
Si A est une partie compacte de E, démontrer que f(A) est une partie compacte de F.
L’image réciproque par f d’une partie compacte de F' est-elle nécessairement une partie
compacte de E'7

[ mamouni.myismail@gmail.com
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PROBLEME : PHENOMENE DE GIBBS

Partie préliminaire

int
1. (a) Justifier que la fonction ¢ % est intégrable sur Uintervalle ]0; .

sint

Onpose[z/ —dt.
0 t

(b) Rappeler le développement en série entiére en 0 de la fonction sinus et déterminer, avec
0.)

soin, une suite (uy),, vérifiant I = Z(—l)kuk.
k=0

n

™ ™
2. (a) Démontrer que la suite (—'> converge et que la suite (
n=>0

n

) est décroissante.
n>1

n! n.n!
400
(b) Si R, = Z (=1)*u, majorer |R,|, en utilisant la question (a).
k=n+1

2

En déduire, en précisant la valeur de n utilisée, une valeur approchée du réel — I a 1072
s

prés.

Premiére partie : Phénoméne de Gibbs

On considére la fonction f définie sur R impaire et de période 27 vérifiant :

f(t) =1pourt e |0;n[ et f(0)= f(m)=0.

3. On pose pour tout entier naturel n non nul et ¢ réel,

4§f$n2k+1]
it 2k+1

Démontrer, a ’aide d’une série de Fourier, que la suite de fonctions (S, converge sim-
) ’ n>1
plement vers la fonction f sur R. La convergence est-elle uniforme sur R ?

4. Sur un méme graphique, uniquement a l’aide d’une calculatrice, tracer sur 'intervalle [—z; 7T:|
la courbe de la fonction f et l'allure de la courbe de la fonction Spo. Puis sur un autre
graphique, tracer sur l'intervalle [—g; W} la courbe de la fonction f et ’allure de la courbe
de la fonction Sy.

Que constate-t-on sur les courbes des fonctions S,, lorsque t se rapproche de 0 par valeurs
supérieures ou par valeurs inférieures 7

Cette particularité est appelée phénomeéne de Gibbs.

5. On pose pour n entier naturel non nul et ¢ réel,

= nisin[@k + 1)t].

[ mamouni.myismail@gmail.com
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(a) Démontrer que VYn € N*, Vt € R \ 7Z,

Former pour réussir
sin?(nt)

sint

T,(t) =

Dans la suite de cette question 5., on considére deux nombres réels a et b tels que a < b
et [a,b] C ]0; 2.

(b) Justifier qu’il existe une constante M telle que pour tout entier naturel n non nul et
tout t € [a,b], Th(t) < M.

(c) Démontrer que I'on peut trouver une suite de réels (w,,) convergeant vers 0 et telle que
pour tout entier naturel n non nul et tout ¢ € [a,b], | f(t) — S,(t)| < w,.

En commencant par observer que sin[(2k + 1)t] = Tj41(t) — Ti(t), on pourra chercher &
majorer, pour tout couple (n, p) d’entiers naturels non nuls et tout ¢ € [a,b], |S,1p(t) — Sn(t)].

Que peut-on en déduire concernant la série de Fourier de la fonction f7

6. (a) Calculer S/ (t) pour tout ¢t € ]O; g} et déterminer la plus petite valeur ¢, qui annule
Si(t) sur ]0; 2]

(b) Démontrer que, pour = € [0; g] et n entier naturel non nul,

2 [* sin(2nt 1 [T si
Sp(z) = —/ sin(2nt) dt puis que S,(a,) = —/ kel 1
0 0

T sint nmw sin 21
n

(¢) Démontrer que la suite (S, (a,)),>, converge et préciser sa limite.

2
On pourra utiliser sans démonstration : pour 0 € [0; %} , sinf > —.
T

7. Démontrer que la suite | sup [S,(x) — f(x)| ] ne converge pas vers 0.

xe}();g[ .

Deuxiéme partie : Démonstration du théoréme de convergence normale

Pour une fonction f continue par morceaux de R dans C et de période 27, on note pour tout
new:

1 2 )
) = o / f(t)edt.

8. Rappeler le théoréme de Parseval (avec les coefficients ¢, (f)) pour une fonetion continue par
morceaux de R dans C et de période 27.

Dans le cas ou la fonction f est de plus continue sur R, justifier que si pour tout ne Z,
cn(f) = 0 alors f est la fonction nulle.

Ce résultat reste-t-il valable si la fonction f est seulement continue par morceaux de R dans
C et de période 27?7

9. Soit f une fonction continue de R dans C et de période 27 dont la série de Fourier converge
uniformément sur R vers une fonction ¢ :

VEER, g(t) =co(f)+ D _(cop(f)e ™ + cp(f)e™).

(a) Justifier que Papplication g est continue sur R puis pour tout entier n € Z, exprimer,
avec soin, ¢,(g) en fonction de ¢, (f).
+  mamouni.myismail@gmail.com
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(b) Démontrer que f = g.

10. Dans cette question, f est une fonction continue de R dans C, de période 27 et de classe C!
par morceaux.

On pose pour n entier naturel non nul et ¢ réel,

un(f)(t) = Cn(f)emt + Cfn(f)eimt'

(a) Déterminer une relation entre ¢, (f’) et ¢,(f).

(b) Démontrer que pour tout ¢ réel,

unlF)O < 5 + 5 (lealF)E+ lenl £

(c) Démontrer; avec soin, que la série de fonctions > u,(f) converge normalement sur R
et préciser vers quelle fonction.

(d) Enoncer le théoréme que 1’on vient de démontrer.
Le phénomeéne de Gibbs peut-il se produire pour cette fonction f 7
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Probléme

Partie préliminaire

U

) sin t :
O la fonction t — —;— est continue sur 10, 7t] prolonge-

able par continuité en 0. Elle est donc intégrable sur
10, 7t].

+0oo —1)"
O Pour tout t € R, sint = Z utznﬂ. et donc si
= (2n11)!

t#0,
int +o00 —1)"
sint_§%_(1)"

t = (2n+1)!

Soit la fonction f somme de la

(2n+1)!

de ses primitives 'est aussi, si on pose pour tout x € R

série entiére

. f est naturellement DSE sur R, chacune

F(x) = [ f(t)at
0

alors . .

_ = (=1)" i1 _ (=1)"

Fx) = FO) + ,;O Cn+Di2n+1) ,;O 2n+1)1(2n + 1)
Comme f(t) = s1Tnt pour tout ¢ €]0, 7r] alors
_ [Tsint (S (=1)" 2n+1
Fm) = /o N S N Eb CntD)i2n+1) "

‘ +oo \ 2n+1

Soit = ng)(—l) Uy avec u, = GrE1)ian 1)

U

2n+1

O Utiliser de D’Alembert, ou alors mentionner le fait que
n

o X X . ge s
la série entiere 2 — a un rayon de convergence infini
n!

(c’est du cours).
n

Si on pose a, = alors a, > 0 et Gatl _
n! n
T T
< —=<1sin>1.
1) 22 3=
donc (a,),>1 est décroissante. Elle converge vers 0
n

puisque a, <

n!

0 Onapourtoutn € N, u, = as,+1 donc (uy), est décrois-
sante et converge vers 0. D’aprés le critere spécial de
convergence des séries alternées, la série ) (—1)"u, est

—+o00
convergente et si on pose R, = ) (—1)*uy alors
k=n+1
23

< <
[Ru| < 1 < (2n +3)! (2n + 3)

2
Nous allons maintenant approcher le réel ;I par les ter-

2
mes —S; ou S, est la somme partielle d’ordre n de la

s
série ) (—1)"uy.
2n+2 10" +1

<2 ”

Mo
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RS
-y

(

2 2 2
S, — 21 = 2R <
|7r " on | nl nl < (2n+3)! (2n+3) —

2
Pour que ES” approche %I a 1072 pres, il suffit que

HE mamouni.myismail@gmail.com
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10n+1 | 5
2 <10~
2n+3) (2n+3) —

soit (21 +3)! (2n +3) > 2.10™*3, 1

2
n = 3 suffit et dans ce cas ES” ~1,17

NS

Phénomene de Gibbs ! !

O Vu la parité de la fonction f, pour toutn € N, a,(f) = 0, et

: 4
par un calcul simple by, = 0 et by, 11 = m L

f est de classe C! par morceaux sur R. Ses points de disconti-
nuité sont ceux de la forme k7t ou k € Z.

D’apres le théoreme de Dirichlet, pour tout point x € R\7Z,
point ot f est continue
= 4 £ sin [(2k +1)t]
t)=) a in |(2k+1)t| = —
f(t) k_ZOZk—HSln[( )] nk;) k11
égalité encore valable lorsque t € 7Z puisque dans ce cas
sin [(2k 4+ 1)t] = 0 pour tout k € N* et f(t) = 0.

La suite de fonction (S;), converge donc simplement vers f
sur R.

La convergence n’est pas uniforme puisque les fonctions S,
sont toutes continues sur R est que f ne 'est pas.

O Les graphes des fonctions Sy, Syp et séparement celui de Sy

pour une meilleure illustration du phénomeéne, sur l'inter-
valle [—7/2, rt].
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g

Graphe de Sy avec zoom sur une partie

Au voisinage de 0, que ce soit a droite ou a gauche, la conver-
gence de S, vers f n’est pas uniforme. On percoit de fortes
perturbations de la fonction S;; au voisinage de 0, au fur est a
mesure que 1 grandit. C’est le phénomene de Gibbs.

m i
-y s
Former pour reussw

O Soitn € N*, pour tout t € R\nrZ

T,(1) = 3 sin [(2k+1)] = (i ey ) = ( i (
k=0 k=1
ztl _ eth z’(2;
o [ —2isin(nt)elHDE |
-7 ( —2isin(t)e’* ) - (
B sin?(nt)
~ sint

O Soit un segment [a, b]
pour tout ¢ € [a, D]

C ]0,7t/2[. Pour tout n € N* et

1
T,(t) <
()_sma

On pose alors M =

sina’

O On exécute la transformation dite d’Abel, pour tout
n,p € N* et pour tout t € [a,b]

4 "P osin [(2k + 1)t 4 "POT (1) -
Suip(t) —Sn(t) = ;k_;rl [Zk-i— 1 | = ;k_;rl Lék)_}
A (HZP:HL(” _ ”f Tic(t) )
T\rtmp2 26 =1 (S 2k +1
_ 4 ( Totp+1 B Ty L ni
n\2n+p+1)—-1 2n+1)-1 =
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De quoi on déduit

|Sntp() = Su(t)| <

7T

le segment [0, 71/2] avec S;(0) = 0. D’apres le théoréeme

4M< 1 1 ntp

2n+2p+1+2n+1+ Z 2k—1 2k+1

1 fol)cjamental du calcul intégral, pour tout x € [0, 7t/2]

2 [x 2 (¥ sin2nt
sn(x)=%/0 ()dtz—/o dt

7T sin t

4M 1 \ 1 n 1
m \2n+1 2n+1 2(n+1) —

M3 12M
T 2n+1  m@2n+1)
12M

Soit alors e > 0 et soit un entier N tel que m

Pour tousn > N, p € N et pour tout t € [4,b] on a alors
Sup(B) — Su(D)] < ¢
Ceci démontre que la suite de fonctions (S,) converge
uniformément sur le segment [, b]. Convergence qui se
fait vers f puisque on a déja vu qu’il y’a convergence
simple vers f sur R.
O O Soitt €]0, n/z]

1 .
4 t .
S (t) 2 cos [(2k + 1)t 2 i@kt — 2o (Sl,&emt

s

k
S,’q(t)=0<=>sin2nt=0<=>§lk€l;t=%n

La plus petite valeur qui annule S}, sur ]0, 7t/2] est donc
le réel ,, = —.
2n

sin 2nt

0 On a vu que pour tout t €]0,71/2], S,(t) = . La

sin 2nt

sin ¢

fonction s, : ¢ se prolonge par continuité en

sin t
0 en posant s,(0) = 2n.

Sy, qui est de classe C 1 est alors une primitive de s, sur

<e.

1 l'inyégrale du dernier terme de cette égalité se faisant sur
1 2n+2p —1—1 i

alle 0, x De 1a

T/ gin2nt | y—om 1 [T sinu
Sn(an) = —/ ——dt = —/ ————
7t Jo sint nm Jo sin(u/2n)

sin u sin u
sin(u/2n) u/2n
voisinage de 0, on peut faire l'hypothése que

1 /™ sinu 2 [Tsinu
al / , du —s = / du (%)
nrt Jo sin(u/2n) o u

chose qu’on va s’atteler a démontrer.

U En observant que au

On va utiliser les inégalités connues :

2
Vt € [0,7t/2], sint > %t (concavité de sin sur [0.77/2])

_ 2sin2nt ,
mTosiit € R, |sint —t < 6|t|3 (inégalité de Taylor—

Lagrange).
On a alors pour tout t €]0, 77/2]
1 1, |t—sint| _ i =

— 4 —t
|smt t| tsint s 2; 7 12
7T

Si maintenant n € N™ et u €]0, 7] alors % €10, 7t/2] et
donc

| sin u _sinu’<__
sin(u/2n) u/2n' = 12°
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On integre sur |0, 7]

O La formule de Parseval pour une fonction f : R — C con-

| 1 /” sinu /”smud < L 1 7T| sin u sin u
nr Jo sin(u/Zn) nt Jo 'sin(u/2n)  u/2n
Ce qui démontre 1’assertion (), assertion qui signifie

que

2
Su(ay) — EI
€]0.7t/2] donc f(a,) = 1 et donc

= f()| = [Sn(an) = fan)| = [Sn(an) =1

O «y,

Sup [Sn(x)

x€]0,7/2]

2 2
Puisque (S,(x,)) converge vers %I est que %I ~ 1,17
d’apres la question (2.b.) alors la quantité

Sup |Su(x) — f(x)]
x€)0,7t/2]
ne peut converger vers 0, car sinon (S, («,,)) convergerait vers

1.

N.B : La question revient a démontrer que la suite de fonc-
tions (Sy,), ne converge pas uniformément vers f sur l'inter-
valle ]0, 7t /2[. Tout le brique a braque mis en ceuvre pour y
arriver, en dehors de son aspect sportif, est inutile. En effet il
suffisait de mettre en défaut le théoreme d’interversion

lim lim S,(x) # hm lim S,(x)

n—+00 x50+ 0+ n—+o0
La premiere double limite valant 0, la seconde 1.
La question aurait eu plus d’intérét si elle s’était orien-

tée vers une minoration effective de Sup [S,(x) — f(x)].
x€)0,7t/2]

Démonstration du théoreme de la convergence normale

| ;cilmg pat morceaux 2mm-périodique
2r
AR+ L e+l thR = g [ 0P

Si f est contmue et tous ses coefficients de Fourier sont nuls
alors

[ irwpar=o (e

La fonction | f|? étant continue positive sur le segment [0, 277],
cela implique qu’elle est nulle sur ce segment et par périodic-
ité, sur R tout entier. f est donc la fonction nulle.

Si maintenant f était seulement continue par morceaux, 1'é-
galité (xx) est toujours valable, elle implique que f s’annule
en tout point ou elle est continue, et donc pas forcément
partout nulle, sauf si ... elle était continue.

(Précisons, si f est 27r-périodique, continue par morceaux et
vérifie I'égalité (xx) alors f = 0 <= f est continue)

f est continue 27-périodique et sa série de Fourier converge
uniformément sur R. On pose pour tout t € R.

=co(f) + Z cn(f )elPt + c_p(f)e_i”t

g(t)

O les fonctions t — ¢,(f)e?" + c_,(f)e " sont contin-
ues sur R est la convergence est uniforme sur R, donc g
est continue sur R.

Maintenant, grace a la convergence uniforme sur le seg-
ment [0, 277] on peut intégrer terme a terme 1’expression
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g(t)e™™, ce qui donne pour tout n € Z

T, too T,
er() = 98 [Temtarr 3 (i) [t + ey |

p=1

2
Comme pour tout (k,h) € Z2, %/ e k=Mtgr — 5y,
0

une seule des intégrales figurant dans cette expression
est non nulle, elle est obtenue pour p = nsin > 0, pour
p = —nsin < 0. Ce qui nous meéne a I'égalité

cn(g) = cu(f)

00 f — g est continue 27r-périodique sur R et par linéarité
des coefficients de Fourier

VneZ, cu(f —g) =culf) —cn(g) =0
D’apres la question (8.) ona donc g = f.

0 O fétant continue et C' par morceaux, une intégration par
parties donne

Cn(f’) _ L/znf’(t)e_i”tdt _ i ([f(t)e_int}zn—i—in
27T Jo 27T 0 0
0 Pour deux nombres complexes a et b, |ab] <
% <|a|2 + |b|2> (découle tout bétement de (|a| — |b])? >
0).
Sli n € N et t € R alors u,(f)(t)

2 N ,—int int
P cn(f')e c_n(f)e )etdonc

(0] < D D <y 2 (1P + o)

n =~

27T

O La fonction f' étant continue par morceaux 27-
périodique, d’apres la formule de Parseval les séries a

termes réels positifs Y _ [cu(f')|* et Y [c_n(f")|* sont con-

27 e_iyeglg)egnt s. La majoration obtenue dans la question précé-

ente’h¢heve de démontrer que la série de fonctions
Z””( converge normalement sur R. Elle converge
vers la fonction g définie dans la question (9.), toujours
d’apres cette question, on a forcément g = f.

Ainsi )1, (f) converge normalement vers f sur R.
O Le phénomene de Gibbs ne subsiste plus pour une

fonction 27t périodique, continue et de classe C' par
morceaux sur R.

f(t)e_i”tdt) = incy(f)
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¢ Equations différentielles : Exemple d’étude.

~— Blague du jour \

O Que signifie le sigle B.U.S.H ?

-Réponse : Bombarder Uniquement Saddam Hussein ....
O Les Irakiens sont dans la rue et crient : A bas Clinton,
a bas Clinton !

Un autre Irakien intervient et dit aux manifestants : Ce
n’est plus Clinton le président, c’est Bush.

Les manifestants répondent : Mais ¢a n’a aucun sens
! On ne va tout de méme pas crier "A babouche ! A
babouche !"

\ J

® Enoncé : CNC 2004, MP

Définitions et notations

Dans tout le probleme, par "solution d'une équation différentielle",
on fait référence aux solutions a valeurs réelles définies sur R.

Si f est une fonction continue sur R a valeurs réelles, on lui associe
I’équation différentielle

y—y+f=0 (&)
Le but du probléme est d’étudier des conditions d’existence de so-
lutions bornées de I'équation différentielle (£y), et lorsque ces con-

r{ La famille des Riccati }

Jacopo Francesco Riccati (1676-1754) était un physicien et math/
ématicien italien, pére de Vincenzo Riccati et de Giordano Ric+
cati. Ses travaux en hydraulique (canaux de Venise) et en acous-
tique le conduisent a résoudre des équations différentielles du
second ordre en les réduisant au ler ordre et plus générale-
ment a rechercher des méthodes de séparation des variables
afin d’obtenir les solutions par simples quadratures. Ses travaux
furent publiés apres sa mort par ses fils a partir de 1764 sous le
titre Opere del conte Jacopo Riccati.

_[mo[ np uapp,emaqu]—’

\

ditions sont remplies, certaines propriétés des ces solutions sont
ensuite étudiées.

I. EXEMPLES ET RESULTATS GENERAUX

0 Un premier exemple
Soient « un réel et f, la fonction x — ¢**.

0 Résoudre 1'équation différentielle (£f,). Cette équation
possede-t-elle des solutions bornées au voisinage de
+00?

O Icion suppose que & # 1.

O Résoudre I'équation différentielle (&, ).

HE mamouni.myismail@gmail.com

. 243 T



<4
[ S

PROBLEMES CORRIGES-MP

MAMOUNI.NEW.FR
5 M AvoUNEMY TSMATT I

Mo

Former pour réussir

O

O

O

O A quel condition nécessaire et suffisante sur « cette
équation admet-elle des solutions bornées au voisi-
nage de +oo? Lesquelles?

L’équation différentielle (£, ) admet-elle des solutions
bornées sur R ?

Résultats généraux

Quelle est la structure de ’ensemble des solutions de
I'équation différentielle (E¢)?

Montrer que les solutions de 1’'équation différentielle
(€f) sont de la forme

X
Yr:X—> ex<)t—/ e 'f(t) dt), A €eR.
0
On suppose que la solution y, est bornée au voisinage
+o00
de +o0. Montrer alors que l'intégrale / e Lf(t) dt est
0

convergente et vaut A.

Combien de solutions bornées au voisinage de oo
I'équation différentielle (£f) peut-elle avoir au maxi-

mum?
+00

On suppose maintenant que l'intégrale / e 'f(t) dt
0
est convergente et on pose

—+00
/\f = /0 e_tf(t) dt et Yf = y)‘f'
O Vérifier que, pour tout réel x,  Ys(x) =

e’ /+Oo e tf(t) dt.

O La solution Yf est-elle nécessairement bornée au
voisinage de +00?

O On suppose ici que f est bornée.

[ Montrer que Y est bien définie et que c’est I'unique
solution bornée, sur R, de I'équation différentielle

(&f)-
[ Sienoutre f tend vers 0 en +o0, montrer que Y pos-
séde une limite nulle en +-oo.

[ Si maintenant f tend vers 0 en —oo, montrer que Yy
possede une limite nulle en —oco.

Un autre exemple
On pose
(2p +2)" x"
Un,p(x) = Plymm
O Montrer que, pour tout réel x, la suite double
(ttn,p(x)) (n,p)cNz2 €St sommable.

,XxER et (n,p)ec N>

O En déduire le rayon de convergence et la somme de la
n

L. 4 X N
série entiere ) | ap—, ol

n>0
IS (2p +2)"
a?’l = —1 p 7 n E N.
LG

Dans la suite on pose u(x) = ¢*sin(e*), x € R.

“+o00
0 Montrer que l'intégrale / e 'u(t) dt est convergente.
0
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—+o0
00 Montrer que, pour tout réel x, / e fu(t) dt =

X

e sin 6

[ e

O En faisant une intégration par partie dans l'intégrale du
second membre de I'égalité précédente, montrer que la
solution Y;, de I'équation différentielle (&,) est bornée
sur R.

II. CAS D’UNE FONCTION INTEGRABLE

A- Cas ou f est intégrable sur R

On suppose que f est intégrable sur R et on pose, pour tout réel x,

Glx) = / £(b) dt.

O Montrer que la fonction G est continue, bornée et tend vers 0
en —oo.

0 Montrer que, pour tout réel x, la fonction t — e 'f(t) est
intégrable sur [x, +-oo].

0 Montrer alors que la solution Y de I'équation différentielle
(Ef) vérifie

+o0o
weR, Y| < [ If0)

puis en déduire que Yy est bornée sur R et tend vers 0 en +oco.

0 Montrer que Yy = —G + Y et conclure que Yy tend vers 0 en

—00.

O Justifier que la solution Y|;| de I'équation différentielle (&)
est bornée et tend vers 0 en £oo.

Mo
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U Montrer alors que Y|y est intégrable sur R.
0 En déduire que Yy est intégrable sur R et montrer que

/f: Y(t) df = /:Of(t) dt.

0 On désigne par E 'espace vectoriel des fonctions réelles con-
tinues et intégrables sur R ; on le muni de la norme N;
définie, pour tout élément g de E , par

Nite) = [ Is(o)l ar.

Montrer que l'application ® : ¢ —— Y, est un endomor-
phisme continu de E et calculer sa norme.

B- Cas ou I'intégrale de f sur R converge

On suppose ici que f possede une intégrale convergente sur R et
on pose, pour tout réel x,

F(x) = / ) a.
O Montrer que la fonction F Jést continue, bornée et tend vers 0
en +oo.
0 Montrer que, pour tout réel x, I'intégrale /x - e 'f(t) dt est
convergente et que
e [ T e () dt = F(x) — Yr(x).
(on pourra faire iine intégration par partie)

O En déduire que la solution Y de I'équation différentielle (&)
est bornée et tend vers 0 en +oo.

|

Montrer que Yy tend vers 0 en —oo.

|

Montrer alors que Yy possede une intégrale convergente sur
R, égale a celle de f.
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IT1. CAS D’UNE FONCTION PERIODIQUE

On suppose ici que f est 27t-périodique.

O Montrer que l'équation différentielle (£f) possede une
unique solution bornée qui est la fonction Y.

O

Montrer que Y est 27t-périodique et de classe C i

[ Calculer les coefficients de FOURIER complexes de Y/ en fonc-
tion de ceux de f.

0 Onpose fo = f et fy11=Ys, n>0.

O Pour tout n € N, exprimer les coefficient de FOURIER
complexes de f, en fonction de ceux de f.

A la prochaine

O Montrer que la série de FOURIER de f; est normalement
convergente.

0 En déduire la convergence de la série ) (|c_k( )l +

keN
e(F)])-

O En utilisant le théoréeme de DIRICHLET, montrer que

1 n—1 400
meN' ek, I -al< () L (el

O Quelle conclusion concernant le mode de convergence
de la suite (f,),eN peut-on tirer de ce qui précede?
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Partie I. EXEMPLES ET RESULTATS GENERAUX

U

Un premier exemple

0 T'équation différentielle en question est: (£,) 1 y' —y =

—e*, dont la solution s’écrit y = yy + Yo ot yg solution
générale de 1’équation homogene: (EH) : Y —y = 0
et yo solution particuliere de (£f,). On a yy(x) = Ae’
et a l'aide de la méthode de la variation de la constante,
on pose yo(x) = A(x)e* , on injecte cette solution dans
l’équation et on trouve A'(x) = —1, d’ott yp(x) = —xe”.
Donc y(x) = (—x + A)e*. Cette équation ne possede au-
cune solution bornée au voisinage de +-oco.

0 0O De méme on a : I'équation différentielle en question

est: () : ¥ —y = —e**, dont la solution s’écrit
Y = YH + Yo ou yy solution générale de I'équation
homogene : (EH) : ¥ —y = 0 et yp solution par-
ticuliere de (&f,). On a yy(x) = Ae’ et a l'aide
de la méthode de la variation de la constante, on
pose yo(x) = A(x)e* , on injecte cette solution
dans I'équation et on trouve A'(x)e* = —e**, d’ou
1 ox 1 ox e
yo(x) = ¢ .Donc y(x) = ¢ + Ae*.

0 Donc une condition nécessaire et suffisante sur «
pour que cette équation admet des solutions bornées

au voisinage de +-co est que & < 0, en prenant A = 0
mais cette solution n’est pas bornée sur R.

O Résultats généraux

U

U

O

L’ensemble des solutions de I'équation différentielle (£)
est un espace affine de dimension 1.

Soit y une solution de I'équation différentielle (£¢), donc

y(x)e™)" = ((x) —y(x))e™ = —f(x)e™™ , d'ou

y(x)e ™ = /\—/ e 'f(t)dtetdoncy = yy : x —
0

X * —t
e </\—/0 e'f(t) dt), AER.
Si on suppose que la solution y, est bornée au voisinage

X
de +o0, alors A — / e f(t) dt = yy(x)e ™ 0 et
0

~+o00
e~ 'f(t) dt est convergente et vaut

—
X—+00
donc I'intégrale /

0
A.
L’équation différentielle (£f) peut avoir au maximum
une solution bornée au voisinage de +oo, en prenant

—+o00
A= / e 'f(t) dt, a condition que lintégrale
0
—+00
/ e ' f(t) dt soit convergente.
0
O Pour tout réel x, on a: Yp(x) = ex<)\f -
x 0
/e_tf(t) dt) = ex</ e 'f(t) dt +
0 x
+o00 +00
/ e (1) at) :ex/ e~ F (1) dt.
0 x
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[ La solution Yy n’est pas nécessairement bornée au

t

voisinage de +oo si on prend par exemple f(t) = e2,
X

dans ce cas Yf(x) =22 — 4o

X—r 400

Si f est bornée par une constante M, alors
—+00
[Tt a < [Tetpnl @ <
X
—+00
M / e 'dt = Me™, donc lintégrale
X
e 'f(t) dt est bien définie donc Yr(x) =

—+o0
e’ / e 'f(t) dt est bien définie et bornée aussi
X

par M, comme l'équation admet au maximum une
solution bornée alors c’est I"'unique solution bornée,
sur R, de I'équation différentielle ().

Si f tend vers 0 en +oo, alors Ve > 0 JA > 0
tel que Vx €¢ R : x > A = [f(x)] < e Ainsi
Vx > Aona: |[f(t| < e Vt > xdonc |Yr(x)| =

—+o0 —+o0

e [ et a < e [ et Jar <
X X
+o0

ee* e~ 'dt = ¢, d’ott Yy possede aussi une lim-

X
ite nulle en +oo.

Si maintenant f tend vers 0 en —oco, alors Ve >
0 JA < OtelqueVx €¢ R : x < A =
If(x)] < e Ainsi Vx < A on a: [f(t| < e

—+o0
Wx < t < A, donc |Y,(¥)] = |ex/ e F(1) dt| <
X

A ey e

e’ /+ooe_t|f(t) |dt, or e /+Oo
A LA

e '|f(t) |dt est une con-

e f|f(t) |dt — 0
+
quand x — —oo, car /A
A
stante qui ne dépond pas x et ex/ e !|f(t) |dt <
X

A
e | eledt =ee (e —e ) =e(1 - ) < g et

X
donc Yy possede une limite nulle en —oo.

Un autre exemple

1 ((2p +2)x)"
U Uy p(x = =
(2p+2) e(2p+2)x
——— finie Uy - =
2p +1)! ;§11§)| s pg)(zwrl)!

X

=0 (2p +1)!
réel x, la suite double (u,,,(x)) (

o .y X
0 Le rayon de convergence de la série entiere ) an—,

est

D
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( x)2p+1
= e*sh(x) aussi finie et donc, pour tout

n,p)EN2 est sommable.

n

n>0
alors infinie et sa somme est ) ) u,p(x) =
p=>0n>0

Z p(2p+2)"x

p=0n>0 (2p+1)tnt
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(—1)P ((2p +2)x)" (—1)P X
p;,(zpﬂ)!;;o n! . §(2p+1)!e(2p+2) -
Cy D
¢ p;o 2p + 1)

= e*sin(e").

A A
l'intégrale / e tu(t) dt = / sin(e)dt =
0 0

B=¢" gin(x)
/ . dx est alors une intégrale classique conver-
1
—1)F
o

gente car de méme nature que la série alternée )

On a effectué le changement de variable x = ¢'.

—+00
Hu(t) dt = / sinb g
ex 0

en effectuant le changement de variable 6 = e'.

—+00
Pour tout réel x, on a: / e
X

—+00
Yu(x) = e"/ e 'u(t) dt est déja bornée en oo
X

A
car / e~ 'u(t) dt converge, il reste donc a I’étudier en
0

—oo. faisons une intégration par partie dans l'intégrale

|/ ﬂ i8] — |[—C°seroo+/+%°s" do) =
9 ex ex 9
—+00
|coesxe +/ C089 do| < _+/ —d@ 2 dot

+oo +
Yu)| =l [ e tuey e = Je* 8“9‘9 4] < 2
X ex

donc la solution Y, de l"équation différentielle (£,) est
bornée sur R.

Partie II. CAS D’UNE FONCTION INTEGRABLE

A- Cas ou f est intégrable sur R

U

U

0

La fonction G est continue, car primitive, bornée et tend vers
0 en —oo car f intégrable sur R.

f est intégrable sur R, donc sa limite en +co ne peut qu’étre
finie et donc f ne peut qu’étre bornée par une constante M,

A
d'ou VA > x,ona: / e”!|f(t)dt| < Me™*. Donc, pour tout
X

réel x, la fonction t — e~ 'f(t) est intégrable sur [x, +oo].

e 'f(t) dt| <
+o0 400 +oo

e[ el dr < e [ e pwlar = [ If)] d,
X X X

|f(t)| dt et tend vers 0 en

+00
Et dans ce cas: Vx € R, |Yf(x)| = |ex/
X

“+o00
donc Yf est bornée sur R par /

— 00

“+o00
+o0 car / |f(t)] dt tend vers 0 en +oco.
X

—+o00
D’autre part Vx € R, Y¢(x) = ex/ e 'f(t) d

e /+Ooe_tG’(t) dt = e* [e7'G(t) t_>+°°+ / e 'G(t)
—G(x) + Yg(x)

car 11I_~1_’1 e 'G(t) = 0, puisque G est bornée et donc Y tend

vers 0 en —oo car G et Y tendent vers 0 en —oo.

On a f intégrable R = | f| intégrable R, donc de facon
pareille on montre que la solution Y/s| de I'équation différen-
tielle (£||) est bornée et tend vers 0 en +co.

Ona: Yy (t) = Y"ﬂ(t) + [f(#)|, or Y|'f| intégrable car Y tend
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vers 0 en +oo et |f| intégrable donc Y|s| intégrable sur R et
par suite Yy est aussi intégrable sur R puisque [Yf| < Y.

—+o0
Effectuons une intégration par parties, donc : /
—o00

Yy(x)dx =

/+oo /+°° = [ex /:00 e tf (1) dt} Hi: X
/_oo e f(x)dx _/ f(x) dx, car 11rn e / e_tf(t) At —

0, puisque la la fonction t —— e -t f ( ) est intégrable et
+o0 —+o00

|e"/ e () di] < / ()] dt = 0 quand x — oo
X X

V(f,g) € E, VA € R, on a: ®(f + Ag)(x) =
00 +o00
Yiiag(x) = /x e ' (f(t) + Ag(t) dt = /x e () dt +

AT dr = Y0+ 2% () = @) +AR() ),
d’ou
@?f +Ag) = ®(f) + AD(g) et par suite P est linéaire, de plus

d’apres les questions précédentes si ¢ est une fonction réelle
continue et intégrable sur R, alors Yy, = ®(g) I’est aussi, donc
® : ¢ — Y, est un endomorphisme de E, d’autre part :

—+00 —+00 —+00
Nl(Yg)z/oo |Yg(t)|dt§/_oo Y|g(t)|dt:/_oo 2(t)] di =

_ ]
Ny (8)/ d’ott @ est continue avec ||P| = Sup M <
§7#0 Ni(g)

1, de plus, pour ¢ > O on a: Y, > 0, dou Ni(Yy) =
+oo —+o00
/ Y, (t) dt:/ ¢(t) dt, d'ot =1.

B- Cas ou I'intégrale de f sur R converge

O La fonction F est continue sur R, car c’est une primitive, et en
plus admet une limite nulle en +f3 par construction de F et
une limite finie en —f car I'intégrale converge, donc bornée
et tend vers 0 en +-co.

00 Méme raisonnement que celui de la question II.A.4) En dé-
duire que la solution Yy de I'équation différentielle (£s) est
bornée et tend vers 0 en +co.

[l Ainsion a: Yf = F — Yf, or F bornée et tend vers 0 en —oo,
donc Yg aussi et donc Yy vérifie la méme chose.

00 Méme raisonnement que celui de la question II.A.7).

Partie III. CAS D’UNE FONCTION PERIODIQUE

0 f est 2m—périodique continue, donc bornée sur R, d’ou Yy
aussi, or 'équation différentielle (£¢) possede au maximum
une solution bornée qui est donc la fonction Y.

O On effectue le changement de variable u = t — 27t donc yr(x +

. x12r 8 —t X427 8 —t—2m .
2m) = e e 'f(t) dt e e f(t
x+27 x

+8
2m) dt = ex/ e 'f(t) dt = Yp(x), donc Yy est 27—
X
périodique et de classe C', comme produit de deux fonction
de classe C'.

0 Les coefficients de FOURIER complexes de Yy sont donnés par
la formule :

Vk e Z 1

27 .
a(Yy) = —/0 Yf(x)e_lkx dx =
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(1—ik)t

1 27 , +8 1 e
- (1—ik)x —t _
ZnA ‘ (L ‘ ﬂ”dQ‘” br([l—%

gt (e 0 [t )+ 05 -

ck(f)
T—ik "
+R +R
62”/ e f(t) dt = / e”'f(t) dt en effectuant le change-
2 0
ment de variable u = f — 277 et utilisant le fait que f est
2m-périodique. D'ou Vk € Z :  c(Yf) = 1Ck_(f3c
. __ a(f)
O Pour toutn € N, ona: Ck(f?’l) = W

[ Parceque Yy de classe C! bornée.

0y <|C CFOl+ ee(R) ) Z <|C kf1)|+|Ck(f1)|>

keN
est finie car c’est la série de FOURRIER de f1 en xg out

A la prochaine

.

/x-&-ﬁ e_tf(

=

) dt]

27

0

Mot

Former pour réussir

27V szfx(xoﬂ = Ma |f1(x)|
h

D]aprélé le t eore e de DIRICHLET, on a: Vn €
N*, Vxc€Rona:

fu(x) —eo(fu)l =1 1 cxl(fu)e™]

keZ*
< kz ek (fn)l

€Z*
= kZ ek (fn) | + e (fu)]

eN*
_ ek ()l le—k(fn)l
R T R

n—1 400

<(7) I (estmr+petii)

=+v14+k%2>2.de

car [1 +ik| = V1+k* > 2et |1 — ik|
plus co(fn) = co(f) d’otr le résultat.

00 Le mode de convergence de la suite (f;),enN estle méme

1 \"1
ue celui de la suite géométrique | —
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Fonctions holomorphes : Série de Fourier lacunaire quadratique

~ Blague du jour \

[0 Comment appelle t-on un chien sans pattes? On ne
’appelle pas, on va le chercher!

[0 Un vieux rat rencontre une petite taupe. Curieux, il lui
demande :

- Que veux-tu faire plus tard, ma petite ?

- Taupe-modeéle !!

\ J

® Enoncé : CNC MP, 2011

La fonction g définie, pour tout x € R, par
+00 pimtn®x

9(x) = ; irtn?

est étudie par Riemann il y a environ 150 ans, avec I'idée que cette
fonction est continue sur R mais nulle part dérivable. L’étude est
poursuivie par Hardy qui prouve en 1916 que cette fonction est
non dérivable en tout x € R\{Q}. Il reste a étudier la dérivabil-
ité en x rationnel et c’est Gerver qui en 1970 réussit a trouver le
résultat assez inattendu : la fonction est dérivable en tout x € Q.
Depuis, d’autres propriétés de cette fonction ont été étudiées, pro-
priétés qui analysent plus finement la régularité de cette fonction :
en particulier son ordre de Holder local et son spectre multifractal.

John Edensor Littlewood (1885-1977)

Mathématicien anglais. Il a surtout travaillé en analyse sur le su-
jet des fonctions entieres. Il a collaboré pendant de nombreuses
années avec Hardy et ils ont formulé ensemble deux conjectures
Il a aussi travaillé sur la théorie de Fourier. Il est lauréat de la
Médaille Sylvester, de la Royal Medal et de la médaille Copley|
en 1958.

Le sujet a pour objet d’établir la dérivabilité de la fonction g au
point 1; il utilise des outils de I’analyse complexe.

Le probleme est composé de cinqg parties; les deux premieres par-
ties ont pour objectif d’établir la formule (2) qui sera utile dans la
cinquieme partie. Les trois dernieres parties du probleme s’enchai-
nent entre elles.

1°%® partie : Formule sommatoire de Poisson

Soit ¢ : R — C une application de classe C ! telle que les applica-
tions t — t2g(t) et t — t>¢/(t), définies sur R, soient bornées a
l'infini, ce qui revient a dire que
1
°(#)

s, z..0(z) e,
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On lui associe la suite (¢, ),en de fonctions définies par
go(t) = g(b),

O Montrer que pour tout réel x, la fonction t — g(t)e
intégrable sur R.
Par définition, la transformée de Fourier de g est la fonction notée
g définie sur R par

+-oo .
3(x) = / ¢(t)edt, x €R.
— 400

en(t) = g(t+2nm) +g(t—2nm) t€R, neN*

—ixt eSt

O Montrer que la série de fonctions Z gn converge uniformé-

neN*
ment sur tout segment de R.

0 On note g la fonction définie, pour tout t € R, par g(t) =
—+o0
Z gn(t).
n=0

[0 Montrer que la fonction g est de classe C ! sur R.

O Justifier que la fonction g est 27r-périodique et que ses
coefficients de Fourier complexes sont donnés par

" 1
(&) = 5-8(k), keZ
On remarquera que, pour tout t &
p=n
lim g(t+2pm).
—n

R, g(t) =

n—r—+oo
p:

0 Montrer que les familles (g(2n7),en et (g(7)nen sont
sommables et que leurs sommes vérifient la relation
suivante, dite formule sommatoire de Poisson,

27t Y g(2nm) = Y g(n).

neZ nez

28me partie : Application de la formule sommatoire de Poisson

Pour tout réel « > 0, on note /i, la fonction définie, pour tout t € R,

par h,(t) = et

O Vérifier que, pour tout réel « > 0, la fonction h, satisfait les
hypotheses faites sur la fonction g dans la partie précédente.
Dans la suite, on notera hAa la transformée de Fourier de hy, & > 0;

on admettra que h1(0) = /7.

0 Montrer que la fonction Iy est dérivable sur R et qu’elle satis-
fait I’équation différentielle

x
y+3y =0 (2)
[0 Résoudre 1'équation différentielle (1) et donner 1’expression
de I’ll.
~ —x2
00 Montrer, pour tout « > et tout réel x, h,(x) = ?e&xz.

O Montrer, pour tout réel a > 0, la relation
+oo T —n?
ﬁ(l—i—ZZe‘””Z“) = 1+2) e . (3)
n=1 n=1

3%me partie : Un résultat général sur les fonctions holomorphes
Si a et b sont des nombres complexes, v, désigne le chemin du
plan complexe C défini, pour tout ¢ € [0,1], par v, ,(f) = (1 —t)a+
tb; son image v,5[0,1]) = {(1 —t)a+1tb, 0 < t < 1} est notée
[a,b]; c’est le segment du complexe d’extrémités a et b.
Pour la suite du probleme, on notera () la partie de C définie par

QO ={zeC, Im(z) >0}
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0 Vérifier que pour tout (a,b) € Q?2, [a,b] C Q, puis justifier
que () est un ouvert connexe par arcs de C.
Soit f : Q0 — C une application continue, si (a,b) € O, on
définit 'intégarle curviligne de f le long du chemin vy, notée

f(z)dz ou simplement ®(a,b), par
Ya,b

1
o(a,b) = [ f2)dz = (b—a) / F((1=8)a + th)dt.
Ya,b 0

O Soit a fixé dans (); montrer que I'application ®, : O — C,
b+— ®,(b) = P(a,b), est continue sur Q.

O Soit ¢ la fonction définie, pour tout z € Q, par ¢(z) = z;
soient a et b deux éléments distincts de (). Montrer que
I'ensemble des ¢ € () tels que

/ Y(z)dz + P(z)dz :/ P(z)dz
Ya,c Ye,b Ya,b
est soit une droite soit une demi-droite du plan complexe a

préciser.

O Dans la suite de cette partie, f est supposée holomorphe sur
Q). Si x et y sont des réels tels que x + iy € (), on pose

P(x,y) = Re(f(x +iy)), Q(x,y) =Im(f(x +iy)).

oP
O Rappeler les relations reliant les dérivées partielles —

ox

et %—f puis g—ly) et %—g
0 Soit (a,b,c) € O°. Montrer a l’aide des résultats du pro-
gramme sur les formes différentielles que - Pdx —

Qdy = /a N Qdx + Pdy, ot 9T" désigne la frontiere,
T

orientée dans le sens direct, de la plaque triangulaire T
du plan R? dont les sommets sont les affixes des com-

plexes a,b et c. En déduire / f(z)dz + / f(z)dz =
Yac Ye,b

f(z)dz.

Ya,b

O Soita € () fixé; déduire de ce qui précede que la fonction
®, est holomorphe sur () et que sa dérivée au sens com-
plexe, noté @/, vérifie @, (b) = f(b) pour toutb € (); on
rappelle que

@/ (b) = lim
c—b
ceQ\{b}

P, (c) — D,(b)
c—b

O On suppose que, pour tout b € (), la fonction r —
®(ir, b), définie sur |0, + + oo[, admet une limite dans C
lorsque r tend vers 07 ; on note F(b) cette limite. Montrer
que, pour tout (b,c) € O2, F(c) — F(b) = ®(b,c), puis
en déduire que F est holomorphe sur Q et que ' = f
sur ().

4°m€ partie : Etude d’un exemple

On note exp la fonction exponentielle complexe. Si z € C\R7,
on note Arg(z) l'élément de l'intervalle | — 7T, [ tel que z =
1z| exp(iArg(z)); on pose alors Log(z) = In(|z|) + iArg(z) et, pour
tout A € R,

7" = exp(ALog(z))
La fonction Log est le logarithme principal défini sur C\R™; on
rappelle que les fonctions exp et Log sont holomorphes sur C et
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C\R™ respectivement; leur dérivées au sens complexes vérifiant
1
Log'(z) = > Z€ C\R™ et exp'(z) =exp(z), zeC.

Soit A un réel fixé dans l'intervalle | — 1,0[; on note f, la fonction
définie, pour tout z € C\R™, par

i
falz) =2 exp(—g).
O Justifier que f) est holomorphe sur ().

O Soit b un complexe fixé dans (). On note ], la fonction,

fa(z)dz. Montrer
Yirb
que la fonction J, ;, admet une limite, notée F) j, lorsque r tend

vers 07 et que
Fy(b) = b1 /] ]tA exp(—i th)dt.
0,1
On pourra utiliser le théoréme de convergence dominée aprés en
avoir vérifié les conditions de validité.

définie pour tout r > 0, par J, ,(r) =

O On note G, la fonction, définie pour tout z € C, par G,(z) =
24 2exp (é) F\(z).
O Justifier que les fonctions F) et G, sont holomorphes sur
Q et que F; = f, sur Q.
0 Montrer que, pour tout z € Q, Gy(z) =

1 i oo —A—2 iu
- — —— | du.
Zexp(z)/1 u exp( z) u
00 Montrer que, pour tout z € Q, |Gy(z)] < 2 et que

3
[F_1/2(2)] < 2|z]2.

5%Me partie : Démonstration de la propriété proposée

Mo

Former pour réussir

Pour tout entier naturel non nul 7, on note u, la fonction définie,
pour tout z € C, par
_ C——
uy(z) = exp(inn-z).

0 Soit z € C; montrer que la série Y u,(z) converge <= z €
n>1

Q.

“+o00
Dans la suite, on pose u(z) = Y un(z), z € Q.
n=1

0 Montrer que, pour toutz € Q, u(z+1) + u(z) = 2u(4z).

O Pourtoutn € N* et tout (x,y) € Rx]0,+ + oo[, on pose
un(x,y) = up(x+iy) et u(x,y) = u(x +iy)

O Montrer que pour tout k € N, la série de fonctions

Y. nkir, converge normalement sur R x]0, + + co[ pour
n>1
touta > 0.

O Montrer soigneusement que la fonction u#, définie ci-
dessus, possede en tout point de Rx]0,+ + oo[ une

A . . . u
dérivée partielle par rapport a x et exprimer g(x,y),

pour (x,y) € Rx]0,+ + co], sous la forme de la somme
d’une série.

O Montrer de méme que la fonction u possede en tout
point de R x]0, + + co| une dérivée partielle par rapport

0
a y et I'exprimer en fonction de % (x,y).

O Montrer que la fonction u est holomorphe sur Q).
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O Partant de la formule (2) de la deuxiéme partie et moyennant
un résultat sur les zéros d"une fonction holomorphe, montrer
que pour tout z € (),

<£)U2ﬂ+2u@D::1+2u<—%).

0 En déduire que, pour tout z € O, u(l +z) +
i sz o (—innz) o —imn?
z = P P z '

0 Montrer que la série de fonctions ) | ﬂz converge normale-
n>1
ment sur {z € C, Im(z) > 0} et que sa somme, notée v, est
continue sur cette ensemble.

N =

O Montrer que, pour tout z € () et tout &« > 0, la série

(%4 . :
Z nF_q1 (—2) est convergente, ou F_q,, est la fonction
=i n
définie dans la quatrieme partie.

O Pour tout z € (), on pose

+o0 \1/2 foo
Un(z) (i) 4z
= _— t = F_ —— | —2nF_ (
O Montrer que la fonction v; est holomorphe sur () et que
/
Ul = U.

O On admet que la fonction w est holomorphe sur () ; cal-
culer sa dérivée W', au sens complexe, en admettant que
I'on puisse dériver terme a terme la série définissant w.

O Montrer que, pour tout z € (),

—z  (im)V/2 = 4z
v1(z+1)—0(1) = - + ( 2) Z (nF_1/2 (@) —2nF_q1,p (;
n=1 |

U Montrer qu’il existe une constante ¢ positive telle que, pour
tout z € (), on ait

v@+4)—vm)+§‘gqﬂw?

) X
0O Montrer soigneusement que g(x + 1) — g(1) + 5 T

O(x*/?). En déduire que la fonction g est dérivable en 1 et
préciser 4’ (1).

A la prochaine
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® Corrigé : Pr. Hfa, CPGE Agadir, Maroc

Rappels du cours :
En plus du programme Francais, ce probleme utilise ce petit rappel
du cours, qui fait partie

du programme Marocain.
Définition :

Soient U un ouvert de C,a € U, et f: U — C une application.
(i) On dit que f estholomorphe en a si limM

z—a Z—a
£

existe dans

C.

Dans ce cas cette limite est notée : f'(a) = limw, dite
zza Z—da

dérivée de f ena.

(ii) On dit que f est holomorphe sur U si f est holomorphe en

tout point de U, et dans ce

cas, I'application f’: U — C est dite la dérivée de f sur U.
Remarques : ( Opérations sur les dérivées )

(i) On dérive de la méme maniere que pour les fonctions d"une vari-
able réelle, le produit, le

rapport ( quand il est défini ), les combinaisons linéaires, de deux
fonctions holomorphes.

(i) Si U est un ouvert connexe par arcs de C, et f : U — C une
application holomorphe sur U,

alors f estconstante sur U si et seulementsi Vz € U ; f'(z) =0.
Théoréme : ( Equations de Cauchy Riemann )

Soient U un ouvert de C, et f : U — C une application.
Onpose : U = {(x,y) € R tq x+iy € U} etV(x,y) €U ;

flxy) = fx+iy). N
On pose aussi : V(x,y) € U ; P(x,y) = Re(f(x+iy)) et
Q(x,y) = Im(f(x + iy)).

Alors U est un ouvert de IR? et les assertions suivantes sont équiv-
alentes :

(i) f est holomorphe sur U.

(i) f estde classe C' sur UetV(x,y) €U ; %(x,y) + i%(x,y) =
0

(iii) P et Q sont de classe C!' sur U et Y(x,y) € U ;
dP _0Q
g(x,y) ~ a—(x,y)

20Q ~dP
a(x,y) = —@(x,y)
Remarque :

Sous les notations du théoréme précedente, si f est holomorphe
sur U, alors : _ N
of of

V(o y) €U ; f'(x+iy) = = (xy) = —z@(x,y)

Théoréme : ( Principe des zéros isolés )

Soient U un ouvert connexe par arcs de C, et f : U — C une
application holomorphe.

On suppose que f n’est pas identiquement nulle, et qu’il existe
a€ Utelque : f(a) =0.

alors il existe r > 0, tel que D(a,r) ={z€ C tq |z—a| <r} C U

etvVz € D(a,r)\{a} ; f(z) #0.
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Autrement dit ( par contraposée )si {z € U tq f(z) = 0} admet
un point d’accumulation,
alors f estidentiquement nulle.

Dans tout ce probleme, on pose : g(x) = ) _ =

1" Partie : Formule sommatoire de Poisson

Soit ¢ : R — C une application de classe C telle que : g(t) =

1, 1
L0 (pegn= 0 ()

|t|——+o0
On pose : Vt € R ; go(t) = g(t) et Vn € IN* ; gu(t) =
g(t+2nm) + g(t — 2nm).

1.1) L'application [t LN g(t)e ™) est continue sur R, et d’aprés
I'hypothese ci-dessus :

h(t)= O (12), alors h est intégrable sur R.
|t| =400t

o0 .
On pose alors : Vx € R ; g(x) = / g(t)e ™ dt. g est la trans-

formée de Fourier de g.
1.2) L'application [t — tzg(t)} est continue sur R et g¢(f) =

1
(—2), alors il existe A > 0,
[t|—+oo £

tel que cette application est bornée sur R\ [— A, A], cette application
est continue sur le

segment [—A, A], donc bornée sur ce segment, et par suite bornée
sur R.
Il existe alors M >0 ; Vte R ; ‘tzg(t)‘ < M.

lim (b — 2nm) = —oo et

Soit [a,b] un segment de R, Puisque : lim

li_I>n (a+2nm) = +o0
n—oo
ANeN" ; Vu>N ; Vte[ab] ; (t—2nm) < (b—2nm) <0et
(t+2nm) > (a+2nm) > 0.
M M

Vn > N ; Vt € |a,b] ; |gu(t)] < + <
- a,b] gn(t)] (i,‘—2n7r)2 (t+2n7r)2

M 7 M
(b—2nm)*  (a+2nm)*
M M M

et alors la série

(b — 2n7r)2 n—eo 471212 (a +2n7r)2 n—eo 471212

M M
L ((b — 2nm)? " (a+2nm)

2) converge.

Par conséquent :la série ( 2 gn(t)) converge normalement pour
n>N
t € [a,b].

Conclusion : la série < Z n (t)) converge uniformément sur tout
n>0

segment de RR.

1.3) On note g la fonction définie, pour tout t € R, par : g(t) =

Zgn(t)-

n>0
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1.3.1) g est de classe Cl'sur R, alors Vi € N ; gn est de classe Cl sur
:Vt € R ; go(t) = ¢'(t) et Vn € N*

R.

Notons que ; &u(t) =

¢'(t+2nm) + ¢'(t — 2nm).

On remplace ¢ par ¢’ dans la question précédente, on obtient alors
(Z%)

n>0
converge uniformément sur tout segment de IR
D’otr § est de classe C! sur R, et V¢ € R ; (¢

que la série :

=) gu(t)

n>0
1.3.2) Remarquons que d’aprés le raisonnement de la question 1.2)

ona

Vt € R ; les séries (Zg(t—i—Znn ) et (Zg t—2n7‘c)> conver-

n>1 n>1

gent.
VtER ;g(t+2m) =) gn(t+2m) =g(t+2m)+ ) _g(t+2(n+

n>0 n>1

)+ Y gt —2(n—1)m).

g(t+ 27151: g(t+2m) + Zg(t +2nrm) + Zg(t —2nrr).
n>2 n=>0
gt+2m) =g(t+2m) +g(t) +g(t—2m)+ Y (g(t +2nm) + g(t — 2nm)) =

n>2

g(t).

N 1 2w "
VkeZ ; c(g) = E/ g(t)e ™t

ng —Mt

VnelN ; VteR ;

- ‘g'(t) Y g
p=0

Mot

Former pour réussir

n .
Alors, d’aprés 1.2) la série ) gp(t)e_’kt
p=0

converge uniformément

sur tout segment de R vers
[t — g(t)e ], en particulier sur [0,27t]. On déduit alors que :

27
VkeZ ; 2/ gu(t)e Mt
n>0
WEZ'C(%nL/m()“WH—lz'WNU+MMfMﬂ+/
7 kg _27_( 0 g zn.n>1 0 g 0

Onpose :u =t-+2nm et v=1t—2nm.

Vke Z ;c

—1kudu+/

De 1.1) I'application [t — g(t)e~™*] est intégrable sur R, la rela-
tion de Chasle donne alors :

Vk € Z; o(3) = ihlfzn (e Mt + /ﬁwo (w)e *du +
7 Ck g SO 27_( 0 g 271. g
0 .
i/ g(v)e *dy.

27w J— .
1 e 1
@) = 5= [ s(heMdt = o —g(K).

(1—i/muywm+—2

1 (/ (n+1)m
7-[7’121 2nrm

Vk € Z ;

1.3.3) ¢(2nt) = O (lz) alors les séries | ) g¢(2nm) | et
|7’l|—>00 n 7’120

(Zg —2n7) ) sont

n>1
absoluments convergentes, et donc la famille (g(2n7)),., est
sommable.
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VnelZ ; gn) = /+Oog(t)e—i”fdt = 27cq(3). L'application [(x, t) —— e "~ et de classe C! sur R2.
- d ) , L. 2
g est 27r-périodique de classe C! sur]R VneZ ; cn(3) =incy(3). V(x,t) € R® ; %(x, t)‘ = |t|e”" et V'application [t — [t|e”"]
Vn e Z* ; |ea(3)| = LN len ()] < 1 — + e (& }2) est continue intégrable sur .
’ — 2 : -~ A~
1 i Iy est donc de classe C! sur R et Vx € R ; hll(x) =
* - +o00 -+o00 .
La famille (n Jnez+ est sommable, et d"aprés la formule de Parse / ?)—(P(x, Pt = —i/ po—Poixt gy,
val, la famille ( ‘cn g )‘z)nez —oo 0X _, ;oi ;oo ,
est aussi sommable, donc la famille (|c,()|),cz est sommable, et Vx € R ; I(x)+ Ehl(x) = 5/ (—ix — 2t)e” " Mgt =
par suite la famille (g(n)),c» i[ _plate
est aussi sommable. 5 [e } W
D’auAtre part, en ut111sant le theoreme de Direchlet, on a : hAl est donc solution sur R de l'équation différentielle : (1)
Y 8(n) =2m) ca(g) =2m5(0) =21 ) g(2nm).
nez neZ nezZ
»
2°M¢ Partie :  Application de la formule sommatoire de 2
Poisson 2.3) La solution génerale de (1) est y(x) = Ae 4 .avec A constante
réelle.
Pour tout réel « > 0, on note h, la fonction définie, pour tout t € R, R X
par f, (t) = e Posons alors :Vx € R ; hy(x) = Ae 4 .h1(0) = A =/,
2.1) hy est de classe C! sur R, et ‘1|1m t2he(t) = ‘1|1m 21 (1) = 0,
t|—o0 t|—o0 2

. ~ _X-
alors les zapphca’aons . Conclusion :Vx € R ; hy(x) = e 4.
[t — t°hy(t)] et [t — t°hy(t)] sont bornées sur R, et donc h, R too o

24)Vx € R ; hy(x) = / e ¥ dt On pose :u = at.
vérifie les hypotheses de g. +_°° : 2
~ +oo . ~ 1 © ~ X T — 7o
22)Vx € R ; hi(x) = e et hi(x) = / e Pemitxgy — Vx € R ; hy(x) = E/ e PTIN T gy — Ehl((x) = %e 4o
/+°° o——ixt gy 2.5) Maintenant, appliquons 1.3.3) ah,. 2 Y _ he(2n7) = ) hia (1)
—o00 nezZ neZ
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) o _n%
21 <1+22e—4"2”2“2> = % <1+22e 4|
n=1 n=1

Soit 2 > 0, on applique la formule ci-dessus pour & = ﬁ. On

obtient :
= —7'[1’12a _ - —an.
Va(1+2) e =|142) e a .
n=1 n=1

3®M€ Partie :
holomorphes
Pour tous a,b € C,onpose : Vi € [0,1] ; v,(t) = (1 — t)a +tb.

Un résultat général sur les fonctions

On note aussi : Q) = {z € C tq Im(z) > 0}.
3.1) Q) est un demi plan, alors Va,b € Q) ; [a,b] C Q.
() est donc convexe, et par suite () est connexe par arcs.

Soit f : () — C une application continue.

On pose :V(a,b) € O? ; ®(a,b) =
Ya,b

1
fl2)dz = (v—a) [ f3-
t)a + tb)dt.

3.2) Soit a fixé dans (), et &, l'application définie sur () par :

Vb e Q) ; ®,(b) = D(a,b).
f est continue, alors l'application [(t, b) LEN f((1—t)a+ tb)} est

continue sur [0, 1] x Q, alors

1
®,(b) = /0 F 4(t,b)dt définit une applicaton continue sur Q).

3.3) Soient a, b, c € Q).

Mo

Former pour réussir

/’¢@mz+ ¥(2)dz =(a-@AQu—ﬂa+wmw+w—

Ye,b

)A%a—ﬂa+%mt

a

[ vzt [ ez = 5 ((ca—1a)+ (6 = |e?) + (e — ac) + ([bf
Ya,c Ye,b

[ ez =5 (@ —laP) + (b —ab))

/ $(z)dz + l/J(Z)dZ:/ P(z)dz siet seulement si

Ya,c Ye,b Ya,b

((c@ = [aP) + (52 — |e*) + (e — a2) + (b — b)) = ( (b7 — |a]*) + (b

ca + bc — ac — cb = ba — ab
c(@—b)— (a—b)c=ba—ab
Im(c(@a —b) —ba) =0

si et seulement si
si et seulement si
si et seulement si

si et seulement s’il existe un réel A, tel que : ¢ = /\_+ ga
a_
L'ensemble des ¢ € Q tels que : / P(z)dz + P(z)dz =
Ya,c Ye,b

Lﬂ’b P(z)dz

est une droite horizontale si (@ — b) € R et c’est une demi-droite
ouverte si non.

3.4) Dans la suite de cette partie, f est supposée holomorphe sur
0, etsi (x,y) € R? tel que :

(x +1iy) € O, on pose : P(x,y) = Re(f(x+iy)) et Q(x,y) =

Im(f(x+1iy)).
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1
3.4.1) Les équations de Cauchy Riemann : ?)—Z = %—5 et +i/0 (Re(c) —Re(a)) Q(x(t), y(t)) +
5 oD (Im(c) — Im(a)) P(x(t), y(t)))dt.
i “ oy %,Cf(z)dz = AM Pdx — Qdy + i ch Qdx + Pdy.

34. 2) Soit (a,b,c) € Q. D’aprés la formule de Green-Riemann on
D’ou d’aprés les formules () et (%) ci-dessus :

/ pix— iy = [ [ (<5257 ) drty =0 fdz+ [ f@dz+ [ f@dz = 0et [ fE)d =
Ya,c Ye,b Yv,a Ya,b
P
dx + Pdy = // (— — —) dxdy = 0. D’autre part, on a
/ Q S = A Y f(z)dz + f(z)dz
Ya,c Ye,b
3.4.3) a est toujours fixé dans Q). Soit b € Q et c € O\ {b}.
0= / Qdx + Pdy = + (/ Qdx+Pdy+ [ Qdx+Pdy+ [ Qdx + B4 E\> b)) _ L otz — [ fo)d) =
Ya,c Ye,b Vb, —b c—b Ya,c Yab
1

1
- %szdz:/ F((1— 1)b + te)dt.

%ﬁ);yhcatlon [(t,¢) — f((1 —t)b+ tc)] est continue sur [0,1] x O,

(%) ¢
Pdx = Qdy + Vo Pdx = Q apphcat1on

0:/ Pdx — Qdy = £ (/ Pdx — Qdy +
oT+ Ya,c

Yeb
c +— /f ((1 = t)b + tc)dt] est continue sur (), donc
0

(x)
o [ x=(1—-1t)Re(a) + tRe(c) .
Ya,c €st paramétré par : { y = (1 - )Im(a) + im(c) ’ t€0,1]; limq)a(c) — D, (b) = /1 f(b)dt =
{ x' = Re(c) — Re(a) b b "
y' =Im(c) —Im(a) 3.4.4) On suppose que, pour tout b € (), la fonction [r — D(ir, b],
1 . définie sur |0, +oo],
%Cf( z)dz = (b —a) /0 (P(x(8),y(£)) +iQ(x(t), y(t))) dt admet une limite dans C lorsque r tend vers 0". On note F(b) cette
[ ez = [ (Re(e) = Rea)) P(+{8) y(6) ~ (Im(e) ~ (0,940 o) ¢ 2 etsoitr = 0
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F(c)—F(b) = lim (®(ir,c)

r=0 r—0 Yo
f(z)dz = ®(b,c).
F?)i,(c)ns b e Qetsoitc € O\{b}.
w = /01 f((1 — t)b + tc)dt, alors d’aprés la question

précedente : limM

c—b c—>b
£

= F().

On déduit alors que F est holomorphe sur Q et que F' = f sur Q).

4*™¢ Partie : Etude d'un exemple

Soit A un réel fixé dans l'intervalle | —1,0[ ; et f, la fonction définie
sur C\RR™ par :

falz) = exp(~)

4.1) Les fonctions [z — z* = exp(Alog(z))] et [z — —;] sont

holomorphes sur (), alors la

fonction f) est produit deux fonctions holomorphes sur (), f, est
donc holomorphe sur Q).

4.2) Soit b un complexe fixé dans Q2. On pose : Vr >0 ; J),(r) =
fa(z)dz
Yirb
1 .
. o Y A . 1
o) = (0 =) [ (1= )ir + 1) exp( (=l

—®(ir, b)) = lim< f(z)dz + f(z)dz) Mr>0; [t— ((1- t)ir—l—tb)Aexp(—
Yir,c

Mot

Former pour réussir

est con-

: )]
((1 —t)ir + tb)
tinue sur le segment [0, 1].

vr > 0 ; Vvt € [0,1] ;

exp(= ((1—t)zr+tb))'
i(th — (1 — t)ir) tim(b) + (1 — t)r
(|(1 = t)ir + tb])? )2
t

(1 — t)ir + th)" exp(—

exp(~ — exp(~

(|(1 = t)ir + tb]

1
A-nr<m))| = (1= jir+ )] =

(1 — t)ir+ tb|

. A i 2, 2
- _ < _
(1= 1)ir + 1) exp(— =gy py)| < (((1 £) 7+ tIm(b))? + Re(l
A
% < 0, alors [t — t2] est décroissante sur R*T, alors :
A
. A 1 A A Id
_ _ < S b
((1 —t)ir + tb)" exp( ((1—t)ir-|—tb))‘ < |b|"t % avec

-A <1,

A

L'application [t —> |th|/\] est continue intégrable sur |0, 1].
i ) =
(1—tyir+tb)”

vt €]o,1) lir%((l — t)ir 4 th)" exp(—
r—

AgA
t
M exp(— ? ) |
En plus 'application [t — b** exp(t_—bl)] est continue sur |0, 1].
Alors d’aprés le théoreme de convergence dominée, on a :

1 1 _ 7
lim [ (1= ir + t0)" exp(— \dt = / b exp( ).
0

r;>0 0 ((

i
1—t)ir + tb)
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1
roN T _ _ pAHl A !
D’ou lgr(l)])\,b(r) =F(b) =10 /0 ™ exp( 0 )dt.

4.3) On note G, la fonction, définie pour tout z € (), par G,(z) =

z7A2 exp(;)F)\ (2).
4.3.1) F) est holomorphe sur Q) et F/ = f) d’aprés 3.4.4), G, est
produit de trois fonctions

holomorphes sur (), alors G, est aussi holomorphe sur Q).

; 1 .
432)Vz € Q ; Gy(z) = z_A_zexp(;)zAH/ t/\exp(t—zl)dt =
0

2 tz
On pose : u = %,dt = __i” Vz € Q ; Giz) =
u
L AN A R S
ZeXp(Z)/l . iXP(—)du. - :
_ 1 ® A2 —i(u—1 B 1 o
4.3.3) G,(z) — Z/l u exp( . Ydu = z/o 1+
)~ 2exP(_Tw)dv
(ot lonapos¢ v = u—1); eXP(_Tw) = eXp(_|ZIUZZ) =
—vlm(z
eXp(iz()) <1
2|
; A—2 —1 - . +o0
Gr(z) = i|(1+ov) M exp(T)] + i(A + 2)/0 (1 +
. 0
v) A 3exp(_7w)dv

+o0 o
Ga(z) = _i+i()‘+2)/ (1+40)™7 exp(;)dv.
0
Im(z) > 0etov > 0, alors exp(_Tw)’ <1.
+oo
Gl = L+ @A+ 2)/ 1+ 0) 3% = 1+
0
+00
_ —A-2 A
(o) T2 3
D’aprés 4.3) et'étape précedente : |[F 1 (z)| = |G 1(2)||z|2 |exp <—71)' <
-1 -1

3
2|z|2.

5°™¢ Partie : Démonstration de la propriété proposée
Pour tout entier naturel non nul 7, on note u,, la fonction définie,
pour tout z € C, par :

un(z) = exp(inn?z)

5.1) Soient z € C et n € N*. |u,(z)| = exp(—7n’Im(z)).
SiIm(z) < 0 alors la série () u,(z)) diverge grossierement.

Si Im(z) > O alors |u,(z)| = O (%) alors () uy(z)) converge
n

n—oQ
absolument.

Finalement la série () u,(z)) converge si et seulementsiz € Q.
5.2) Séparons les indices paires et impaires dans la somme suivante
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u(z +1 Z exp(inn®(z+1)) = Y (- )" exp(inn?z) =

n= n=1

i exp(imdn®z) — 2 exp(int(2n —1)*z)

n=1 n=1

u(z+1) = u(4z) —u(z) + Y_ exp(imdn’z). Dot : Vz € Q ;

n=1
u(z+1) 4+ u(z) = 2u(4z).
5.3) Pour tout n € IN* et tout (x,y) € Rx]0, +o0[, on pose :
Un(x,y) = up(x +iy) et u(x,y) =u(x+iy).

5.3.1) Soienta > 0 et k € IN, Soit

Vn e N* ; nkun(x,y)‘ = nk exp

nfexp(—mn?a) = O (iz) alors la série <anexp(—7m2a))

x,y) € R x [a +o0].
nn?y) < n*exp(—mn?a).

(
(=

n—oo \ 1
converge et par suite la série

( anﬁn> converge normalement sur R x [a, +oco[ pour tout a >
n>1

0.

5.3.2) Vn € IN* ; u,, est de classe Cl sur R x]0, 4o0].

En effet : V(x,y) € Rx]0, 400 ; il,(x,y) = exp(—mn?y + inn’x).
dily s 20, oo dily _
o (x,y) = inmn“exp(—nn-y + inn“x) et W(x,y) =

rn? exp(—mn?y).

i
La série <Z ﬂ(x,y)) converge normalement sur R X [a, +00]

pour touta > 0.

Mot

Former pour réussir

D’ou en appliquant a y fixé le théoréme de dérivation sous le signe

ou
Z la fonction — p (x,y)
i
existe en tout point de Rx]0,+oo], avec %(x,y) =
inan exp(—mny +inn’x).
n>1
5.3.3) ¥n € N* ; i, est de classe C! sur R x]0, 4-o0].
En effet : V(x,y) € Rx]0, +oo[ ; i,(x,y) = exp(—mn?y + inn’x).

aa%(x,y) =  —mn?exp(—mn®y + inn’x) et

Uy,

W(x,y)‘ =

mn? exp(—mn?y).

La série (Z aun
n>1

pour tout a > 0.
D’ou en appliquant a x fixé le théoreme de dérivation sous le signe

Y, la fonction ?)y (x,y)

) converge normalement sur R X [a, +o0o|

ou

existe en tout point de Rx]0,+oo|, avec @(x,y) =
—n Y n*exp(—mn*y + innx) = zgu(x y).

n>1

ol .
5.3.4) V(x,y) € Rx]0,+oo[ ; %(x,y) = 1712?12 exp(—mny +
n>1
imn?x).
Cette série converge normalement sur R X [a, 400 pour touta > 0,
et pour toutn > 1, 1la
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fonction X, Y) —> n? exp(—mn?y + inn’x est continue sur
y p y

R %10, +ool.

pye

% est donc continue sur Rx]0, +oco[ et d’aprés la question préce-
u . .

dente, @ est aussi continue

sur R x]0, +oo[, alors i est de classe C! sur Rx]0,+oo] et vérifie :

M y) +i2% () = 0

ax Y Iy )=

D’ot1 u est holomorphe sur ).

5.4) Soit z € (), on a bien ; ¢ R~ car Im(z) > 0.

( Dans cette question, une faute de frappe a 1’énoncé, un signe -

oublié )
. _% . _%
1 _ (t 2
<z) 1+ 2u(z)) = <z> (1 +Zr§1exp(z7m z)) et 1+
-1 —irtn?
2u(7)=1+22 exp( . ).

n>1
D’aprés la question précedente :

—_

-1

D’ou d’aprés le principe des zéros isolés, h est nulle (), ce qui établit

—_

VieQ ; (;)_2 (142u(2) =1+ 2u()

1
5.5) D'aprés 5.2), u(z + 1) + % = 2u(4z) —u(z) + 5 = (2u(4z) +

1
1) — E(Zu(z) +1).
Alors en appliquant la question précedente :

(e + 1) 45 = <£—Z)7 (1+2u( )~ 5 (;)% (1+2u( )
(1) 4y = ()% (1) -u5h) = ()% £ (en ) -
56)Vn>1;VzeC ; {Im(z) > 0= |un(z)| <1 = 1;;(52) < %} .

, u
Alors la série 2 ( n2> converge normalement sur {z € C tq
as1 \irnmn

Im(z) > 0}.

h(z) = (;’)_2 (1+2u(z)) — (1+2“(7)) = (;’)_2 (1 +2Z exp(imn’ghn ptus :Vn > 1 ; l'application [z — un(z)] est continue sur

n>1

—imn?
<1+2;exp( . ))

définit une fonction holomorphe sur I'ouvert connexe par arcs ().
D’aprés la formule (2), si z = ia aveca > 0, alors h(z) = 0.

inmn?

{ze C tq Im(z) > 0}.

un(z . L :
Doto(z) = ) ,”( ) définit une application continue sur cet
it \ i

ensemble.
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3
5.7)D'aprés 4.3.3) :Vz € Q ; |F 1(z)| <2]z|2.alors :
2
VzeQ ; Va>0;Vn>1; [X—ZZEQetdonc: nF 1(“—22) <
mn ) n
% 2 wlz|.3
az alz| 2
on | X215 = 2 (2EhS
" nz( T )

Vze Q;Va >0 ;Vn > 1 ;La série <an—“ 1(“—22)) converge
-5 7N

n>1

N

absolument, donc converge.
5.8) Pour tout z € (), on pose :

v1(z) = Zun (Zz)

n>1 17tn

4z

27-(7’1 27TTZ

n>1
5.8.1) On reprend un raisonnement identique a celui de 5.3) pour
établir que v; est

holomorphe sur Q).

. v
Vxy) € Rx|o+e| ; dx+iy) = Slxy) =
1 0y, e |
rgﬁg(%y) = ng,lun(x/y) = u(x +1y).
Dot :Vz € Q ; v}(z) = u(z), Cesta dire : v} = u.

5.8.2) Vu ce qui est admis dans 1’énoncé : pour toutz € (), ona :
1
(ir) 2

5L

n>1

4z 2F’ z

4 _, 1
<Ep_l(ﬁ) » (—)) . Utilisons

wl(z) = >
2

1
—2 n
43.1) :

(nF_l(—z) —2nF {(—

)

Mo

Former pour réussir

—imn?

)

(selonb5.5)
5.8.3) Posons :Vz € O ; wi(z) = v1(z+ 1) — v(1). wq est holomor-
phe sur l'ouvert connexe

1
pararcs O, etVz € Q ; wi(z) =vj(z+1) =u(z+1) =w'(z) — 5
Alors I'application [z — w1 (z) — w(z) + ;] est constante sur Q).

(nF_l(%) —2nF 4 (%)) converge

D’aprés 4.3.3) la série
p ) Z bl 7T _7 n

n>1
normalement pour z € (),
|z] <1, on peut alors intervertir les signe Z et lim , la constante
n=1 z?(g)
cherchée est alors nulle !

Dot : Vz € Q ; wi(z) = w(z) +§
(irr) 4z z

als 5 Z (”F_l(—z)_an 1(—2)

=0 ; cest a dire :

N

VzeQ ; v(z+1)—0(1) = —

N N

5.9) D’aprés la question précedente, pour tout z € (), on a :
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z T 4z z 5.10) Soient x € R ety > 0, d’aprés la question précedente :
\v(z+1)—v(1)+§\:7 Y nF (=) —2nF 1 (=) , 3
= 5 mn , X+ iy g 2 ,
v(x+iy+1)—ov(1)+ 7| <S¢ |x +iy|2 . On applique 5.6), on
z z
et selon 433), Vn > 1 ; |nF q (7) —2nF 4 (ﬁ) < fixe x, et on fait tendre y vers 0.
2 2 3
4z |5 % 3 9 On obtient : Vx € R ; ‘q(x—i—l)—q(l)—kg’ < cl|x|2 , d’ou
21/[ —2 +4n —2 — |Z|2 —2 3
nn nn n x\ 5
ot 6 est un réel strictement positif indépendant de z. (q(x +1) —g(1) + E) ;- x9>0 <|x| ) :
. V1 .t .
On pose alors : ¢ = TZ? € R™. Vzie O Finalement : g(x +1) =¢(1) — Ty (x).
3 n>1 2 x—0
2 1
‘v(z +1)—ov(1) + g’ <clz|2. On déduit alors que g est dérivable en 1 et 4'(1) = —5

A la prochaine
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D ir]ibr
) 2 Fgrmule de Green-Rieman & Intégrale de Dirichlet

— George Green (1793-1841)

~ Blague du jour \

Physicien britannique, auteur d"un Essai sur 1’application de 1’
analyse mathématique aux théories de l'électricité et du mag-
nétisme en introduisant plusieurs concepts importants, parmi
lesquels les fonctions potentielles. Sa particularité est qu’il était
presque totalement autodidacte, il n’a passé qu’un an environ a
I’école, entre 8 et 9 ans et a travaillé longtemps dans le moulin
qu’il a hérité de son pere.

On raconte qu’une secrétaire d'une société dont je tairais
le nom avait insérer le cd dans son pc avec la pochette en
plastique transparent.

Elle pensait que ca protégeait des virus ...

{mo[ np uapp,emaql,ew}

N J
I1 I'intégra 1'université de Cambridge comme étudiant a 1'dge de 40 ans. Il écrivit des publications dans le domaine de 1'optique, de
I'acoustique et de ’hydrodynamique. C’est surtout a Lord Kelvin, qui le fit connaitre, qu’il doit sa renommée.

2 des t croissants.
% Enonce : e3a 2009, PSI On rappelle que la circulation de V le long de 7, notée / V se cal-
g

Applications simples du cours. cule par la formule

[y V= /7 (P(x,y) dx + O(x,y) dy)

Ra.ppels. . ) On suppose P et Q de classe C! sur U. L'arc -y est supposé fermé,
Soit I = [a, b] (avec a < b) un intervalle de R et U un ouvert de R”. sans point double et parcouru dans le sens trigonométrique. Il
On considere V (x,y) € U < P(x,y) ) un champ de délimite un domaine G d’un seul tenant, inclus dans U.
Qlx,y) On rappelle la formule de Green-Riemann :
vecteurs et v un arc orienté plan de paramétrage : t € [ — 90 P
x(t) 1 / V= // (g(x,y) - a—(x,y)) dxdy
(1) )’ de classe C* par morceaux sur I, parcouru dans le sens 0% G Y
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Dans cette question seulement, on prend G = {(x,y) €
R?, y > x* et y*> < x} et pour 7 'arc frontiere délimitant
ce domaine, parcouru dans le sens trigonométrique.

1.1.  Représenter le domaine G et 7.
1.2. Calculer directement, en paramétrant 1’arc : / V avec
7

P: (x,y)—2xy—x>et Q: (x,y) — x+y°
1.3.  Retrouver le résultat précédent en utilisant la formule
de Green-Riemann.

On suppose que les deux fonctions P et Q vérifient : pour

30 P
2 = = —
tout (x,y) € R?, = (x,y) oy (x,y).

2.1. Que Vaut/ V?
Y

2.2. Donner un exemple de champ de vecteur V, non iden-
tiquement nul, et vérifiant la propriété :
200 _ 0P

2 ™ —_
Yz y) €RY, To(xy) = 5o (0y)

3.1. Démontrer que les intégrales curvilignes suivantes :

A1:/xdy,Azz—/ydxetAgzl/(xdy—
v v 2.0y

y dx) sont égales. Interpréter géométriquement le résul-

tat obtenu.
3.2. Représenter graphiquement l’arc orienté -y d’équations
paramétriques
— a3
te[—mmr — x(£) = C953(t)
y(t) = sin’(t)

1.

dans un repere orthonormé (O, i,]_'> direct.
On précisera les tangentes aux points singuliers.

3.3. Déterminer l'aire délimitée par la courbe .

Préliminaires.
[llustrer graphiquement la double inégalité : Vt ¢

0, 7—T], %t <sin(t) < t.

2

+00 qf t
sin(t) dt est conver-

On veut montrer que l'intégrale /
0
gente.
sin(t)
t

2.1.  Vérifier que ¢ est prolongeable par continuité sur I'inter-
valle [0, 1].

On pose alors, pour tout t > 0, ¢(t) =

X
2.2. Pourtoutx > 1, on définit¢p : x — ¢(x) = / @(t) dt.
1
_cos(x)
X

Montrer que l'ona :Vx > 1, ¢(x) = cos(1)

/1x cos(t) it

t2

2.3.  Prouver que ¢(x) tend vers une limite finie quand x tend
vers +o0.

+o0 gin(t
sin(t) dt est

2.4. Déduire de ces résultat que l'intégrale /
0
convergente.
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+eo sin(t)

Une premiere facon de calculer | = / 5 dt. Soient
0
les deux fonctions : ‘
o
P: (x,y)— P(x,y) = ———=|xsin(x) — X
(x,y) = P(x,y) x2+y2[ sin(x) — y cos(x)]

e Y

Q: (vy) = Qlxy) = m[xCOS(x) +ysin(x)]

P(x,y) )
et V le champ de vecteurs : (x,vy) — .
p (x,y) < Q(x,y)
1. Justifier le fait que P et Q sont deux fonctions de classe C! sur
tout domaine U de R? ne cotenant pas 'origine.

2. Soit ¢y un arc paramétré sans point double, n’entourant pas
l'origine et parcouru dans le sens trigonométrique. Démon-
trer que / V=0

7
3. On considere I' I’arc de cercle de rayon p > 0 paramétré par
T x(0) = pcos(6)
0el0,+]— :
<051~ (30 = pento

Ay = [ (P(x,y) dx+Q(x,v) dy)

) et on note A, l'intégrale

/2 .
3.1. Montrer que A, = / e P50 o5 (0 cos(6)) db.
0
3.2. Calculer lim A,.
p—0"

3.3. Montrer que lirf Ap = 0. On pourra, par exemple,
p—>100

utiliser les préliminaires.

4. Soient r et R deux réels tels que 0 < r < R. On considere 'arc
7y constitué par :

Mo

Former pour réussir
71 :lesegment [A1, Ax] olt A1 = (7,0)et Ay = (R,0),
72 :le quart de cercle de centre O et de rayon R reliant
ArzaAs = (0,R),
73 :le segment [A3, As] ot Ay = (0,7),
74 :le quart de cercle de cercle de centre O et de rayon r
reliant Ay a Aj.

4.1. Représenter graphiquement l’arc orienté 7 dans un
repere orthonormé (O, 1, ]) direct.

R «; t
4.2. Montrer que/ V:/ w dt.
T r t

Vdt=0.
T

44. En utilisant les résultats précédents, déterminer la

4.3. Montrer que

+ gin(t
valeurde I = / sin(t) dt.
0
+ gin(t
Une deuxiéme facon de calculer | = / smt( ) dt. On
0
% cos(t) sin(2nt)
pose, pour tout n € N*, u, = / . dt et v, =
0 sin(t)

T
/2 sin(2nt) it
0 t

1.

1.1.  Vérifier que u, et v, existent pour tout n N*.

1.2.  En calculant w41 — u,, montrer que u, est indépen-
dante de n et donner sa valeur.

2. Soit h une fonction de classe C! sur un segment [w, 8] a valeurs
dans R.
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P imt
On pose, pour tout m € N, Hy, = / h(t)e™" dt.

49
Montrer, en utilisant une intégration par parties, que

1_1)111 H,, = 0.
m [e]
Ce résultat est connu sous le nom de Lemme de Riemann-
Lebesgue.
, 1 cos(t)
3. Montrer que la fonction i : t — h(t) = - — — est pro-
t sin(t)
longeable en une fonction de classe C! sur [0, g]
4.
4.1. Calculer nl_l)l}:loo(vn — Up).
+00 gin(t
42. Endéduire la valeurde I = / smt( ) dt.
0
+00 g t
Une troisieme facon de calculer [ = / smt( ) dt. Soitu €
0

R™* . Onnote A = [0,u] x [0,u] et ] = // sin(x)e™™ dxdy.
A

1. Donner une primitive sur R de x — sin(x)e”** ot e € R™.

2. Enutilisant I'intégrale |, montrer que

/O” sinx(x) (1— ") dy = /0” 1 —e¥*(cos(u) + ysin(u)) dy

14 y?
" .
3. On note alors K; = e_xusmx(x) dx et K, =
/ ysin(u) 4 cos(u) e~ dy,
1-!—]/
Prouver que hrﬂ Ky =0.

3.2.  En utilisant une majoration, déterminer lim Kj.
u—r+o00

+oo
3.3. Retrouver alors la valeur de I = / sm( ) dt.

0 t

+o0 gin?(t)
2

4.1. Montrer que l'intégrale / dt est convergente.
0

42. En utilisant ce qui précede, calculer la valeur de

/+°° sin®(t) it
; :

t2

A la prochaine
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Applications simples du cours.

1.1. G est l'intersection de "l'intérieur" de deux paraboles.

1.2. On peut paramétrer 7y par

(x(8),y(t)) = {

On en déduit que

(£, —t) site[-1,0]
(t,#2) i t€lo,1]

Mo

Former pour réussir

2.2. Soit f : (x,y) > cos(xy). f étant de classe C> sur R?, on a

2 f 2 f
2 _
v(x/y) € R 7 axay(x/y) - ayax (x/y)
of

5o & Y) = —ysin(xy) etQ =

—x sin(xy) on a donc la relation voulue.

(x,y) =

En posant P(x,y) = %

3.1. En utilisant la formule de Green-Riemann on a

Alz/xdy:// dxdy

7

A2=—/ydx=/ dxdy
7

A3=1/(Xdy—de)=// dxdy
2 Jy

et ces trois quantités sont égales a 1’aire délimitée par +.

Notons M(t) = (x(t),y(t)) = (cos®(t),sin’(t) ; on a
M(t+2m) = M(t), M(t+ ) = symo(M(t)), M(—t) = sym oy (M(t

3.2

/ - /0 ((—2153 — #4)21) +2t2(—1)> dt—i—/l <(2t3 )t t‘*)(Zt))%Beﬁ donc faire une étude sur [0, /4| puis une symétrie
0% -1 0

1.3. Sion utilise la formule de Green-Riemann, on obtient

AV://G(l—Zx) dxdy

OnaG = {(x,y)/ x € [0,1], y € [x% /x]}. Par théoreme de
Fubini (appliqué a une fonction continue sur un compact) on
a donc

= ([Fa-20m) o [l 20052 0

2.1. D’apres la formule de Green-Riemann, on / V = 0 dans le
v

cas envisageé.

par rapfort a la premiere bissectrice (courbe sur [0, 77/2]) puis

une symétrie d’axe Ox (courbe sur [—7/2,7t/2]) puis une
symétrie par rapport a I’origine (courbe que [—7/2,37/2] et

donc en entier puisqu’il y a 27-périodicité). On a

Vt € [0,71/4], x'(t) = —3sin(t) cos?(t) <0, y'(t) = 3cos(t) sin?(t) >
et x décroit sur [0, 7t/4] alors que y croit. Le seul point d’an-
nulation commun est en 0 (point stationnaire). Comme

3
x(t) = <1 — g + oo(tz)) =1- gtz + 09(#?)

y(t) = (t+00(t))* = 0o ()
la tangente en M(0) est portée par (x”(0),"(0)) = (—3,0) et
est horizontale. D’apres les symétries détectées, on a un point
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cos(t)
12

cos(x)
X
est continue sur [1, +0o[ et dominée par 1/ #2 - elle est donc
intégrable sur [1,+oo|. A fortiori, sont intégrale entre 1 et x
admet une limite quand x — +o0. On peut donc écrire que

lim ¢(x) = cos(1) — /1+oo cos(t) dt

X——+00 tz

de rebroussement de premiere espece. On obtient la courbe 23
suivante

1
< p est de limite nulle quand x — 4-co. t —

X sin(t) 1
3.3.  On peut utiliser I'une des formules de 3.1 pour obtenir laire. 24. Pourdout x >hon a /0 LAt = /0 ¢+ ¢(x) admet une
Elle viaut2 3 2 limite quand x — +-co et on peut écrire que
7T 7T 00 i 1 o 00

A= E/o (3 cos*(t) sin?(t) + 3sin*(t) cos?(t)) dt = 5/0 cos?(t) sin?(t) dt /+ w dt = / smt(t) dt + cos(1) — /+ 7co:2(t) dt
AVec la formule du sinus double, 0 0 !

3 [ ) 3 2 37 400 o

A= 5/0 sin®(2t) dt = E/o (1~ cos(4t)) dt = 8 Une premiére facon de calculer [ = / smt(t) dt.
0

Probleme. Préliminaires.

1. La fonction t > sin(t) est concave sur [0, 77/2] (sa dérivée
seconde, — sin, est négative sur cet intervalle). Son graphe

1. Par théoremes généraux, P et Q sont de classe C™ sur 1'ouvert
R?\ {(0,0)} et donc, en particulier, de classe C' sur tout do-
maine U (ouvert selon le programme) de R? qui ne contient

est donc situé au dessus de la corde [(0,0),(77/2,1)] et en
L ; L . pas (0,0).
dessous de la premiere bissectrice (tangente a 1’origine). Ceci
s’écrit 2. Avec les hypotheses faites, on peut utiliser le théoreme de
Vi € [O, g] / % t < sin(t) <t (aléeen-Riemann. Or, un calcul donne

2.1. ¢ est continue sur |0, 1] et de limite 1 en 0. Elle est donc pro- g(x,y) - @(x,y)

longeable par continuité en 0 (avec ¢(0) = 1). oV ., . X ,
2.2.  Une intégration par parties (les fonctions étant C! sur [1, +oo], A )2 ((—x Ty +yx"+y°)cos(x) — (x” +xy” +2

1" ¥ cos(t * cos(t
Vx> 1, () = [_%} -/ €0(1) 4t — cos(1) — <5 -/ cos(t) 4y [v=o
t 1 1 t X 1 t 0%
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3.1.

3.2.

3.3.

(sin(x(0)) cos () — cos(x(0)) sin(6))

P(x(0),y(0)) = ¢ (cos(x(0)) cos(8) + sin(x(0)) sin(6))

On multiplie la premiere quantité par —p sin (@) et la seconde
par p cos(6) pour obtenir

A m/2 p=y(0) g n/2
p= )y eostxto)) do = |

On veut utiliser le théoréme de continuité des intégrales a
parametres.

e P50 cos(p cos(0)) db

- Vp € RY, 0 — 7?50 cos(p cos(8)) est continue sur
0, 7t/2].

- V0 € [0,71/2], p — e PO cos(p cos(8)) est continue
sur RT.
- Yo >0,V €[0,m1/2], |ePsn® cos(pcos(@))' < 1. Le

majorant est une fonction intégrable sur [0, 71/2] (con-
tinue sur ce segment).

Le théoreme s’applique et indique que p — A, est continue
sur R*. En particulier,
/2 T
/ ="
0

lim A, = Ap =
En utilisant la premiére question des préliminaires, on a

p—0+
T —psin(0) —psin(0) _2£9
Vo e [O, 5} , e cos(pcos((?))‘ <e ¥ <e T

4.1.

4.2.

4.3.

44.

Mot

Former pour réussir

On en déduit que

/2 Zp
A< [ e T dp =
0 20

Le dessin est fait ici avecr = 1 et R = 3.

e 7T

N

1 est paramétré par ¢ E [r,R] — (t,0) et ainsi

/ P(t,0) dt = /Sm()dt
7 r

73 est paramétré par t € [—R, —r,] — (0,

v:-/_R Q(0, —) dt = 0

—t) et ainsi

44!

D’apresla question2, | V = 0. Par ailleurs (en prenant garde

au fait que 74 est parcouru dans le sens horaire)

V = Ag et V=-A
72 74
Avec les deux questions précédentes, on a donc

R
0:/ Smt( ) 4 Ag— A,
r

Il reste a faire tendre 7 vers 0" et R vers +oo (on a vu l’exis-
tence des limites) pour obtenir

tesin(t) o
[ ke
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+eosin(t)

Une deuxiéme facon de calculer I = / ; dt.
0
cos(t) sin(2nt) _ sin(2nt) 3.
1.1, fu sin(?) etg,  t = sont con

tinues sur |0, /2] et prolongeables par continuité en 0 (par
fn(0) = 2n et g,(0) = 2n). Ce sont donc des fonctions inté-
grables sur le segment [0, 77/2] et u, et v, existent a fortiori.

a+b a—>b
2

1.2.  La formule sin(a) — sin(b) = 2 cos( ) sin( ) indique

que

w/2
Upiq— Uy = 2/ cos((2n + 1)t) cos(t) dt
0

La formule cos(a)cos(b) = % (cos(a +b) + cos(a — b)) in-
dique alors que
/2

Upy1 — Up = (cos((2n + 2)t) + cos(2nt)) dt

0
On en déduit que 4.1.

Vn € N*, uy 1 —uy, =0
La suite (u,),>1 est donc constante et

. B B /2 5 o
Vn e N*, uy = up = 2czos(t)clt_E
0

2. Une intégration par parties donne 4.2.
eimt B 1 B )
Vm € N*, Hm = |:I’l(t)—:| S h'(t)e’mt dt
im |, imJy

Ainsi, on a
{ hia)+h -
Vm € N*, |Hy| < Ll )m (B) + |ﬁm |||h'||oo,{a,m

ceci étant licite car i’ est continue sur le segment [«, f]. On a

alors immédiatement
lim H, =0

m—r—+0o0

h est une fonction continue sur [0, 77/2] et
sin(t) —tcos(t)  (t+o(t?)) — (t+o(t?))
h(t) = , = 5 5 =
tsin(t) =+ o(t%)
On en déduit que

o(1)
~1+40(1)

}ir%h(t) =0
e
et h est prolongable par continuité en posant #(0) = 0. On

a alors une fonction continue sur [0,1] et de classe C! sur

10, 7t /2] avec
2 — sin?(t t —sin(#))(t + sin(t 3/6)(2t ]
0 () = ES) (1S ) (/6

t= sin”(t) t= sin”(t) 0 t 0
Par un corollaire des accroissements finis, on en déduit que h

est de classe C! sur [0, 77/2] avec i’ (0) = 1/3.

/2
h(t)sin(2nt) dt. D'apres le

lemme de Riemann-Lebsque (en passant la partie imaginaire)
on a donc

On remarque que v, — U, =

n— o0

Le changement de variable x = 2nt donne
nit Q1
) 4 / sin(x) i
0 x

En faisant tendre n vers +oo (on a existence des différentes
quantités avec ce qui précéde) on en déduit que

/+°° sin(x) iy — lim 7 gin(x) gy —
0 X n—+o0 Jo X

lim v, =
n——+oo

) T
im u, = =
n— o0 2
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[ P

o sin(t)

Mo

Former pour réussir

donc une fonction bornée sur R™. Soit M un majorant de son

Une troisieme facon de calculer I = /0 ; dt. module. :
u __p—Uu
1. Unsimple calcul de dérivée montre que K <M [ e¥dy=M Lin' — 0
—ax 0 y u Uu— 400
ST + 42 (cos(x) +asin(x)) 3.3. La question 2 donne
. oy . —ax U q u d
est une primitive sur R de x — sin(x)e™ **. / sin(x) dx — Ky (u) + y - Ko (1)
2. Avec le théoreme de Fubini (sur un pavé et utilisé avec une 0 X 0 1+y
. 1 u
fonction de classe C*) on a _ ) 4 _ En faisant tendre u vers +oo ( L arctan(u)) on a
woru ul sin(x) " 2 “ sin(x) 0 1+y?
]:/ / sin(x)e”™ dy | dx :/ — e dx :/ Ghore™™) dx
0 \Jo 0 X y=0 X 3 o sin(x) s
mais aussi A / —dx =
u u v g P u e yx U 0 X 2
= sin(x)e "7 dx = — cos(x) + ysin(x
J= ([ s ax) ay = [ |5 eos() +ysings) N ) |
w1 — e¥(cos(u) + y sin(u)) £ x — >— est continue sur R™", prolongeable par continu-
— e (cos sin x
- /0 1412 4y itéen0 (par la valeur 1) et dominée par 1/x* (donc intégrable
L’égalité demandée s’en déduit. au voisinage de +o0). C’est donc une fonction intégrable sur
3.1. Comme |sin(x)/x| <1,0na R et son intégrale sur R™ existe a fortiori.
K, < /” oy 1—e ¥ 0 4.2,  Par un calcul similaire a celui de la question 2.2 des prélimi-
=1 / u U—+4-00 naires, on a (en primitivant sin en 1 — cos)
3.2. Ona aussi i1 % sin(x) gy — T 1 — cos(x) i
Kol < [F LY gy o Tx B
0 1+y En posantt = x/2, on en déduit que
o0 0 ain2
+y est continue sur R™ et de limite nulle en +co. C’est T_» o011 — cos(2t) dt — oo sin’(t) dt
1+ 12 2 2
Ty 2 0 4t 0 t
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A la prochaine
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