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1 STRUCTURES D’ESPACES VECTORIELS.

Algebre Linéaire

Blague du jour ~

Une femme arrive et voit son mari avec une tapette mouche...
- Que fais-tu 7

- Je chasse les mouches... - En as-tu tué?

- Oui, 3 males, 2 femelles

Intriguée, elle lui demande:

- Comment fais-tu la différence entre les femelles et les males 7
- 3 étaient sur la cafetiere et 2 sur le téléphone.

Al-Khawarizmi (783-850)

Mathématicien, géographe, astrologue et astronome musulman arabophone d’origine Ouzbékistan, plus
précisément de la ville khiva, appel jadis Khwarezm.

11 est & Dorigine des mots algorithme (qui n’est autre que son nom latin) et algebre (issu d’une méthode
et du titre d’un de ces ouvrages) ou encore de l'utilisation des chiffres arabes et de 'habitude de désigner
I’inconnue par la lettre x dans une équation.

Son apport en mathématiques fut tel qu’il est également surnommé le pere de I’algebre , avec Diophante
dont il reprendra les travaux. En effet, il fut le premier a répertorier de fagon systématique des méthodes
de résolution d’équations en classant celles-ci.
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Dans tout le résumé de cours K désigne un sous-corps de C, en général K =R ou K = C.

Structures d’espaces vectoriels.
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MP-PSI-TSI

Résumeés de cours:

1 STRUCTURES D’ESPACES VECTORIELS.

On dit qu’un ensemble E est un K-ev ’il est muni d’'une LCI + et d’une LCE . coefficients dans K, vérifiant
les axiomes suivants:

(E, +) est un groupe abélien, dont I’élément neutre sera not dorénavant par Og.

(x+B)x=ax+Bx, VxEE, V(x B) €K
e a.(x +y) =ax+ay, V(x,y) €E? Vack.
a(Bx)=(aB)x, Vx€E, V(ap) €K

e Ix=%x, Vx€eE

Do

Soit E un K-espace vectoriel , une partie F de E est dite sous-espace vectoriel de E si elle vérifie les deux
propriétés suivantes:

e Op e F

e V(x,y) EEZ,VAEKona: x+Ay € F.

Autrement dit F est une partie de E stable pour les deux lois + et . et qui hérite de E sa structure
d’espace vectoriel .

R

Pour montrer qu’un ensemble est un espace vectoriel , il est plus judicieux de remarquer qu’il est inclut
dans un espace vectoriel , puis montrer que c’en est un sous-espace vectoriel .

Do s

On appelle algebre sur K, tout ensemble A muni de deux lois de composition interne +, X et d’une loi de
composition externe ,., telle que:

1. (A, +,.) soit un K-ev
2. (A, 4+, X) soit un anneau, dont I’élément neutre pour la 2eme loi est not 14.

3. V(x,y) EAZ,VAEK,ona: A.(x Xxy) = (Ax) Xy =x X (A.y)

Do T

Soit A une algebre, une partie B de A est dite sous-algebre de A si elle vérifie les propriétés suivantes:

e 15 €B.
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MP-PSI-TSI

Résumeés de cours:

1 STRUCTURES D’ESPACES VECTORIELS.

e V(x,y) EBZ,YAE€Kona: x+Ay €EBetx xy € B.

Autrement dit B est une partie de A stable pour les deux lois internes et celle externe, et qui hérite de A sa
structure d’algebre.

W) Familles particulieres.

Do 5

Soit E un K-ev , x € E,n € N* et (x)1<k<n € E™ une famille de vecteurs de E. On dit que x est une
combinaison linéaires de xy si

n
I(A)1<k<n) € K™ tel que x = Z AkXk.
k=1

Do 6

L’ensemble des combinaisons linéaires d’une famille (xx)1<k<n est un sous-espace vectoriel de E, s’appelle
le sous-espace vectoriel de E engendré par (xi)1<k<n et se note Vect ((xk)1 SkSn)' Autrement dit

n
x € Vect ((xk)1<k<n) < I(Ak)1<k<n) € K™ tel que x = ZAka-
k=1

A

e Soit B une famille d’éléments de E, alors Vect(B) est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant
la famille B.

e Par convention on écrit, Vect(@) ={0g}.

Do T

Une famille B est dite génératrices de E si et seulement si tout élément de E s’écrit combinaison linéaire
d’éléments de B, Autrement dit Vect(B) = E.
Ainsi pour montrer que (Xk)i<k<n est une famille génératrices de E, il suffit de montrer que Vx €

n
E, 3(Ak)1<k<n € K™ tel que x = Y Apxi.

—— _

Une famille est dite lie lorsque I'un de ses éléments est combinaison linéaire des autres.

A
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MP-PSI-TSI

Résumeés de cours:

1 STRUCTURES D’ESPACES VECTORIELS.

1. Toute famille contenant un élément nul est liée.
2. Tout famille ou un élément se répete au moins deux fois est liée.
3. Tout famille contenant une famille lie est aussi liée.

4. L’image par une application linéaire d’une famille lie est aussi liée.

el

Une famille sera dite libre lorsqu’elle n’est pas liée, autrement dit aucun de ses éléments n’est combinaison
linéaire des autres.

TReoTme T

Une famille B = (xx)1<k<n est libre si et seulement si
n

V(M) 1<ken € K™, Y Mixk = 08 = A = 0.
k=1

Et on peut surtout en conclure que si deux combinaisons linéaires d’une famille libre sont gales alors leurs
coefficients sont égaux.

G

1. Une famille formée par un seul élément est libre si et seulement si cet élément n’est pas nul.

2. Une famille formée par deux éléments est libre si et seulement si ces deux éléments ne sont pas propor-
tionnels.

3. Tout famille contenue dans une famille libre est aussi libre.

Do 10

On appelle base toute famille la fois libre et génératrices.

L

Soit B = (xk)1<k<n une base de E et x € E, alors

n
3!(7\k)1SkSn € K" tel que x = Z AKXk
k=1

Les coefficients (Ax)1<k<n s’appellent coordonnes de x dans la base B.
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MP-PSI-TSI

Résumeés de cours:

1 STRUCTURES D’ESPACES VECTORIELS.

WY Notion de dimension.

A

e Soit B une famille d’éléments de E, alors Vect(B) est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant
la famille B.

e Par convention on écrit, Vect(@) = {Og}.

Do 1

Une famille B est dite génératrices de E si et seulement si tout élément de E s’écrit combinaison linéaire
d’éléments de B, Autrement dit Vect(B) = E.
Ainsi pour montrer que (Xk)j<k<n est une famille génératrices de E, il suffit de montrer que Vx €

n
E, 3(Ak)1<k<n € K™ tel que x = Y Apxi.

Do 12

Une famille est dite liée lorsque I'un de ses éléments est combinaison linéaire des autres.

A

1. Toute famille contenant un élément nul est liée.
2. Tout famille ot un élément se répete au moins deux fois est liée.
3. Tout famille contenant une famille liée est aussi liée.

4. I’image par une application linéaire d’une famille lie est aussi liée.

Do 15

Une famille sera dite libre lorsqu’elle n’est pas liée, autrement dit aucun de ses éléments n’est combinaison
linéaire des autres.

CTRESTemes

Une famille B = (xx)1<k<n est libre si et seulement si

n
V(Akhgkgn e K", Z Axk = O = Ay = 0.
k=1

Et on peut surtout en conclure que si deux combinaisons linéaires d’une famille libre sont gales alors leurs
coeflicients sont gaux.

A
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ésumes de cours:

/

R

2 POLYNOMES.

1. Une famille formée par un seul élément est libre si et seulement si cet élément n’est pas nul.

2. Une famille formée par deux éléments est libre si et seulement si ces deux éléments ne sont pas propor-
tionnels.

3. Tout famille contenue dans une famille libre est aussi libre.

Demton T

On appelle base toute famille la fois libre et génératrices.

TRESTeme T

Soit B = (xk)1<k<n une base de E et x € E, alors
n
I (A)1<k<n € K" tel que x = Z AXk.
k=1

Les coefficients (Ax)1<k<n s’appellent coordonnes de x dans la base B.

Bemron 15

Un espace vectoriel est dit de dimension finie s’il admet au moins une famille génératrices finie.

CTREGTeme D

Théoréme de la base incomplete
Toute famille libre d’un espace vectoriel de dimension finie peut étre complétée par des éléments de n’importe
quelle famille génératrices finie pour avoir une base.

Polynomes.

pRY Degré d’un polynome.

Demon 10

Soit P un polynéme non nul, de coefficients ay, on appelle degré de P, le plus grand indice de ses coefficients
non nuls, et on le note degP.

Ce coefficient non nul d’indice maximal, s’appelle le coefficient dominant de P et se note co(P).

Par convention degQ = —oo.
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ésumes de cours:

/

R

2 POLYNOMES.

L’ensemble des polynomes coefficients dans K se note K[X], celui des polynomes de degré inférieur n, se note
Kn[X].

A

o degP=n < P(X) = an X" + an_1 X' + ...+ ag avec a, #O.
e P(X)=anX"+ an 1 X" '+ ...+ ap & degP < n.

G

Soit P, Q € K[X], on a les propriétés suivantes:

e deg(P + Q) < max(degP, degQ), avec égalité dans le cas o degP = degQ ou bien degP = degQ mais
degP + deg 0.

e deg(PQ) = degP + degQ

) Arithmétique dans K[X].

Do 17

Soit A, B deux polynémes non nuls.

e On dit que B divise A dans K[X] si 3Q € K[X] tel que A = BQ.
e On dit que A et B sont associés si IA £ 0 tel que P = AQ.

e Un polyndéme est dit irréductible dans K[X] quand ses seuls diviseurs dans K[X] sont les constantes et
ses polynomes associés.

A

Deux polynomes P et Q sont associés si et seulement si P divise Q avec degP = degQ. FEn particulier
tout polynome de degré 1 est irréductible.

TReoTeme o

V(A,B) € K[X] tel que B0 3!(Q,R) € K[X] tel que A =BQ + R avec degR < degQ. Q s’appelle le
quotient de la division euclidienne de A par B et R son reste.

R

B divise A si et seulement si le reste de la division euclidienne de A par B est nul.
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ésumes de cours:

/

R

Algorithme d’Euclide.

2 POLYNOMES.

Soit A, B deux polynéme non nuls, on effectue les divisions euclidiennes successives des quotients par leurs
restes, jusqu’ arriver un reste nul, alors le dernier reste non nul est un diviseur commun de A et B de degré

minimal, ce reste un fois normalisé, s’appelle le PGCD de A et B et se note A /\ B.

Deux polynémes sont dits premiers entre eux si et seulement si leur PGCD est gal 1.

G

Soient P et Q deux polynomes non nuls, et D leurs PGCD, alors

P=DP',Q=DQ’avec QA Q' =1

CTREGTeme T

Théoréme de Bézout.
Soit (A, B) € K[X], alors

AANAB=1¢= 3(A,B) € K[X] tel que AU+ BV =1

TResTeme s

Théoreme de Gauss.
Soit (A, B, C) € K[X] tel que A divise BC et A A B =1 alors A divise C.

RSCCL

e AANAB=AANC=1=AABC=1.
e AAB=1& AABPF =1 A*ABPF =1.

e Si A et B divisent C et sont premiers entre eux, alors AB divise C.

pY) Racines d’un polynome.

Do 10

A chaque polynéme P(X) = anX™ + ...+ ao € K[X], on associé la fonction réelle:

IA)(x):]K — K
X B apXx™+...+ ag

appelle fonction polynomiale de P et on dit que & € K est une racine de P si et seulement si ]A’(oc) = 0, dans

la suite on notera P(«) = 0 au lieu de P(x).
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ésumes de cours:

/

R

2 POLYNOMES.

TREsTeme o

Soit P € K[X], « € K, alors « est une racine de P si et seulement si X — a divise P dans K[X].

CTReGTeme 10

Théoreme de D’Alembert
Tout polynéme, non constant admet au moins une racine dans C.

RSl

e Un polynoéme irréductible dans K[X] de degré > 2 n’admet jamais de racine dans K.
e Un polynéme, non nul de degré n € N admet au maximum mn racines.

e Tout polynéome qui admet un nombre de racines supérieur strictement son degré est nul, en particulier
tout polynome qui admet une infinité de racines est nul.

“Mhéoreme 11

Tout polynéme, non constant admet au moins un facteur (diviseur) irréductible.

TReoTeme 12

Tout polynome, non constant, P se décompose de facon unique en facteurs irréductibles sous la forme
P=AP{" ... PZr

avec A € K | a; € N* et P; des polyndémes irréductibles unitaires.

RS S

e Les polynomes irréductibles dans C[X] sont exactement les polynémes de degré 1.
En particulier la décomposition de P dans C[X] est de la forme

PX)=AX—2z1)" ... (X —z)*r

o les z; sont les racines de P.

e Les polynomes irréductibles dans R[X] sont exactement les polynémes de degré 1 ou ceux de degré 2
discriminant strictement négatif.
En particulier la décomposition de P dans R[X] est de la forme

T P
PX) = [[AX—x)™ [ — 2%Re(zi) + [z:/7) P
i=1

i=1

o les x; sont les racines réelles de P et z; ceux complexes non réelles.
Il faut noter que si P € R[X] et z € C /R racine de P, alors Z aussi racine de P.
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ésumes de cours:

/

R

2 POLYNOMES.

p®8 Dérivation dans K[X].

Do 20

Soit P(X) = anX™ + ...+ aop, on appelle polynome dérivé de P, le polynome not P’ défini par P/(X) =
na, X" ' +...+aj.

A

e Si degP = n, alors degP’ =n — 1 et co(P’) = nco(P). En particulier la dérivée d’un polynéme est nul
si et seulement si il est constant.

e V(P,Q) € KIX]* VA €K,ona: (P+AQ)’ = P’4+AQ’, en conséquence I'application: KnlX]

est linéaire.

DemTon o1

Soit P € K[X] et k € N*, on définit par récurrence la drive k-me de P I’aide de la formule P(¥) = (P(k=1))/ —
(P/) (k—1) .
Et on convient d’crire P(©) = P.

I

e Si degP =, alors degP®) =n — k et coP(*) = Al‘lcoP, avec la convention Al‘l =0sik>n.
En particulier la drive k—me d’un polynome est nul si et seulement si ce polynéme est de degré inférieur
k—1.

e Si deg = n alors P(™) = nlcoP.

e V(P,Q) € KIXI*? VA € K, on a: (P+ AQ)K) = PX) + AQ(®), en conséquence I'application:
KulX] — Kn_«[X] est linéaire.
P(X) +— PH(X)

e V(P,Q) € KIX* ¥Yné€ENona:

n
(PQ)™ = Z Ckp(k)Q(“_k) Formule de Leibniz
k=0

DemTon 22

Soit P € K[X], on dit qu'une racine a € K de P est de multiplicité n € N* si et seulement si P(a) =
...P =1 (q) = 0 mais P™ (a) #0. Et convient de dire que a est multiplicité nulle dans P lorsqu’elle n’est
pas une racine de P.

CTREGTeme T8
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ésumes de cours:

/

R

2 POLYNOMES.

n
Soit P € KIX, Vn €N, Va€Kona: P(X) =)

CTREGTeme T

Soit P € K[X],n € N et a € K, les propriétés suivantes sont équivalentes:

—— (X —a)k.

e a est une racine de P de multiplicité n
o (X — a)™ divise P, (X — a)™*! ne divise pas P.

e 3Q € K[X] tel que P(X) = (X — a)™ avec Q(a) 0.

PR polynomes scindés.

Do 25

On dit qu'un polynéme P € K[X] est scindé dans K si et seulement si toutes ses racines sont dans K.

A

e Tout polynoéme non constant est scindé dans C.

e Un polynéme P € R[X] est scindé dans R si et seulement si toutes ses racines sont réelles.

CTREGTemeTo

Soit P € K[X] scindé dans K, alors
n
P(X) = co(P) [ (X — zi)**
k=1
ou zZy sont les racines de P et o leurs multiplicités respectives.

n
En particulier degP = Z oK.
k=1

Formules de Vite-Newton entre racines et coefficients d’'un polynéme scindé:
Soit P(X) = anX™ + ...+ ao un polynome scindé de degré n, et z1,...,2zn ses racines distincts ou non,

)
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ésumes de cours

/

R

on a les formules suivantes:

3 APPLICATIONS LINEAIRES.

n
k=0

2
2

n
k=1

an—1

Zx = —
Qn

an—2
[Iz3 -
i<j Gn a
Kk Un—k
H Ziy ... Zip, = (—1) a
i]<...<ik g
Qo
zx = (—1)"—
an

Applications linéaires.

CRY cenéralites.

“Demon 2

Soit E et F deux K-espaces vectoriels
suivante:

V(x,y) € E?,

Vocabulaire et notations:

et u: E — F, on dira que u est linéaire si elle vérifie la propriété

VA € Kon a: u(x + Ay) = u(x) + Au(y)

e L’ensemble des applications linéaires de E vers F se note Lk (E, F).

e Une application linéaire est dite

endomorphisme lorsque I’ensemble d’arrive est inclut dans celui de

départ. L’ensemble des endomorphismes de E se note Lk (E).

e Elle sera dite isomorphisme lorsqu’elle est bijective. L’ensemble des isomorphismes de E vers F se note

Tsomy (E).

e Elle sera dite automorphisme lorsqu’elle est bijective et lorsque ’ensemble d’arrivée est inclut dans celui
de départ. L’ensemble des automorphismes de E se note Glx(E) .

I

Soit u € Lk (E, F), On a les propriétés suivantes:

)
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ésumes de cours:

/

R

3 APPLICATIONS LINEAIRES.

SiB= ((Xk)1SkSn) famille de vecteurs de E, et (Ak)1<k<n € K™ alors:

u (Z ?\kxk> = Z Axu(xy) en particulier u (Vect(B)) = Vect (u(B)) .
k=1 k=1

Deux applications linéaires gales sur une famille génératrices sont gales sur ’espace vectoriel tout entier.
Une application linéaire est nulle si et seulement si elle est nulle sur la base.
Une application linéaire est entierement déterminée par ses valeurs sur la base.

Si B famille génératrices de E, alors u(B) est une famille génératrices de Im u.
En particulier si u est surjective si et seulement si u(B) est une famille génératrices de F.

Si B est libre dans E et u injective, alors u(B) est libre dans F.

Si B est une base de E, alors u est un isomorphisme si et seulement si u(1B) est une base de F.

A

Soit u € Lk (E, F), On a les propriétés suivantes:

u(Og) = Of.

L’image directe et réciproque d’un sous-espace vectoriel est aussi un sous-espace vectoriel .
keru = {x € E tel que u(x) = O} est un sous-espace vectoriel de E, on I’appelle noyau de u.
U est injective si et seulement si ker u = {Og}.

Im u = u(E) est un sous-espace vectoriel de F, on 'appelle image de u.

u est surjective si et seulement si Im u =F.

AN

Soit u € Lk (E, F), On a les propriétés suivantes:

(Lx(E,F),+,.) est un K-ev ,en particulier la somme de deux applications linéaires est aussi linéaire.

La compose de deux applications linéaires est aussi linéaire, en particulier (Lx(E), +,.,0) est une
algebre sur K.

La réciproque d’un isomorphisme est aussi un isomorphisme, en particulier (Gl (E), o) est un groupe,
on I'appelle le groupe linéaire de E.
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ésumes de cours:

/

R

3 APPLICATIONS LINEAIRES.

k¥ Applications linéaires en dimension finie.

TREGTemeTo

e Tout K-ev de dimension n est isomorphe K™.

e Deux K-ev de dimension finie sont isomorphe si et seulement si ils sont de méme dimension.

CTResTeme T

Soient E et F deux K-ev de dimensions finies, alors Lk (E, F) est de dimension finie avec

dimg (Lx (E, F)) = dimg (E). dimg (F)

k&) Rang d’une application linéaire

Reli

Le rang d’une application linéaire, u, noté rg(u) est défini par la relation suivante:

rg(u) = dim Im u.

CTREGTemeTs

Formule du rang
Soit u : E — F linéaire avec E un K-ev de dimension finie, on a le résultat suivant:

dim E = dim ker u + dim Im u

RS

Soit u : E — F linéaire, on a les propriétés suivantes:

e U est injective si et seulement si rg(u) = dim E.
e U est surjective rg(u) = dim F.

e U est bijective rg(u) = dimE = dim F.

RSl S
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4 SOMME D’ESPACES VECTORIELS.

Le rang est invariant par composition gauche ou a droite par un isomorphisme. Autrement dit si u est
linéaire et v isomorphisme alors: rg(v ou) = rg(u) et rg(uov) =rg(u).

RSO

Soit u : E — F linéaire o E et F deux K-ev de dimensions finies et égales, on a les équivalences suivantes:

U isomorphisme <= u injective
<= U injective

RS

Un endomorphisme sur un espace vectoriel de dimension fini est bijectif si et seulement si il est injectif.

Somme d’espaces vectoriels.

P ccneralites.

“DeTon 20

Soit E un espace vectoriel , F et G deux sous-espace vectoriel de E.

e On appelle somme de F et G le sous-espace vectoriel de E not F + G définie par la relation suivante

XxX€EF+G & Ix; € F Ixz € G tel que x =x7 + x2.

e Si de plus FN G = {0g}, on dit que la somme est directe et on la note par F @ G.

e Side plus E =F @ G, on dit que les sous-espace vectoriel F et G sont supplémentaires dans E, et dans
ce cas
Vx € E, dlx; € Fet dlxa € G tel que x =x7 + X2.

A

Soit F et G deux sous-espace vectoriel d’un K-espace vectoriel E et B; C F, B2 C G, alors:

e Vect (B1UB32) = Vect (By) + Vect (B3).
e Side plus FN G ={0g}, alors Vect (7 UB2) = Vect (B1) & Vect (B2).

CTREGTemeTo
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4 SOMME D’ESPACES VECTORIELS.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, F et G deux sous-espace vectoriel de E tels que FN G = {Og},
alors:

dimg (F @ G) = dimg (F) + dimg (G)

RSCCL

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, F et G deux sous-espace vectoriel de E supplémentaires
alors: dimg (G) = dimg(E) — dimgk (F).

RSCCL

Soit F et G deux sous-espace vectoriel d’'un K-ev , E, de dimension finie alors:

dimg (F + G) = dimg (F) 4+ dimg (G) — dimg (F N G)

WY Projection et projecteur.

DeEmTon 07

Si E=F & G, on rappelle que Vx € E, 3Ix; € Fet Ix, € G tel que x =x7 + x3.

e x7 s’appelle la projection de x sur F parallelement G et se note pg/ /g (x).

e x s’appelle la projection de x sur G parallelement F et se note pg, /5 (x).

A

Avec les notations précédentes I’application: p=pr/)g: E — F est linéaire

X = X1 =7Pr/c(x)
et vérifie les propriétés suivantes:

1. p?=p.

2. Im p =F, kerp = G en particulier
E =Im p @ ker p.

Demron 28

On appelle projecteur sur E, tout endomorphisme, p de E tel que

p’=p.

A

myismail.chez.com
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5 MATRICES.

Soit p un projecteur de E, on a les propriétés suivantes:

1. E=1Im p & kerp.
2. x€lmp & p(x) =x.

3. p est la projection sur son image parallelement son noyau.

Conclusion. Toute projection est un projecteur, et tout projecteur est une projection sur son image par-
allelement son noyau.

CERJSE

Demon 20

On appelle symétrie sur E, tout endomorphisme, s de E tel que : s? = idg.

A

Soit s une symétrie de E, on a les propriétés suivantes:

1.p= %(s + idg) est un projecteur.

x VxeF

2. EnposantF=ImpetG=kerP70naE=F€BGa"ecs(x)={ —x Vx€G

On dit alors que s est la symétrie par rapport F parallelement G.

3. Inversement tout projecteur p permet de définir la symétrie s = 2p —idg sur Im p parallelement ker p.

Matrices.

WY cénéralites.

a Trace d'une matrice carrée.

DeEmTon 50

myismail.chez.com




MP-PSI-TSI

ésumes de cours:

/

R

5 MATRICES.

Soit A = (aij)i<ij<n € Mn(K), on appelle trace de A, le nombre note tr(A), défini par la relation
suivante:

n
tr(A) = Z Qi i.
i1

A

Soit A, B € M,,(K),A € K et P inversible, on a les propriétés suivantes:

e tr(A + AB) =tr(A) + Atr(B).
e tr(AB) = tr(BA).
e tr(P~TAP) = tr(A).

o Transposée d'une matrice.

Do ST

Soit A = (aij)i,j € Mn,p(K), on appelle transposé de A, la matrice note *A, définie par la relation
suivante:
‘A = (aj,i)i,j E Mn,p (K)

I

Soit A, B € M, (K),A € K et P inversible, on a les propriétés suivantes:

e '(A+AB) ='A + A'B.
e Y(AB) = 'B.tA.

e 'P est inversible, avec (*P)~1 = t(P~1).

W) Matrices en tant qu’applications linéaires.

A

Soit M € My, p (K), alors 'application

M: KPP — K"
X — MX

est linéaire. Ainsi toute matrice peut étre étudiée comme application linéaire, avec:
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5 MATRICES.

1. X EkerM < X € KP et MX = 0.

2.YeImM & Y € K" et IX € KP tel que Y = MX.
En particulier rg(M) = dim Im M = rg(colonnes de M).

3. rg(M) + dim ker M = p =nombre de colonnes de M.

I

Soit M € M, (K), alors: M est inversible <= ker M = {0}

& rg(M)=n
Thecreme 20

Deux matrices sont équivalentes si et seulement si elles sont de méme rang.

) Matrice d'une application linéaire.

DemTon 52

Soient E et F deux K-espace vectoriel tels que dimE = n et dimF = p. Soient B = (ei)1<i<n une base
de E et B’ = (e{)1<i<p une base de F et u : E — F une application linéaire. On appelle la matrice de u
relativement aux bases B et B’, la matrice note

Mg s (1) € Mpa(K)
dont la j-eme colonne est forme par les coordonnes de u(ej’ ) dans la base B’.

u(er;) ... u(en)
e
Mp s (u) =

)

/

€p

Dans le cas ot B = B’ on note tout simplement Mg (u).

AN

Soient E, F des espaces vectoriels de bases respectives B1 = (ey), Bz = (ej’ ) et E % F une application
linéaire. On a les propriétés suivantes:

e SiM=Mpgg (u)=I(aijli<i<p,i<j<n alors

P
u(e) =) aize;
i=1

)
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5 MATRICES.

e Soit x € E, et X la matrice colonne forme par les coordonnés de x dans By et Y celle forme par les
coordonnés de y = u(x) dans B, alors I’équation linéaire y = u(x) s’écrit sous la forme matricielle

Y = MX.

AN

Avec les notations de la proposition suivante, on a les propriétés suivantes

Siu,v:E — F est linéaire et A € K, alors

Mp s (U4 Av) = Mg g (u) +AMp s (V).

e Mg/ (u) =0 siet seulement siu = 0.
En particulier deux applications linéaires sont gales si et seulement si leurs matrices associes dans les
mémes bases sont égales.

e Ainsi on définit un isomorphisme d’espaces vectoriels entre

M: Lg(E,F) — Mpa(K)
u — Mgg(u)

e Si E,F, G des espaces vectoriels de bases respectives By, B2, B3 et E 5 F % G applications linéaires
alors:

MB1 ,B3 (V o U) = MBZ,Bs (V)-MB1 B2 (u)

e SiE,Fdes espaces vectoriels de bases respectives By, B et E =5 F application linéaire alors: Mz, 5, (u)
est inversible si et seulement si u est un isomorphisme et dans ce cas

Mz, 5,(0W) =Mz, 5 (")

X Matrice d'une famille de vecteurs dans une base

Do 3

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, B une base de E et C une famille de p vecteurs de E, la matrice
de la famille C dans la base B est la matrice n lignes et p colonnes note Mg(C) dont les colonnes sont
formes par les coordonnés des éléments de C dans B.

A

Avec les notations de la définition précédente on a:
rg (Mgp(C)) =rg(C)

En particulier C est une base de E si et seulement si M (C) est inversible.
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5 MATRICES.

WY Matrice de passage entre deux bases

DemTon 51

Soit E un K-espace vectoriel et By, B2 deux bases de E de dimension n. La matrice de passage de By vers
B> est la la matrice carre d’ordre n note Pg, 5, définie par:

PB1 —?Bz b MB1 (BZ)

A

Soit E un K-espace vectoriel et By, Bz deux bases de E de dimension n. Soit P = Pnr,_5,, on a les
résultats suivants:

o P=Mg, 5, (idg)

e Soit x € E, Xy = [x]g, la matrice colonne forme par les coordonnés de x dans By et X, = [x]g, celle
forme par ses coordonnés dans B, alors:
X7 =PX;3

CTRESTemeaT

Soit E et F deux K-espace vectoriel . By, B, deux bases de E et By, B; deux bases de F. Soitu:E — F
linéaire. Posons M = Mgzygé(u), N = Mg, 5/ (u) et P = Ps;-8;, Q = Ps,-8, on a les résultats
suivants:

e M=PN.Q

e Siu est un endomorphisme de E et M = Mg, (u), N = Mg, (u),P = Pg, 5, alors

M=P '.N.P

RS

e Deux matrices sont équivalentes si et seulement si elles représentent la méme application linéaire dans
des bases différentes.

e Deux matrices sont semblables si et seulement si elles représentent le méme endomorphisme dans deux
bases différentes.
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6 DETERMINANTS.

E déterminants.
WP [ormes n-linéaires.

e Formes bilinéaires.

“DemTon 55

On appelle forme bilinéaire sur E, toute application @ : EXE — K linéaire par rapport l'une
(xy) — oxy)

des variables fixant 'autre, autrement dit:

@(x1 +Ax2,Y) = 9(x1,y) + Ap(x2,Y)
@(x,y1 +Ay2) = @(x,y1) +A@(x,y2)

A

Soit @ une forme bilinéaire sur E, (x,y) € E2, et (A, u) € K2, on a les résultats suivants:

e o(Ax,uy) = Ape(x,y).
e ¢(x,y)=0six =0 ouy = Og.

“DeEmTon 50

Soit @ une forme bilinéaire sur E, on dit que:

MP-PSI-TSI

e @ est symétrique si et seulement si @(x,y) = @(y,x) V(x,y) € E%.

N e @ est antisymétrique ou bien alternée si et seulement si
— e(x,y) =—(y,x) VY(x,y) € E
-
@,
~| Prpeston 2
)
| Soit ¢ une forme bilinéaire alternée sur E, (x, y) € E2 et (A, u) € K? on a les résultats suivants:
N
L)
E e o(x,x)=0.
- * ¢(x,y +Ax) = ¢(x,y).
N
QO

R

( myismail.chez.com
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6 DETERMINANTS.

e @(x,y) =0si{x,y} est lie.

TReoTeme 22

Toutes les formes bilinéaires alternées sur un K-espace vectoriel de dimension 2 sont proportionnelles.

° Formes n-linéaires.

Demon 57

On appelle forme n-linéaire sur E, toute application

: Ex...xE — K
—

n fois
(X1,...,%n) — @((x1,...,%n))

linéaire par rapport chacune de ses variables en fixant les autres, autrement dit:

i=1 i=1

n n
e Linéarité par rapport la premiere variable: ¢ (Z AiXi, Y2,. .. ,yn> = Z A@(Xi,Y2,---yYn)-

n n
e Linéarité par rapport la deuxiéme variable: @ (th?\ixi,yg, ...,yn> = Z?\i(p(ywi,yg,...,yn).

i-1
n n

e Linéarité par rapport la derniere variable: @ <y1, ee oy Yn—1, Z ?\ixi> = Z M@ (Y1, .-y Yn—1,Xi).
i1 i=1

AN

Soit @ une forme n-linéaire sur E, (x1,...,Xn) € E™ et (A1,...,An) € K™, on a les résultats suivants:

n
o @(Aix1,.. o, Anxa) = [[@(x1,. .., %n).

i=1

e ©(X1,...,Xn) =0 sil'un des x; est nul.

I

Soit @ une forme n-linéaire sur E, on dit que:

e @ est symétrique si et seulement si :

Q(Xo(1), -+ s Xe(m)) = @(X1,...,Xn) V(x1,...,xn) € E™
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e @ est antisymétrique si et seulement si

@ (Xo(1), -+ rXo(m)) = €(0)@(X1,...,%Xn) V(x1,...,xn) EE"
O (P(X1,---,Xi,---,Xj,---,Xn)=—(P(X1,---,Xj,---,xi, axn)a
V(x1,...,xXn) €E EM VI <i+j < n

C——

6 DETERMINANTS.

Soit @ une forme bilinéaire, alors @ est alternée si et seulement si elle est antisymétrique.

A

Soit @ une forme bilinéaire alternée sur E, (x7,...,Xxn) € E™, et (Aq,

suivants:
¢ @(X1,...,Xn) = 0si 3 Fj tel que x; =x;.
e @ x1,...,xi+Z7\jxj,...,xn =@(X1,...,Xn).
jA
e ©(X1,...,Xn) =0si{x1,...,xn} est lie.

TRESTeme 28

...,An) € K™ on a les résultats

Toutes les formes n-linéaires alternées sur un K-espace vectoriel de dimension n sont proportionnelles.

WA déterminant d’une famille de vecteurs dans une base donnée.

e généralités.

Soit B une base de E tel que dimE = n. On appelle déterminant dans la base B, I'unique forme n-linéaire
alternée définie sur E™ note detp vérifiant la relation suivante: detg(B) =1

I

Soit B une base de E, et B’ famille d’éléments de E tel que cardB’ = dim E, on a les résultats suivants:

e B’ est lie si et seulement si detg(B’) = 0.

e B’ est libre si et seulement si detg(B’) 0.
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6 DETERMINANTS.

e B’ est une base de E si et seulement si detg(B’) 0, et dans ce cas on a:

1

detg/ (B) = —
eter(B) = 1581

o Orientation d'un R-espace vectoriel de dimension finie.

Principe: Orienter E revient se fixer une base By, toute autre base B est dite directe si et seulement si detg, (B) >

0, dans le cas contraire c’est dire si detg, (B) < O elle est dite indirecte.
En général les bases canoniques sont directes et orientent ’espace vectoriel .
Equation d’une droite du plan.

Si D est la droite du plan passant par le point A est dirige par le vecteur i, alors son équation s’obtient
I’aide de la relation suivante:
M € D < detg(AM, i) =00 B = (i,j) la base canonique de R?.

W) déterminant d’un endomorphisme.

Deon 50

Soit u : E — E un endomorphisme, alors detg (1(B)) ne dépend pas du choix de la base B de E, on pose
alors det(u) = dets (u(B)) et on appelle le déterminant de u.

AN

Soit u,v : E — E deux endomorphismes de E tel que dimE = n, B une base de E et B’ = (x1,...,Xn)
famille d’éléments de E, on a les résultats suivants:

det(idg) = 1.

detg(u(B’)) = det(u) detg(B’).

det(uw o v) = det(u) det(v).

1

e U est un automorphisme de E si et seulement si det(u) # 0, avec det(u=1) = dot(w)
et(u

Wy déterminant d’'une matrice carre d’ordre n.

Reliiue
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Le déterminant d’une matrice carre d’ordre n,
A € M, (K), not det(A) est par définition le déterminant de ses vecteurs colonnes dans la base canonique
de K™.

Notation. Si A = (@i,j)1<i,j<n, son déterminant se note aussi |a; j|.

A

e Si E est un K-ev de dimension finie, de base B et 1 un endomorphisme de E, alors: det u = det (Mg (u)).

o det(I) =1.

A

n
e Soit A = (@i j)i<i,j<n, alors det A = Z e(o) H Qi g (i)-
OES,
n
e Soit A = (@i j)i<ij<n alors det(A Z 1) det( (Aj) VI <j < mno Ay est la matrice

-1
obtenue en enlevant la i-me ligne et )—me colonne, det(Ajj) s’appelle cofacteur d’indice (1,j), 1

matrice forme par ses cofacteurs s’appelle comatrice de A et se note Com(A). On dit qu’on a développé
le déterminant suivant la j-me colonne.

n
* SiA=(aij)i<ij<n alors det(A) = > (—1)"J det(As;) V1 <1< n. Ondit quon a développé le
j=1
déterminant suivant la j-me colonne.

G

e Si B et B’ sont deux bases de E, alors det(B’) = det(P) o P est la matrice de passage de B vers B’.

e A = (aj,j) est inversible si et seulement si det(A) 0 et dans ce cas:

1 . 1t
avec A7 = Com(A)

—1y _
detA™) = A det(A)

e det(AB) = det(A) det(B).
e Si P est inversible alors det(PAP~1) = det(A).

)
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1 NOTION D’'IDEAL.

Arithmétique dans Z et K[ X]

Blague du jour ~

L’ingénieur, dans I’entreprise n’a pratiquement rien faire, si ce n’est
- De décider ce qu’il faut faire,

- De désigner quelqu’un pour le faire,

- D’écouter les raisons pour lesquelles la chose ne doit pas étre faite,
- Ou doit étre faite plus tard,

- Ou autrement,

- Ou par quelqu’un d’autre ;

Etienne Bézout, (1730-1783)

Mathématicien frangais, connu par le théoreme d’arithmétique qui porte son nom. Il rédige le Cours
complet de mathématiques I'usage de la marine et de ’artillerie, qui devint plus tard le livre de chevet des
candidats au concours d’entrée a 1’école polytechnique.

.IHOF Np uadIjetwIY IR

N PSI-TS|

Notion d’idéal.

Dans toute cette partie A est un anneau commutatif.

On appelle idéal de A, toute partie Z /() de A, vérifiant la propriété suivante

de cours

aceZ, xe A= ax el

/

A

ESUMES

R
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2 ARITHMETIQUE.

e L’intersection et somme de deux idéaux de A est un idéal de A.

e Sif: A — B est un morphisme d’anneau, alors ker f est un idéal de A.
Vocabulaire.

e Soit a € A, alors ’ensemble aA = {a.x tel que x € A} est un idéal de A, appel idéal engendré par a.
e Un idéal Z est dit principal s’il est de la forme aA.

e Un anneau est dit principal si tous ses idéaux sont principaux.

TREGTeme T

7 et K[X] sont des anneaux principaux.

Arithmétique.

plR® Théoremes fondamentaux.

CTREGTeme T

Caractérisation du pged.

Soit a,b € Z et d € N* alors:
d=aAb & ddiviseaethb

si d’ € N* divise a et b alors d’ divise d

TREGTemes

Caractérisation du ppcm.

Soit a,b € Z et m € N* alors:
m=aVb < mmultiplede aetb

si m’ € N* multiple de a et b alors m’ multiple de m

CTREGTeme T

Théoréme de Bézout.
Soit a,b € Z alors:

aAb=1 3Ju,v € Z tel que au+ bv =1.
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2 ARITHMETIQUE.

A

Les 3 théoremes précédents sont encore valables dans K[X].

¥y | anneau Z/nZ.
DEmon T

e Soit n € N*. Sur Z, on définit la relation d’équivalence dite congruence modulo n par la relation

a=Db[n] & ndivise a — b.

e Pour tout a € Z, sa classe d’équivalence est ’ensemble a = a + nZ = {x = a + nk tel que k € Z}.

e Cette relation admet exactement n classes d’équivalence 0, <o m 1.

e L’ensemble forme par ses classes d’équivalence
Z/MZ=1{0,--- ,n—T)

s’appelle ensemble quotient.

TREsTeme 5

Soit 1 € N*. Sur Z/nZ, on définit les lois de compositions internes suivantes:
a+b=a+b , ab=ab

Muni de ses LCI, (Z/MZ, +,.) est un anneau commutatif.

TReGTeme o

Soit a,n € N*. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

e a inversible dans Z/nZ.
e a n’est pas un diviseur de zéro dans Z/nZ.

ea/An=1.

RS

Soit n € N*. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

e (Z/MZ,+,.) est un corps.
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2 ARITHMETIQUE.

e (Z/MZ,+,.) est un anneau integre.

e M est premier.

Notation.
L’ensemble des éléments inversibles dans Z/nZ, se note U (Z/nZ) ou bien (Z/nZ)™, c’est un groupe pour
la loi .

Do s

Fonction indicatrice d’Euler. Pour tout n € N*, on pose
@e(n)=card{ktel que T < k<mnetkAn=1}

L’application @ : N — N s’appelle la fonction indicatrice d’Euler.
n — em

R

Soit n € N*, alors @ (n) = card (Z/nZ)*.

TRESTeme T

Théoreme des restes chinois.
Soit n,m € Ztel quen Am = 1, soit u,v € Z tel que nu + mv = 1, soit a,b € Z. On considere le
systeme suivant d’inconnue X € Z:
X a[n]
S:
{ x b [m]

On a les résultats suivants:

e X0 = bnu + amv est une solution particuliere de S.

e Toute autre solution de & est congrue xo modulo nm.

R

La forme originale du théoreme, contenue dans un livre du mathématicien chinois Qin Jiushao publié en
1247, mais on trouve trace d’un probleme analogue dans le livre de Sun Zi, le Sunzi suanjing datant du Ille
sicle :

Combien I’arme de Han Xing comporte-t-elle de soldats si, rangs par 3 colonnes, il reste deux soldats, rangs
par 5 colonnes, il reste trois soldats et, rangs par 7 colonnes, il reste deux soldats?

)
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Polynome minimal.

cB® Généralités.

Introduction.

n
Soit A une algebre unitaire d’unit e, soit a € A et P(X) = Z aX® € KIX].

k=0

n
On pose P(a) = Y ouX* € K[X], 0 a® = e.
k=0

Si P(a) = 0, on dit que P est un polynéme annulateur de a.

L’application ¢ : KX] — A est un morphisme d’algebre.
a — P(a)

On pose Kla] = Im ¢ ={P(a) tel que P € K[X]}.

TReoTeme s

3 POLYNOME MINIMAL.

ker @ = {P € K[X] tel que P(a) = 0} est un idéal de K[X] formé pas les polynémes annulateurs de a.

Soit A une algebre unitaire et a € A, alors {P € K[X] tel que P(a) = 0} est un idéal principal de K[X]. Si
de plus {P € K[X] tel que P(a) = 0} {0}, alors il est engendré par un unique polynéme unitaire not 7tq,

appelé polynome minimal de a.

A

Soit A une algebre unitaire et a € A qui admet un polynéme annulateur non nul, alors:

e 7Ty est un polynome annulateur de a qui divise tous les autres polynomes annulateurs de a.

e T4 est de degré minimal parmi les polyndmes annulateurs de a.

TREsTeme o

Soit A une algebre unitaire et a € A, alors a admet un polynéme annulateur non nul si et seulement si K[a]

est de dimension finie et non nulle, dans ce cas

dim K[a] = deg my,.
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k) Cas d’un endomorphisme.

Principe. Soit E un K-espace vectoriel on prend a = u € L(E) = A, les résultats précédents sont encore
valables.

Do T

Soit E un K-espace vectoriel , u € L(E) et A € K.

e On dit que A est une valeur propre de u s’il existe x € E tel que x 0 et u(x) = Ax.
e X s’appelle alors vecteur propre de u associé A.

e L’ensemble des valeurs propres de u dans K s’appelle spectre de u et se note Spy ().

TResTeme 10

Soit E un K-espace vectoriel , uw € L(E) et A € K. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

e A est une valeur propre de u.
e U — Aidg est non injective.

e ker(u — Aidg) {0c}.

Ex = ker(u — Aidg) s’appelle sous-espace propre de u, associé A.

A

Soit E un K-espace vectoriel , u € L(E) et A € K une valeur propre de U et X un vecteur propre as-
socié, donc u(x) = Ax, dans ce cas on a les résultats suivants:

e uk(x) = A¥x, Vk € N, en particulier A¥ est une valeur propre de u*.

e P(u)(x) =P(A)x, VP € K[X], en particulier P(u) =0 = P(A) = 0.

CTREGTeme T

Soit E un K-espace vectoriel , u € L(E) et A € K, alors A une valeur propre de u si et seulement si A est
une racine de 7ty,. (i.e. les valeurs propres de u sont exactement les racines de ).

)
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1 NOTION DE SOUS-ESPACE VECTORIEL U-STABLES.

Réduction d’endomorphismes

Blague du jour ~

On se propose de démontrer que 7t est irrationnel. En effet, apres simplification, vu
que cheval=p7 =béte a pieds et que oiseau=[£ =béte a ailes. On a:

cheval

oiseau’

Alors, comme il n’y a aucune mesure entre le cheval et 1’oiseau, 7t est incommensurable,
ou comme on le dit plus familierement dans le jargon mathématique, il est irrationnel...

Sir William Rowan Hamilton (1805-1865)

pa

Mathématicien, physicien et astronome irlandais. Il est connu pour sa découverte des quaternions, mais
il contribua aussi au développement de l'optique, de la dynamique et de ’algebre. Ses recherches sont
importantes pour le développement de la mécanique quantique.

Enfant prodige; son génie se révéla tout d’abord dans sa capacité apprendre les langues. 1’age de 7 ans, il
a déja fait des progres considérables en hébreu et, ’age de 13 ans, il parlait dj 13 langues dont le persan,
I’arabe, I’hindoustani, le sanskrit et le malais.

IHO[‘ NP UadIjeWIYIeIN

Dans tout ce résumé de cours, E est un K-espace vectoriel , u € L(E) ou K =R ou C.

Notion de sous-espace vectoriel u-stables.

1.1

DBémton T

Un sous-espace vectoriel F de E est dit stable par u, ou u-stable si et seulement si u(F) C F. Dans ce cas la
restriction de u F induit un endomorphisme qu’on note par wf.

eneralites.
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1 NOTION DE SOUS-ESPACE VECTORIEL U-STABLES.

A

e Pour montrer qu’un sous-espace vectoriel F de E est dit u-stable, il est pratique de montrer que x €
F— u(x) € F.

e La somme et 'intersection de sous-espaces u-stables sont u-stables.

e Siv est un autre endomorphisme de E commutant avec u, (i.e., wov =vou, alors kerv et Im v sont
u-stables.

En général ker P(v) et Im P(v) sont u-stables, pour tout P € K[X].

e ker P(u) et Im P(u) sont u-stables, pour tout P € K[X].

En particulier, si A € sp(u), alors le sous-espace propre associé, Ex = ker(u — Aidg) est u-stable.

W) Caractérisation matricielle en dimension finie.

On suppose que est de dimension finie. Soit (Fi)j<i<r des sous-espace vectoriel de E tels que E=F; @---D
Fr, si on choisit pour tout F; une base Bj, alors B = U]_; Bj est une base de E dite base adaptée a I’écriture
E=F,®---&F..

TReGTme T

e Soit F et G sont deux sous-espace vectoriel de E tels que E =F @ G. Alors:

— F est u-stable &< 3B base de E adapte cette écriture telle que

A x

Mu(B)=M=(0 i

) matrice par blocs
Dans ce cas
XM = XA-XB, TA et g divisent xm.

— F et G sont u-stables <= 3B base de E adapte cette écriture telle que

M) - (5 )

e Soit (Fi)1<i<r des sous-espace vectoriel de E tels que E = F; @ - -+ @ Fy, alors F; sont tous u-stables
<= 3B base de E adapte cette écriture telle que

A4 0
Mu(B) .
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2 REDUCTION D’ENDOMORPHISMES EN DIMENSION FINIE.

Si F est un sous-espace vectoriel u-stable de E, alors

Xur divise xu
Ty, divise 7ty

i) Théoremes fondamentaux.

CTREGTeme D

Théoréeme de décomposition des noyaux.
Soit P et Q deux polynoémes premiers entre eux, alors

ker(PQ)(u) = ker P(u) @ ker Q(u).

CTREGTeme s

Théoreme de Cayley-Hamilton.
Si E est de dimension finie, alors

AL

Si E est de dimension finie, Aq, ..., Ay les valeurs propres de u de multiplicités respectives &y, ...

le polynoéme caractéristique Xy, alors

T
Z aiA; = tr(u)
i1

H A = det(u)

i=1

Réduction d’endomorphismes en dimension finie.

PRy Trigonalisation.

Do 2

, & dans

On dit que u est trigonalisable si et seulement si 3B une base de E tel que My (B) soit triangulaire.
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2 REDUCTION D’ENDOMORPHISMES EN DIMENSION FINIE.

Relii

Une matrice est dite trigonalisable si et seulement si elle est semblable une matrice triangulaire.

TResTeme s

Soit B une base de E, alors u est trigonalisable si et seulement si Mg(u) est trigonalisable.

TREGTemeD

u est trigonalisable si et seulement si son polynome caractéristique est scindé.

L

Dans M, (C), toute matrice est trigonalisable.

CTREGTeme s

Un endomorphisme est nilpotent si et seulement s’il est trigonalisable de spectre nul.

p) Diagonalisation.

© Généralités.

Bemon T

On dit que u est diagonalisable si et seulement si 3B une base de E tel que My, (B) soit diagonale.

Do 5

Une matrice est dite diagonalisable si et seulement si elle est semblable une matrice diagonale.

TREsTeme o

Soit B une base de E, alors u est diagonalisable si et seulement si Mg (1) est diagonalisable.

o Conditions nécessaires et suffisantes de diagonalisation.

TReGTeme 10

u est diagonalisable si et seulement si la somme directe de ses sous-espaces propres est gale E

CTREGTeme T
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2 REDUCTION D’ENDOMORPHISMES EN DIMENSION FINIE.

u est diagonalisable si et seulement si la somme des dimensions de ses sous-espaces propres est gale celle de

E

L

u est diagonalisable si et seulement si son polyndome caractéristique est scindé dont les racines ont une mul-
tiplicité gale la dimension du sous-espace propre associé

TReGTeme 13

u est diagonalisable si et seulement si il admet un polynéme annulateur scindé racines simples.

TREGTeme T

u est diagonalisable si et seulement si son polynéme minimal est scindé racines simples.

e Conditions suffisantes de diagonalisation.

CTREGTeme o

Si dim E = n et u admet n valeurs propres deux deux distinctes, alors u est diagonalisable, avec dim E) =1
pour toute valeur propre A.

TReoTeme 1o

Dans M, (R), toute matrice symétrique est diagonalisable.

o Décomposition spectrale d'un endomorphisme diagonalisable.

Si u est diagonalisable, soit (p1,...,Pps) la famille des projecteurs associés une décomposition de E de la
forme E=F; @ Fs, o Fq,...,Fs sont les sous-espaces propres de w: alors

U=Ap1 +---+ AsPs
P(u) =P(A1)p1 +---+ P(As)ps VP € KIX]

)
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1 GENERALITES.

Espaces Vectoriels Normés

Blague du jour ~

Bientot vous serez ingénieur, peut étre ingénieur informaticien. Vérifier sur la liste
ci-dessous si vous avez le profil, les types d’ingénieurs en informatique sont:

e L’ingénieur DISQUE DUR: il se rappelle tout, POUR TOUJOURS.

e [’ingénieur CD-ROM: il va toujours plus vite avec le temps.

e L’ingénieur RAM: il oublie tout de vous, dés le moment ou vous lui tournez le dos.
e L’ingénieur WINDOWS: Tout le monde sait qu’il ne peut pas faire une chose cor-
rectement, mais personne ne peut s’en passer de ses services.

Rudolph Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903)

Mathématicien allemand, il a laissé son nom aux applications drive borne (Application lipschitzienne). En
réalité, son travail s’étend sur des domaines aussi variés que la théorie des nombres, ’analyse, la géométrie
différentielle et la mécanique classique, en particulier la résolution des équations du mouvement dans le
formalisme d’Hamilton-Jacobi.

Dans tout le résumé K = R ou C, et E désigne un K-espace vectoriel .

Généralités.

I Notion de normes.

“Bémton T

On appelle norme sur toute application N: E — RT vérifiant les propriétés suivantes:
x — N(x)

e N(x) =0 & x = Og, condition de séparabilité.

.IHOF Np uadIjetwIYIeIN
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e N(Ax) = |AIN(x), Vx € E.

e N(x +y) < N(x)+ N(y). Inégalité triangulaire.

Vocabulaire et notations.

e Un K-espace vectoriel E est dit un espace vectoriel normé quand il est muni d’une norme N.
e Pour tout x € E, N(x) s’appelle la norme de x et se note en général ||x||.

e On dit alors que (E, ||.]|) est un espace vectoriel normé .

Dans toute la suite, sauf mention du contraire, on considére que (E, ||.||) est un espace vectoriel normé .
e Pour tous x,y € E, d(x,y) = ||x — y|| s’appelle la distance entre x et y.

e Pour tout a € E,r> 0, B(a,r) = {x € E tel que d(x, a) < r} s’appelle boule ouverte de centre a et
de rayon r. En particulier x € B(a,r) < ||x — al| <.

e Pour tout a € E,r > 0, B(a,r) = {x € E tel que d(x, a) < r} s’appelle boule ouverte de centre a et
de rayon r. En particulier x € B(a,r) < ||x —a|| < r.

Normes classiques.

1. Pour tout x = (xx) € K™, on pose:

n
e Norme de la convergence absolue: ||x||; = Z X1
k=1

n
e Norme de la convergence quadratique: ||x||, = Z Ixx|?.
k=1

e Norme de la convergence uniforme: ||x|| = max;<x<n Xkl

2. Pour tout f € C([a, b], K), on pose:

b

o Norme de la convergence absolue: ||f[|; = | [f(t)|dt.
a

b
e Norme de la convergence quadratique: ||f]|, = J [f(t)|2dt.

a

o Norme de la convergence uniforme: ||f||_ = sup [f(t)]
[0,1]

3. Norme produit: Si (Ei, [|.|[;)1<i<n sont des espace vectoriel normé , on peut définir sur le produit
n
cartésien, E = H Ei, la norme suivante, dite norme produit: ||(xi)1<i<nl|| = ,jmax [Ixill;-
- = Sisn

i=1

el

ESUMES

R
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e Une partie A C E est dite bornée dans (E, ||.||) si et seulement si
3R > 0 tel que ||x|]| < R, ¥x € A

Autrement dit, A C B(0g, R).

e Une f: X — (E, ||.||) est dite bornée si et seulement si f(X) est borne dans (E, ||.]|)
Autrement dit, IR > 0 tel que ||f(x)|| < R, ¥Vx € X

Do s

Une application f : (E, ||.||g) — (F, ||.]|)F est dite k-lipschitzienne si et seulement si
IF0) — fFY)lle < kllx —ylle, ¥x,y € E

Autrement dit: d(f(x), f(y)) < kd(x,y), Vx,y € E, dans ce cas f (B(x,R)) C B(f(x), kR)

A

e La somme de deux applications lipschitziennes est lipschitzienne.

e Le produit d’une application lipschitzienne avec une autre borne est lipschitzienne.

W) Quelques notions de topologie.

DR T

Soita € Eet U C E.

e On dira que U est un voisinage de a si r > 0 tel que B(a,r) C UW.

e On dira que U est un ouvert de E s’il est voisinage de tous ses points, i.e.

VYa € U, 3r> 0 tel que B(a,r) C U

e On dira que U est un fermé de E si son complémentaire U€ est un ouvert de E, i.e,

Vag U, Ir>0tel que Bla,r)NU =0

G

e ( et E sont la fois ouverts et fermés dans E.

e La réunion quelconque (méme infinie) d’ouverts est un ouvert.
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e L’intersection finie d’ouverts est un ouvert.
e La réunion finie de fermés est un fermé.

e L’intersection quelconque (méme infinie) de fermés est un fermé.

Do s

Soit U C Eet a € U.

e On dira que a est un point intérieur de U quand U est un voisinage de a, on écrit alors a € u.
e a € U< 3r>0tel que B(a,r) C U.

e U s’appelle I'intérieur de U.

A

Soit U une partie de E, on a les propriétés suivantes:

U est un ouvert de U.

U est le plus grand ouvert inclut dans U.

U est un ouvert si et seulement si U = 1.

° ng.=U.

Si V est une autre partie de E telle que U C V, alors ucv

el

Soit U C Eet a € E.

e On dira que a est un point adhérant U si et seulement si
Ve>0, onaB(a,e)NUF0
On écrit alors a € U.

e U s’appelle la frontiere de U.

A——

Soit U une partie de E, on a les propriétés suivantes:

e U est un fermé de E.
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U est le plus petit fermé de E contenant .

U est un fermé si et seulement si U = U.

e U=U.
e Si V est une autre partie de E telle que U C V, alors U C V
(u) ‘-ue.

G

L’adhérence d’une boule ouverte est exactement sa boule ferme associe.

B(a,r) =B(a,r), Vae U, Vr>0

RElii

Soit U une partie de E. On appelle frontiere de U, 'ensemble not U ou Fr(U) définie par la relation:
Fr(U) =T\ U

Plus précisément a € Fr(U) & Ve >0, onaB(a,e) NU 0 et B(a, &) N U #0

A

Soit U une partie de E, on a les propriétés suivantes:

e Fr(U) = X\ U¢. En particulier Fr(U) est ferme.

Fr(U) = Fr(Ue).
e U=UUFr(U).

Un ensemble est un fermé si et seulement s’il contient sa propre frontiere.
e Un ensemble est un ouvert si et seulement s’il est disjoint de sa propre frontiere.

e Un ensemble est la fois ouvert et fermé si et seulement si sa frontiere est vide.

Do s

On dit qu’une partie U de E est dense dans E, lorsque son adhérence est gal E tout entier. i.e, U = E.

En général, on dit qu'une partie U de E est dense dans une autre partie V de E, lorsque V C U.

A

Soit U, V deux parties de E, les propriétés suivantes sont équivalents:
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e U dense dans V.
eVx €V, Ve>0 UNB(x,¢e) #0.

e Vx €V, Ve>0, UNB(x,¢) contient une infinité d’éléments.

WY Notion de limite

e Suites convergentes

DemTon 9

Une suite (xy) valeur dans un espace vectoriel normé (E, ||.||) est dite convergente vers un élément x € E si
lim |[xn —x|| = 0. On écrit alors lim xn =%
n—-+oo n—-+oo

Dans le cas contraire, ou (x) n’admet pas de limite dans E, on dit qu’elle est divergente.

A

Soit (Xn,) une suite valeur dans un espace vectoriel normé (E, ||.||) et x € E. Les propriétés suivantes
sont équivalentes:

e lim x,=x.
n—-+oo

e lim d(xn,x)=0.
n—-+4oo

e Ve>0,0na (x,) C B(x, ), partir d’un certain rang.

G

Toute suite extraite d’une suite convergente, est aussi convergente et converge vers la méme limite.

rReoTme T

Caractérisations séquentielles. Soit A partie d’un espace vectoriel normé (E, ||.||) et x € E, on a les car-
actérisation suivante:

e X €A & I(xn) C Atel que lim xn =x.

n—-+oo

e A est ferme si et seulement si toute suite valeurs dans A qui converge, admet sa limite dans A.

A
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1 GENERALITES.

Soient (E, ||.||) et (F,||.||) deux espace vectoriel normé . Une suite (Xn,Yn) valeurs dans E X F converge
dans F X F si et seulement si (xy) converge dans E et (yn) converge dans F, dans ce cas

o Notion de limite en un point adhérant.

Do 10

Soient (E, ||.||) et (F,||.]]) deux espace vectoriel normé . Soit X une partie de E et f : X — F. Soit a € X
et £ €F.

On dit que f admet € comme limite en a si et seulement si ! lirrﬁ . ||[f(x) — £|| =0, on écrit alors
X—afl[—
lim f(x) =4¢
xXxX—a

A——

Avec les notations de la définition précédente, les propriétés suivantes sont équivalentes:

e lim f(x) =4

xXxX—a

. d(xl_llél)_}O d(f(x) —¢€) =0.

e Ve>0, Ir>0telque Vx € X, |[x —al <r = ||f(x) —¢|| < &.
e Ve>0, Ir> 0 tel que f(B(x,r) N X) C B(¥, ¢).

TResTeme 2

Caractérisation séquentielle de la limite. Avec les notations de la définition précédente, les propriétés suivantes
sont équivalentes:

e lim f(x) =¢.

xXxX—a

e Pour toute suite (xy) valeurs dans E qui converge vers a, on a lirJIrl f(xn) = L.
n—-+oo

Do 11

On définit la notion de limite infinie dans les cas suivants par:

e Sif:R— F etleF
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— On écrit que lim f=0<= lim |f(t) —¢|| =0.
n—-+oo n—-+oo
Plus précisément: Ve > 0, JA > 0 tel que Vt € R, on a: t > A = ||f(t) — £|| < &.
On écrit que lim f=€<= lim [|f(t) —¢||=0.
n——oo n——oo

Plus précisément: Ve > 0, JA <0 tel que Vt € R, on a: t <A = ||f(t) — || < &.
e Sif:E— R, eta€eF.

On écrit que lim f =400 & lim f(x) = +oo0.

x—a [[x—al|—0

Plus précisément: VA > 0, Je > 0 tel que Vx € E, on a: ||x — a| < e = f(x) > A.

On écrit que lim f= —oc0 & lim f(x) = —o0.
x—a [[x—al]|—=0

Plus précisément: VA <0, Je > 0 tel que Vx € E, on a: ||[x — a|| < e = f(x) < A.

e Relations de comparaison.

“Défmton 12

Soit Soient (E, ||.]|) et (F, ||.||) deux espace vectoriel normé , f: (E, ||.||) — (F,||.||) et a € E.

e On dira que f est dominée par g au voisinage de a si et seulement si 3M > 0, Ir > 0 tel que Vx €
B(a,r), ona: [[f(x)[| < M|lg(x)]|.

On écrit alors: f=4 O(g).

e On dira que f est négligeable devant g au voisinage de a si et seulement si Ve > 0, Ir > O tel que Vx €
B(a,r), ona: [[f(x)|| < e[lg(x)]]-

On écrit alors: f =4 0(g).

e On dira que f est équivalente g au voisinage de a si et seulement si f — g = 04(g).

On écrit alors: f ~4 g.

AN

Avec les notations de la définition précédente, on a les propriétés suivantes:

f=q O(1) & f est borne au voisinage de a.
VA #0,0naf=q O(g) & M =4 O(g) & f=q O(Ag). f=q O(1) (:>)}i_r}}1f=0.

VA #0,0n af=4 0(g) & M =q 0(g) & =4 0(Ag).

la relation ~ est une relation d’équivalence.
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2 ESPACES VECTORIELS NORMES DE DIMENSION FINIE.

Demon 15

Soit Soient (E, ||.||) et (F, ||.||) deux espace vectoriel normé , f: (E,||.||) — (F ||-]|) et a € E.

e On dit que f est continue au point a si et seulement si lim f(x) = f(a).
xXxX—a

e On dit que f est continue sur une partie X de E si et seulement si f est continue en tout point x € X.

I’ensemble de telles fonctions se note C(X, F).

I

e La somme et compose de fonctions continues est continue.

e Toute fonction polynomiale sur R™ est continue.

e Toute fonction lipschitzienne est continue.

e L’image réciproque d’'un ouvert de F par une application continue est un ouvert de E.

e L’image réciproque d’'un fermé de F par une application continue est un fermé de E.
Application: Soit f: E — R, «, B € R, alors:

o {x € E tel que f(x) > a}, {x € E tel que f(x) < a} et {x € E tel que a < f(x) < B} sont des ouverts.

o {x € Etel que f(x) > a}, {x € Etel que f(x) < a}et {x € E tel que x < f(x) < B} sont des
fermés.

e {x € E tel que f(x) = o} est un fermé, alors {x € E tel que f(x) & &} est un ouvert.

Espaces vectoriels normés de dimension finie.

pRP Suites de Cauchy

emton T

On appelle suite de Cauchy dans un espace vectoriel normé (E, ||.||), toute suite (xy, ) valeurs dans E, vérifiant
la propriété suivante: Ve > 0, Ing € N tel que Vp,q > np on a: |[xp —Xql| <€
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ésumes de cours:

/

R

2 ESPACES VECTORIELS NORMES DE DIMENSION FINIE.
Soit (xn) une suite valeurs dans E, les propriétés suivantes sont équivalentes:

e (xn) est de Cauchy.

e Ve >0, existsng € N tel que Vn > no,Vn € Non a: |[Xn4p — Xn|| < &

n—-+oo

RGeS

e Toute suite convergente est de Cauchy.

e lim <sup [Xn+p —Xn“) =0.
peN

e Toute suite de Cauchy qui admet une suite extraite convergente est aussi convergente.

Demon 15

un espace vectoriel normé E est dit complet (ou espace de Banach), si toute suite de Cauchy valeurs dans E,
converge dans E.

AL

R™ est complet.

TREGTemes

Si E est complet, et f: X — E lipschitzienne, alors f est prolongeable par continuité en tout point a € X.

G

Soit (xn) une suite valeurs dans E, et a € E, alors a est une valeur d’adhérence de (xn) <= 3(X¢(n)) suite
extraite de (xy,) telle que a = lil}rl Xo(n)
n——+oo

DeEmTon 10

Une partie X d’un espace vectoriel normé (E, ||.||) est dite compacte, si de toute suite valeurs dans X, on
peut en extraire une sous suite convergente dans X.

I

e Toute partie ferme d’une partie compacte est compacte.
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R

2 ESPACES VECTORIELS NORMES DE DIMENSION FINIE.

e Le produit d’'une famille finie de compacts est un compact.

e [’image d’un compact par une application continue est un compact.

CTREGTemeo

Théoreme de Bolzano-Weierstrass: Toute suite borne valeurs dans un espace vectoriel normé de dimension
finie posséde une valeur d’adhérence. Autrement dit, on peut en extraire une sous-suite convergente.

CTRESTeme T

Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, une partie est compacte si et seulement si elle est ferme
et borne.

pe) Connexité par arcs

DemTon 17

Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé et X C E.

e On appelle chemin dans X, toute application continue y : [0, 1] — X.

e On dit que X est connexe par arcs si pour tout x,y € X, Iy :[0,1] — X continue tel que y(0) =
X, Y(1) =Y.

AN——

e Une partie convexe est connexe par arcs.
e Les sous-espace vectoriel de E sont connexes par arcs.

e [image d’un connexe par arcs par une application continue est connexe par arc.

CTREGremes

Théoreme des valeurs intermédiaires: Une partie est connexe par arcs dans R si et seulement si ¢’est un
intervalle.

Demon 18

Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé et X C E. La relation définie sur E, par:
x,y € X, Iy :[0,1] — X continue tel que y(0) =x, y(1) =y

est une relation d’équivalence, dont la classe d’équivalence s’appellent composantes connexes de X.
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/

R

2 ESPACES VECTORIELS NORMES DE DIMENSION FINIE.

Pour tout x € X, sa classe d’équivalence se note C(x), et s’appelle la composante connexe de x.

A

Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé et X C E, on a les propriétés suivantes:

e Les composantes connexes de X sont des parties connexes de E, maximales pour l'inclusion.
e Les composantes connexes d’une partie de R sont intervalles maximales pour 'inclusion.

e Soit x € X et f: E — F continue, alors f(C(x)) C C(x), avec égalité si f est surjective.

En particulier, I'image d’une composante connexe d’un élément par une application continue surjective
est la composante connexe de 'image de cet élément.

ey Normes équivalentes.

Do 10

Deux normes N7 et N2 sur un espace vectoriel sont dites équivalentes si

Ja, B > tel que aN7(x) < N2(x)BNq(x) Vx € E.

R

Dans un espace vectoriel normé , les notions suivantes sont intrinseques et ne dépendent pas du choix de
la norme entre des normes équivalentes:

e Les notions de voisinage, ouvert, fermé, adhérence, frontiere, densité.

e Les notions de suites ou applications bornées.

La notion de suite de Cauchy.

e La convergence d’'une suite ou l'existence de la limite d’une application en un point adhérant.

La limite d’une suite convergente et celle d’une application en un point adhérant.

La continuité et la notion d’application lipschitzienne.

TRESTeme g

Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

)
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R

3 NORMES SUBORDONNES

Normes subordonnes

Demon 20

Soit (E, ||-]|) et (F,||.||]) deux espace vectoriel normé , ’ensemble des applications linéaires continues de E
vers F se note L.(E,F), sur lequel on définit la norme note |||.|||, appelle norme subordonnes aux normes
1)l

[l

celles de E et F, définie par la relation suivante: |||f||| = sup
X

A

Soit (E, ||.||) et (F, ||-]|) deux espace vectoriel normé , f € L.(E, F), on a les propriétés suivantes:
o [[Iflll= sup [[f(x)]| = sup [[f(x)]|.
[Ix]=1 [IxII<1
o [IFGII < If[[IIx]| Vvx € E.

o [Ifoglll < IlIflllllg]]l pour tout g € L(G, E), avec G un espace vectoriel normé .

En particulier, dans L. (E), la norme subordonne est une norme d’algebre.

CTResTeme 10

En dimension finie (départ et arrivée), toutes les applications linéaires, bilinéaires, multilinéaires sont con-
tinues.

A

Dans M (R), on a: [[|Alll, = [[I*Alll; = VII*AA][l

)
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R

1 DIFFERENTIELLE D'UNE APPLICATION

Calcul Différentiel

Blague du jour

gramme démocratique:

ithmes...

Pendant une conférence de presse tenue la Maison Blanche, le président George W.Bush
accuse les mathématiciens et les informaticiens des états- Unis de promouvoir le pro-

Tous les départements de mathématiques, ou du moins d’informatique proposent une in-
troduction aux AlGore-ithmes, déplore-t-il. Mais pas un seul enseigne les GeorgeBush-

Hermann Amandus Schwarz (1843-1921)

Mathématicien allemand. Ses travaux sont marqués par une forte interaction entre I’analyse et la géométrie.

Il a travaillé sur des sujets allant de la théorie des fonctions a la géométrie différentielle en passant par le

calcul des variations.

différentielle d'une application

Il déerivation vectorielle.

“Bémton T

Soit f: I — E o I est un intervalle de R et E un espace de Banach. Soit tg € I. On dit que f est dérivable

au point to si et seulement si lim
t—to t—+to

de f au point to.

A

f(t) — f(to) . , , : ey
————— existe dans E, qu’on note par f/(to) et qu’on appelle dérivée

ol Np USIOIIRWIYICIN
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R

1 DIFFERENTIELLE D'UNE APPLICATION

pa,

Une application f: TCR — RP est dérivable en un point tg € I si et seulement si toutes
t o— (fi(t),--- , fp(t))
ses applications composantes fi : I — R sont dérivables en to, dans ce cas f'(to)) = (f7(t),--- ,f]’J (t)).

R

e Toute fonction dérivable en un point y est continue, la réciproque est notamment en général fausse.

e L’application vectorielle I CR — R? est dérivable en un point tg € I
OM() =x(t]7 + (7
t — OM(t) =x()1 +y(t)]
si et seulement si les applications coordonnes t — x(t) et t — y(t) sont dérivables au point to, dans
dO

ce cas: T)/(to) = (to) = X(to)—i) + y(t0)7~

Do

Soit f: I C R — RP et k € N*

e Par récurrence on définit la dérivée k™ de f au point to € I de la faon suivante:

f est k-fois dérivables au point to si et seulement si f est (k — 1)-fois dérivable au point to et f(x—1)

dérivable au point tg, dans ce cas on pose
’
£ (t) = (f(kq)) (to)

e On dira que f est de classe C¥ sur I si elle est k-fois dérivable sur I, avec f(¥) continue sur I, ensemble
de telles fonctions se note C¥(I, E).

e On dira que f est de classe C* sur I si elle indéfiniment dérivable sur I, I’ensemble de telles fonctions
se note C*° (I, E).

AN

Soient f,g: I CR — EA € Ket k € N*.

e Sifet g sont de classe C* sur I, alors f + Ag est aussi de classe C¥ sur L.
En particulier, C¥(I, E) est un K-espace vectoriel .

e Sifet g sont de classe C* sur I, alors f + Ag est aussi de classe C* sur L.
En particulier, C*°(I, E) est un K-espace vectoriel .

CTREGTeme T

Formule de Leibniz générale. Soient f,g : I C R — RP de classe C" sur I et B : E X E — F (Banach)
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R

1 DIFFERENTIELLE D'UNE APPLICATION

bilinéaire, alors I’application I est de classe C¥, avec
t

— F
—  B(f(t),g(t))

(B(f(t),g())™ =} ( . ) B (f¥(1),0™ (1) .

k=0

CTREGTeme T

Inégalité des accroissements finis. Soient f : [a, b] C R — RP continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[ telle
que ||f’(t)]| < k sur ]a, b, alors ||f(b) — f(a)|| < k|b — al.

i) Notion d’application différentiable.

Rl

Soit f: U C R™ — RP o U un ouvert de R™ et a E_)U.. On dit qugf est différentia_k;le au point a s’il ex_i)ste
une application linaire £ € L(R™, RP) tel que f(a+h)—f(a) =€(h)+o(||h||), Vh € R" tel que a+h €
u.

- -
L’application linaire (qui est unique) £(h) s’appelle la différentielle de f au point a applique au vecteur h
et se note dfy(h), ainsi on a:

fla+ M) —f(a) = dfa(N) + o(HTZ) ), VR € R™ tel que a + T € .

A

e La notion de différentiabilité sur R généralise celle de la dérivabilité, plus précisément si f: I C R —
RP et a € I, alors f est différentiable au point a si et seulement si f est dérivable au point a avec
dfy(h) = h.f’(a), Vh € R.

e Toute fonction dérivable en un point y est continue, la réciproque est notamment en général fausse.

e Soit une application linaire f : R™ — RP, alors f est différentiable en tout point a € R"™, avec df, = f.

G

Soit f,g : U C R* — RP, A € Ret a € U. Sif et g sont différentiables au point a, alors f 4+ Ag
est différentiable au point a avec

), VT{ € R"™.

AN
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R

1 DIFFERENTIELLE D'UNE APPLICATION

Soit f: U C R* — RP, g : V C RP — R9 tels que U et V ouverts et f(U) C V. soit a € UW.
Si f est différentiable au point a et g est différentiable au point f(a), alors g o f est différentiable au point

a avec - —s _
d(g o f)a(M) = (dg)e(a) 0 dfa(W), VI € R™

WY Matrice Jacobienne

Bemon T

Soit f: U C R™ — RP différentiable en un point a € U, sa matrice Jacobienne au point a est la matrice
note Jaof € My n(R), définie par la relation:

Juof = Mp g/ (dfy)

o B, B’ sont respectivement les bases canoniques de R™ et RP.

G

Soit f,g : U C R™ — RP, A € Ret a € U. Si f et g sont différentiables au point a, alors f + Ag
est différentiable au point a avec
Ja(f +2Ag) = Taf + ATag

A

Soit f: U C R*™ — RP, g:V CRP — RY tels que U et V ouverts et f(U) C V. soit a € U.
Si f est différentiable au point a et g est différentiable au point f(a), alors g o f est différentiable au point
a avec

Jalgof) = Tt(a)9 + Taf

A

Soit f: U C R™ — R" différentiable en un point a € U, alors Jof € M, (R), dont le déterminant
s’appelle le Jacobien de f au point a.

)
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pa,

2 DERIVEES PARTIELLES.

dérivées partielles.

e dérivée suivant un vecteur

el

Soit f: U CR™ — RP, a € Uet Tt € R™\ {0}, alors 3¢ 0 tel que a + th € U Vi € [—e, €].

H
On dit alors que f admet au point a une dérivée suivant le vecteur h sila fonction @ : [—e,e] — RP
H
t — f(a+th)
est dérivable en 0, on pose alors

H
Df(a) = (@)’ (0) = ,}Eﬁ% f(a+ﬂl) —f(a)

_)
qu’on appelle dérivée de f au point a suivant le vecteur h.

Do 6

Soit f: U C R"™ — RP, a € Uet (e_1), cee ,a)) la base canonique de R™. On dit alors que f admet au
point a une dérivée partielle par rapport x; si et seulement si Dg;f(a) existe, dans ce cas on pose;

of(a)

=Daf(a
axi & ( )
. A .. of(a) . -
e Soit f:UCR®™ — RPeta=(aj,---,an) € U La dérivée partielle s’obtient en dérivant la
i
fonction t — f(aq,---,ai_1,t, air1,--+,an) au point a;, c’est dire: on fixe n — 1 variables et on

dérivée par rapport I'autre variable.

e Sif:U CR"™ — R et continue en a et admet des dérivées partielles au au voisinage de a, alors
Xi

le Théoreme des Accroissements Finis (TAF) s’écrit

(a + aey), tel que x €10, t[.

of
f(a+te_€)—f(a)=ta

1

G

Sif: U C R"™ — RP est différentiable en un point a € U, alors f admet en a une dérivée suivant
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R

pa,

2 DERIVEES PARTIELLES.

tout vecteur h € R"™, avec .
dfq(h) = Dyf(a)

En particulier f admet des dérivées partielles en a.

pid Fonctions de classe C'.

el

Une application f: U C R™ — RP est dite de classe C' en un point a € U, si f admet au voisinage de a
une dérivée suivant tout vecteur h € R™, D:f, continue en a.

L’ensemble des applications de classe C! sur U se note C' (U, RP).

TReoTeme s

Sif: U C R™ — RP admet au voisinage de a € U des dérivées partielles

toutes continues en a, alors

Xi
f est de classe C', avec
X of — L =
Dyf(a) =) —hi, V=) hie
i=1 t i=1

CTREGTeme T

Sif:U CR™ — RP est de classe C! en a, alors f est différentiable en a avec

-, « of —
dfa(h) =) ——hi, Vh =3 hiel
1

i=1 i=1

G

e Sif,g: U CR™ — RP sont de classe C! sur U et A € R alors f + Ag est de classe C! sur U, avec

) of dg
f+Ag)= A——, Vie{l,---,
axi( * g) axi * aXi t E{ Tl}

Ainsi C' (U, RP) est muni d’une structure de R-espace vectoriel .

e La compose de deux applications de classe C! est aussi de classe C'.

CTREGTeme D

Théoréme de composition. Sif: U C R™ — RPestdeclasseC'et y: ICR — U
t — y(t) = (x1(t), -+ ,xn(t)
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R

2 DERIVEES PARTIELLES.

un chemin inclut dans U dérivable, alors f oy : I — RP est dérivable, avec

ke of
(Foy)'(t) = Y x/(t)

i=1

(v(¥))

axi

CTREGTemeD

Changement de variables. Sif: U C R?> — RPet @: VCR? — U sont de classe C', alors
(wv) — (x,y)

g(u)V) =fo (P(UaV) = f(x)y)

est de classe C!, avec

99 _ ox df 2y of
du  du dx du a?
0g _ ox of 9y o
v dv ox v Jy

R

Coordonnes polaires. Si on pose x =rcos0,y =rsin0 et g(r,0) = f(x,y), alors:

99 of , of
- = cos®O — + sin®@ —
or ox a¥
dg . of 0
— = —Trsin® — +4+ 7rcos® —
ov ox dy
) . : of :
En résolvant ce systeme d’inconnues x et ddfy, on obtient:
X
of dg sin® 0g
— = cos® — — —
g%g gr T 0
. g cos 6 g
— = sin®@ — -+ —
dy or T 00

CTREGTeme T

Inégalité des accroissements finis: Si f : U C R™ — RP est de classe C' tel que IM > 0 vérifiant
— — -
dea(h)H <Xk, Vae U Vh € R™ tel que a + h € U, alors

o+ o] < ]

TReoTeme s

Inégalité des accroissements finis: Soit f : U C R™ — RP est de classe C! ot U ouvert connexe par arc,
alors
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2 DERIVEES PARTIELLES.

f est constante si et seulement si df, =0, Va € U.

Bemon S

On rappelle d’abord que pour toute forme linéaire @ : R™ — R, il existe un unique vecteur qd e

R™ tel que (p(TL)) =d Tl)

En particulier, si f : U C R™ — R est différentiable en a € U, alors df, est une forme linaire sur R™,

pour laquelle il existe un unique vecteur not gradf(a) tel que:
— -
dfa(h) = gra(_i?f(a).h

gra(_i?f(a) s’appelle le gradient de f au point a.

A

n

— —
Soit f: U C R™ — R de classe C', pour tout a € U, h = Zhia € R™, on a: dfy(h) = Z
i=1

ainsi on conclut que:

of
gradf(a) = ) —ei

n
3 Oxi

1

A

Soit f,g : U C R™ — R de classe C' et A € R, alors f + Ag et fg sont de classe C', avec

grad(f + Ag)(a) gradf(a) + Agradg(a)
grad(f - g)(a) g(a) - gradf(a) + f(a)-gradg(a)

DemTon 9

~of
—hi.)
o 0%

Soit f : U C R™ — R de classe C', on appelle point critique ou stationnaire de f, tout point a € U

@f(a) =6).

)
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3 DERIVEES D’ORDRE SUPERIEURES.

dérivées d’ordre supérieures.

KB Fonctions de classe C~.

Bemton 10

On dit que f: U C R™ — RP est de classe C2, si toutes ses dérivées partielles existent et sont de classe C'.

2% d <6f> 2%f D <6f>
xdy ox \dy/ ' (dx)2 dx \dx

On pose alors

CTREGTeme g

H
Formule de Taylor-Young l'ordre 2: Si f: U C R™ — RP est de classe C2, alors pour tout a € U, h =
n
H
Zhie_i) tel que a + h € U, on a:

i=1

n 2
f(a+ﬁ’)=f(a)+Zhi::(a)+ v
i=1 i

En particulier, il existe une application bilinéaire B : R™ x R™ — RP tel que :

fla+ ) —f(a) = dfa(N) + B(W, 1) + 0 (H‘—‘)H)

L L

Théoreme de Schwarz: Si f: U C R™ — RP est de classe C2, alors pour tout a € U, on a:

0%f o%f
a) =
0x0y dyox

(a)

CTREGTeme T

Formule de Taylor—Young_l}’ordre 2 en dimension 2:_>Si f: U C R?2 — RP est de classe C2, alors pour tout
(a,b) eU, h=xi +yj €R?tel que (a,b) +h=(a+x,b+1y) €U, ona:

)
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3 DERIVEES D’ORDRE SUPERIEURES.

2 2 2

of of 0 o-f o-f
f(a+x)b+y)_f(a)b) =x—(a)b)+y_(a)b)+x2 (a)b)+2xy—(a)b)+yz (a)b)+0(x2+y
ox dy (ox ox0y

(0y)?

R

En un point critique (a, b), la formule précédente devient:

2 2 2

02f 02f
f b —f(a,b) =x? ,b) +2 b 2 ,b 2 &
(a+x,b+y)—"f(a,b)=x (ax)z(a ) + xyaxay(a )+y (ay)z(a ) +o(x* +y*)

kW) [ xtrema des fonctions réelles.

Do 1

Soitf:UCR"™ — Retae U:

e On dit que f admet au point @ un minimum local, s’il existe un voisinage de a, V C U tel que f(a) <
f(M), VM € V.

e On dit que f admet au point @ un minimum local strict, s’il existe un voisinage de a, V. C U tel que f(a) <
f(M), VM € V.

e On dit que f admet au point @ un maximum local, s’il existe un voisinage de a, V- C U tel que f(a) >
f(M), VM € V.

e On dit que f admet au point @ un maximum local strict, s’il existe un voisinage de a, V. C U tel que f(a) >
f(M), VM € V.

e On dit que f admet au point a un extremum local, s’il admet en @ un minimum ou maximum local.

e On dit que f admet au point a un extremum local strict, s’il admet en @ un minimum ou maximum
local strict.

CTREGTeme T

Sif:U CR™ — R de classe C' et admet en a € U un extremum local, alors

gradf(a) = 0.

A

La réciproque du théoreme précédent est en général fausse, toute fois on a le résultat suivant:

CTREGTeme T8

pa,
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3 DERIVEES D’ORDRE SUPERIEURES.

_)
Soit f: U C R? — R de classe C! et (a,b) € U tel que gra?lf(a) = 0 (point critique), on pose

o2f (@b) 0%f ) 0%f
r= a, y $= a, P =
0xdy (0x)2 (0y)2

(a,b).

e Sir? —st<0ets>0,alors f admet en (a,b) minimum local strict.

e Sir? —st<0ets<O0,alors f admet en (a,b) maximum local strict.
Dans les deux cas, on dit que (a, b) est un point elliptique.

e Si T2 —st> 0, alors f n’admet pas en (a,b) d’extrémum local, car f(x,y) — f(a,b) change de signe
au voisinage de (a,b).

On dit que (a, b) est un point hyperbolique, point col ou selle.

e Si 12 — st =0, on ne peut rien dire. On dit que (a,b) est un point parabolique.

CTResTeme T

Extrema liés: la regle des multiplicateurs de Lagrange: Soit f: U C R®™ — Retfi: U — R, 1 <i<p
de classe C'. Soit V = {x € U tel que f; =0, V1 < i < p}. Si flv admet un extremum local en un point

a €V, alors
P

3(Ai)1<i<p tel que gradf(a) = Zgra fi(a).

i=1

Les coefficients (Ai)1<i<p s’appellent les multiplicateurs de Lagrange au point a.

kJ) Fonctions de classe C*, ou k € N U {co}.
Bammon 12

e Une application f : U C R™ — RP est dite de classe C® en un point a € U, si elle est continue en ce
point.

e Soit k € N*, une application f : U C R™ — RP est dite de classe C¥ en un point a € U, si f admet

toutes de classe C¥~1 en a.

au voisinage de a des dérivées partielles
Xi

e Une application f: U C R™ — RP est dite de classe C* en un point a € U, si f est de classe C* en
a, Vk € N.

e L’ensemble des applications de classe C* sur U se note C*¥(U, RP), en particulier

C>(W,RP) = (] C*(U,RP).
keN

I
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3 DERIVEES D’ORDRE SUPERIEURES.

e Sif,g: U CR™ — RP sont de classe C¥ sur U et A € R alors f + Ag est de classe C* sur U, ainsi
C*(U,RP) est muni d’une structure de R-espace vectoriel .

e La compose de deux applications de classe C¥ est aussi de classe C¥.

Y C*-diffécomorphismes.

Do 13

Soit U et V deux ouverts de R™ et k € N*, on appelle C*-difféomorphisme de U sur V, toute application
bijective f : UL — V tel que f et £~ soient de classe C¥.

Pour k = 0, on parle plutot d’homéomorphisme.

S

Rappelons le résultat suivant:

Si I et J sont deux intervalles de R et f : I — J continue bijective, alors = est continue, donc f est un
homéomorphisme.

TREsTeme 15

Théoreme d’inversion locale: Soit U ouvert de R™, k € N*, f : U — RP et de classe C¥. Si det (J¢(a)) #0
en un point a € U, alors il existent Uy voisinage ouvert de a dans R™, V7 voisinage ouvert de f(a) dans
RP tel que f soit un C*-difféomorphisme de Uy sur V.

TRESTeme 16

Théoreme d’inversion globale: Soit U et V deux ouverts de R, k € N* et f : U — V bijective et
de classe C¥, alors:

f est un C*-difféomorphisme de U sur V si et seulement si det (J¢(a)) 0

Dans ce cas
(dfg) ' =d(f N¢a), Yae U

CTREGTeme T

Théoreme des fonctions implicites: Soitn > 2et f: U C R™ — RP de classe C¥. Soita = (ay,--- ,an) €

of
U tel que f(a) = 0 et a—(a) # 0, alors ils existent Uy voisinage ouvert de a’ = (a,--- , an_1) dans
Xn

R™ T et I intervalle ouvert de R contenant a, et @ : U; — I de classe C* tels que, Vx € V7, Yy € I, on

a.:
flx,y)=0&=y=0(x)
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3 DERIVEES D’ORDRE SUPERIEURES.

A

Cas particulier du théoreme des fonctions implicites. f : U C R? — R de classe C* et (a,b) €
of

U tel que f(a,b) =0 et a—(a,b) =0, alorsde; >0,e2>0et @ : I =la—e7,a+¢ex[— J=]b—e2, b+ g3
X

de classe C¥ telles que Vx € I, Yy € J, on a: f(x,y) = 0 &= y = @(x). En particulier les courbes
d’équation y = @(x) et f(x,y) = 0 coincident au voisinage du point (a,b) dont ont méme tangente:

x— ) (0, 0) + (w—10) 2 (0, 1) - 0
ox Jy

Ainsi, en posant A = (a,b) et M = (x,y), la relation devient graaf(A) - MA = 0, clest a dire que
graaf(a, b) (quand il est non nul) est orthogonal au point (a,b) I’équipotentielle d’équation f(x,y) = 0.

)

myismail.chez.com




ésumes de cours:

/

R

\NI§ PSI-TSI

1 FORMES LINEAIRES

apitre

Blague du jour ~

® Quelles sont les fonctions les plus homogenes, mais les moins sérieuses des
mathématiques?

-Réponse: les polynémes du second degré.

e Comment faire entrer un éléphant dans un frigo par les analystes?

-Réponse: Différenciez-le et faites-le entrer dans le frigo. Puis intégrez-le, toujours dans
le frigo.

James Joseph Sylvester (1814-1897)

Mathématicien et géometre anglais. Il a travaillé avec Arthur Cayley sur les formes algébriques, partic-
ulierement sur les formes quadratiques et leurs invariants et la théorie des déterminants. Il a introduit le
terme de matrice et la fonction indicatrice d’Euler. Il a regu la Royal Medal et la Médaille Copley.

Dans tout le résumé K désigne R ou C, et E un K-espace vectoriel de dimension finie gale n.

Formes linéaires

1.1

“Béfmton T

On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire @ : E — K. L’ensemble LiE, K des formes linéaires
sur E, se note E* et s’appelle le dual de E, c’est un K-espace vectoriel de méme dimension que E.

“Défmition s

ormes lineaires et yperplans

.IHOF Np uadIjetwIY IR

)
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1 FORMES LINEAIRES

On appelle hyperplan de E tout sous-espace vectoriel H de E, vérifiant dimH = dimE — 1.

TResTeme T

Si H est un hyperplan de E et xo € H, alors E = H & Kxo.

TRESTeme T

e Si @ est une forme linéaire non nulle sur E, alors ker ¢ est un hyperplan de E.

e Inversement, si H est un hyperplan de E, alors il existe ¢, une forme linéaire non nulle sur E,
tel que H = ker ¢.

Lk

Si @ et P sont deux formes linéaires non nulles sur E tel que ker @ = ker, alors IA 0 tel que @ = Ap.

A

Si B = (e7,--+,en) est une base de E et @ une forme linéaire non nulle sur E, alors pour tout x €
n

E tel que x = inei, ona@(x)=aixy +-+-+ anxn, ol a; = @(e;)
i=1

Ainsi, dans une base fixe, tout hyperplan H de E a une équation de type:

H:aix;1+--+ anxp =0

Cette équation est unique, a une constante multiplicatives pres.

1WA Base duale

AL

Etant donné un vecteur e non nul d’'un espace vectoriel E, il existe une forme linéaire @ sur E telle que

p(e)=1.
En particulier, le vecteur nul est le seul vecteur de E sur lequel toutes les formes linéaires sont nulles.

TResTeme 5

Soit B = (e1,-+- ,en) est une base de E, alors il existe une unique base (@1, @2, ..., @n) de E*, vérifiant:

@i(ej) = 65 = 1 sii=j (Symbole de Kronecker)
0 sii#j

On pose @; = e} et B* = (e],-- -, e}) s’appelle la base duale de B dans E*

n
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1 FORMES LINEAIRES

A

Si B = (e1,-++,en) est une base de E, alors sa base duale B* = (e7,---,e}) dans E*, est définie
n

par la relation suivante: Pour tout x = Z xiei, on a: ef(x) = x;.

i=1

) Codimension et équations d’un sous-espace vectoriel

Do s

Soit F un sous-espace vectoriel de E, sa codimension est l'entier naturel not codimF, défini par la relation
suivante: codimF = dim E — dim F.

TResTeme o

Soit F un sous-espace vectoriel de E tel que dim F = p, alors il existe n — p formes linéaires indépendantes

n
(@1,92,...,9n_p) dans E* tel que : F= [ ker @;.

Tout sous-espace vectoriel F de E tel que dimF = p, admet n — p équations indépendantes de la forme:

0

aj1x] + e+ A1nXn

Qn_p,1X1 + -+ + On_pnXn = 0

A

Tout sous-espace affine F de E tel que dim F = p, admet n — p équations indépendantes de la forme:

b,

anxy + -0 + A1nXn
F:

An_paX1 + -+ + An pnXn = bn,

L

Soit B = (e1,ez2,...,ep) une famille d’éléments de E et u I'application linéaire de E* dans KP, définie par
la relation suivante:
u: B — KP
¢ — (¢pler),plez),...,p(ep))

On a les résultats suivants:

e 1g(B) =rg(u).
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e (e1,e2,...,ep) est libre dans E si et seulement si u est surjective.
e (e1,e2,...,ep) est génératrice dans E si et seulement si u est injective.
e (e1,ez,...,ep) est une base de E si et seulement si u est un isomorphisme.

TReoTeme s

Soit C = (@1, ®2,..., @p) une famille d’éléments de E* et u I'application linéaire de E dans KP, définie par
la relation suivante:
u: B — KP
x — (@1(x), @2(x), ..., 0p(x))

On a les résultats suivants:

e 1g(C) =rg(u).

* (@1,92,...,9p) est libre dans E* si et seulement si u est surjective.
o (@1,92,...,9p) est génératrice dans E* si et seulement si u est injective.
* (@1,92,...,9p) est une base de E* si et seulement si u est un isomorphisme.

TRESTeme g

Soit @, @1,+++ , @p des formes linéaires sur E, on a le résultat suivant:

P P
ﬂ ker @i C ker @ = 3(Ai)1<i<p € KP tel que @ = Z?\i(pi

i=1 i=1

WY Applications

o Systemes linéaires

TReGTeme 10

P
Soit (Hy, Hz, ..., Hp) des hyperplans de E, alors F = (| H; est un sous-espace vectoriel de E tel que dimF >
i=1
n — p et codimF < p, avec égalité si et seulement si les Hi sont définis par des équations linéairement
indépendantes.

TReGTeme T
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2 FORMES QUADRATIQUES

L’ensemble de solutions du systéme linéaire

anx; + -+ 4+ QnXn = 0
S: :
api1x1 + <+ 4+ ApnXxn = 0

est un sous-espace vectoriel F de K™ tel que dimF > n — p et codimF < p, avec galit si et seulement si les
quations de & sont linéairement indépendantes.

TREsTeme 12

L’ensemble de solutions du systéme linéaire

a1y + -+ +  QinXn b1

apaX1 + -+ + QpaXan = by

est un sous-espace affine F de K™ tel que dim F > n—p et codimF < p, avec égalité si et seulement si les
équations de S sont linéairement indépendantes.

o Base antidualé‘

Soit (@, @1, , @n) une base de E*, alors il existe une unique base (e1, ez, ..., en) de E telle que @; = e7.
(e1,e2,...,en) s’appelle la base antiduale de (@, @1, , @n).

Formes quadratiques

Dans toute la suite de ce résumé K désigne le corps rel R, et E un R-espace vectoriel de dimension finie gale
n.

pl® Généraliteés

Do T

Soit p: EXE — K
xy) — dx,y)
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2 FORMES QUADRATIQUES

e On dit que ¢ est bilinéaire si elle vérifie les deux propriétés suivantes:

~ ¢(x1 +Ax2,Y) = d(x1,Y) + Ad(x2,Y), VA €K, V(x1,%x2,y) € E3.
— d(x,y1 +AyY2) = d(x,y1) + Ad(x,yY2), VA € K, V(y1,Y2,x) € E3.

Autrement dit:

— Pour x € E fixé, 'application partielle associe ¢px: E — K est linéaire.
y — dx(y) = d(x,y)

— Pour y € E fixé, 'application partielle associe ¢y : E — K est linéaire.
x — dy(x) =d(x,y)

e On dit que ¢ est symétrique si elle vérifie la propriété suivante:

¢(X>y) - d)(y)x)) V(ny) S Ez-

Autrement dit: ¢y (y) = by (x), V(x,y) € E2,

G

e L’ensemble des formes bilinéaires sur E est un K-espace vectoriel .

e [’ensemble des formes bilinéaires symétriques sur E est un K-sous-espace vectoriel de celui des formes
bilinéaires.

“Défmitions

On appelle forme quadratique sur E, toute application q : E — K telle que, ’application ¢ définie par la
relation suivante: ¢p: EXE — K soit bilinéaire.

(xy) — 3(qx+y)—qx) —q(y))

¢ s’appelle forme polaire associe q, elle est symétrique par construction.

A

e L’ensemble des formes quadratiques sur E est un K-espace vectoriel .

e Toute forme quadratique sur E vérifie les deux propriétés suivantes: q(Og) = O et q(Ax) = A%q(x), Vx €
E, VA e K.

CTREGTeme T

Soit ¢ : E X E — K une forme bilinéaire symétrique, alors ’application q définie par la relation suivante:
q: E — K est une forme quadratique sur E, vérifiant les égalités suivantes dites de polarisation:
x — ¢(x,x)

b(x,y) = %(q(X+y) —q(x—1y))
3(q(x +y) — q(x) — q(y))
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TREsTeme 15

L’application qui une forme bilinéaire symétrique ¢ associe la forme quadratique q : x — ¢(x,x) est un
isomorphisme d’espaces vectoriels.

CTREGTemeTo

Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique, et q sa forme quadratique associe. Soit B = (e7,--- , en) une base
de E, on pose
M = (Pp(ei, €j))1<ij<n matrice de ¢ dans la base B

Pour tout (x,y) € E? de coordonnés respectifs X, Y € My 1(K) dans la base B, on a:
d(x,y) = X-MY | q(x)="X-MX
M s’appelle la matrice associée ¢ et ( relativement a la base B et se note

Mp(d) = Mz(q)

L

Les matrices d’'une forme bilinéaire symétrique ¢ et de sa forme quadratique associe ¢ dans deux bases
différentes sont équivalentes, en particulier ont méme rang.
Ce rang commun s’appelle le rang de ¢ et q et se note rg(P) et rg(q).

Plus précisément si B et B’ sont deux bases de E, M = Mg(p) et M’ = Mg/ (b) et P=Pg_,5/, on a:

M’='P.M.P

A

Expressions analytiques: Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique, et ¢ sa forme quadratique associe. Soit
B=(ey,---,en) une base de E, on pose M = (M j)1<i,j<n leur matrice relativement la base B.
Pour tout (x,y) € E? de coordonnes respectifs X = (xi)1<i<n, Y = (Yi)1<i<cn € My 1(K) dans la base

B, on a:
d(x,y) = Z mi jXiy;
1<ij<n
n
2
q(x) = Zmi,ixi+2 Z ™M jXiX;
i=1 1<ij<n

La méthode de dédoublement d’indice permet de retrouver ’expression analytique de ¢ partir de celle de q,
en remplagant xi2 par xiyi et XiX;j par @%’i

)

myismail.chez.com




MP-PSI-TSI

ésumes de cours:

/

R

2 FORMES QUADRATIQUES

) Formes quadratiques non dégénérées.

Do o

Soient ¢ une forme bilinéaire symétrique et q sa forme quadratique associe.

e On dira que ¢ et q sont positives si et seulement si q(x) = d(x,x) > 0,Vx € E.
e On dira que ¢ et g sont définies si et seulement si q(x) = d(x,x) =0 = x =0g,Vx € E.
e On dira que ¢ et q sont dégénérés si et seulement si Ix € E tel que x #0 et db(x,y) =0, Vy € E.

e On dira que ¢ et g sont non dégénérées si et seulement si Vx € E,on a ¢p(x,y) =0, Vy e E = x =
Og.

CTREGTemeTs

Inégalité de Cauchy-Schwarz. Si ¢ une forme bilinéaire symétrique positive et ¢ sa forme quadratique associe,
alors:

b (x,y)I* < q(x) - q(y)

Si de plus, ¢ est définie, alors on a galit si et seulement si {x, Yy} est lie.

A

Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique, on a les rsultats suivants:

o ¢ est dégénérée si et seulement si Ix =/ O tel que px = 0.

e Si ¢ est non dégénérée, alors ’application E — E* est un isomorphisme d’espace vectoriel .
X — Ox

Do T

Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique et q sa forme quadratique associe. On appelle noyau de q le
sous-espace vectoriel de E, not ker q défini par la relation suivante:

ker q = {x € E tel que d(x,y) =0Vy € E}

TREsTeme 1o

Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique, q sa forme quadratique associe et et M leur matrice dans une base
B de E. Soit x € E et X € My 1(K) les coordonnés de x dans B, alors

x €kerq & X € ker M
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TResTeme 20

Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique, q sa forme quadratique associe et M leur matrice dans une base fixe
de E. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

q est non dégénérée.

ker q = {0}

rgM =n.

e M est inversible.

pe) Orthogonalite.

Do s

Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique et ¢ sa forme quadratique associe.

e On dit que deux éléments de E, x et Yy sont q-orthogonaux si et seulement si ¢ (x,y) = 0.

e Soit F un sous-espace vectoriel de E, on appelle le g-orthogonal de F, le sous-espace vectoriel de E, note
F+ ou F°, défini par la relation suivante:

F° ={x € E tel que ¢p(x,y) =0, Yy € F}

G

Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique et q sa forme quadratique associe. Soit x € E. Si g est en plus non
dégénérée, alors
b(x,y)=0Vx € E = x = O¢.

Autrement dit: EL = {Og}.

CTREGTemeaT

Toute forme quadratique g admet au moins une base orthogonale B, dans ce cas My (B) est diagonale.

TReoTeme 22

Loi d’inertie de Sylvester. Toute forme quadratique (, se décompose sous la forme

e

q

qx) =Y f2(x)—> gi(x)

i=1 i=1

ou fi et gi sont des formes linéaires linéairement indépendantes. Le couple (p, q) est unique, s’appelle
signature de q et vérifie p + q = rg(q).
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A

Décomposition de Gauss d’'une forme quadratique en somme de carrés. Soit une forme quadratique q non

nulle, d’expression analytique:
q(x) = Z aux +2 Z aijXiX;
1<ij<n

e 1ér cas: i tel que ay; # 0, par exemple a1 0, alors

q(x) = axi+x1B(xz2,-++ ,xn) + Cx2, -+ ,Xn)
B(xz, %) | B(x2,,xn)?
= a(x1 +T) + C(x2,++ ,Xn) — —H7
= aXf+qi(xz,--+ ,Xn)
e 2eme cas: Viai; = 0 et 31 +j tel que aij # 0, par exemple aq2 # 0, alors
q(x) = aX1Xz4—X1B(X3,--- yXn) +%2C(x3,- -+ ,xn) + D(x3,- -+ ,Xn)
= a(x.l + XS»“»Xn ) <X2+ XS»“»Xn)) ( E) X3, ;X )
2
= 4(x1+x2+B+C) 4( S B) +QZ(X3>"'axn)

= MXZ+2A2X3+ q2(x3,-+ ¢ ,Xn)

Puis on reprend la méme discussion sur les coefficients des formes quadratiques q1(X2,+++ ,Xn) ou
q2(x3,+++ ,Xn)

)
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Coniques-Quadriques

Blague du jour ~

- Deux canards sont sur une rive, ils se regardent. L’un dit: ” Coin Coin !!” L’autre
dit: ” Ben merde! Jallais dire la méme chose!!”

-Comment fait-on aboyer un chat? On lui donne une tasse de lait et il la boit!

Salon de l'auto : Comment reconnaitre les nationalités des visiteurs du Mondial de
I’Automobile ? IL’Allemand examine le moteur, L’Anglais examine le cuir, Le Grec
examine 1’échappement, L’Italien examine le Klaxon.

Nicolas Copernic (1473-1543)

Médecin et astronome polonais. Il est ’auteur célebre de la théorie selon laquelle le Soleil se trouve au centre
de PUnivers (héliocentrisme) et la Terre - que 1'on croyait auparavant centrale - tourne autour de lui. Les
conséquences de cette théorie - dans le changement profond des points de vue scientifique, philosophique
et social qu’elle imposa - sont parfois baptisées révolution copernicienne. Copernic emprunte la plupart
des éléments mathématiques & Ibn al Shatir, mais en changeant Porigine (le soleil au lieu de la terre).

IHO[‘ NP UadIjRWIY IR\

Coniques.

MIPSI-TSI

WP Fquation cartéesienne.

e Introduction:

de cours

Une conique est 'intersection d’un cone avec un plan.

ESUMES

/

R

)
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1 CONIQUES.

0 Equation cartésienne:

La forme générale de ’équation cartésienne d’une conique est:

f(x,y) = ax? +2bxy +cy’+ dx+ey +_ f =0
—_——— ~—~

partie quadratique partie linéaire Cte

e Centre de symétrie:

) . of of
solution du systeme — (X0, Yo) = — (X0, Yo) = 0.
ox dy

o Asymptotes:

solutions de I’équation ax? + 2bxy + cy? = 0, (partie quadratique nulle).

e Equation de la tangente:

en un point (X0, Yo), on remplace dans 1’équation cartésienne x? par xxo, Yy par yyo, Xy par

X + Xo Y + Yo
et enfin y par 2

X par

e Equation réduite dans un repere orthonormé et paramétrage:

x? 2 £ - "
e Ellipse: — + y_ =1, on pose x(t) aC(.)S
a? = b2 y(t) =bsint
2y t) = acosht
e Hyperbole: — — vy _ 1, on pose x(t) acc'>s
a? b y(t) =bsinht

(1) =4
t) =t

e Parabole: y? = 2px, on pose {x(
Y

XYo + XoYy
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e Comment trouver |'équation réduite dans un repére orthonormé:

a

Soit A = (b

b . N g
c la matrice associée a la forme quadratique.

e lere étape: diagonaliser la matrice A dans une b.o.n : valeurs et vecteurs propres.
e 2 étape : Prendre X =t PX; ou X = <y> (anciennes variables), P matrice ol on exprime les vecteurs
e x .
propres dans la base initiale, et X7 = (y1) (nouvelles variables).
1

e Exprimer x et y en fonction de x1 et Y1, injecter dans ’équation cartésienne initiale de la conique puis
en déduire la forme réduite.

0 Genre de la conique:

On discute sur A = det A.

e A> 0, (A définie positive), la conique est une ellipse si f > 0, un point si f = 0 et vide si f < 0.
e A <0, (A définie négative), la conique est une hyperbole si f # 0 ou la réunion de deux droites si f = 0.

e A = 0, (A dégénérée), la conique est une parabole ou vide ou droite ou réunion de deux droites
paralleles.

0 Axes de symétrie:

Sont dirigés par les vecteurs propres de la matrice A associés a des valeurs propres non nulles.

W) Propriétés géométriques

Do T

Soit D une droite du plan, F un point n’appartenant pas D et e un réel strictement positif. On appelle
conique de directrice D, de foyer F et d’excentricité e I’ensemble C des points M du plan tels que :

MF = ed(M, D)

e Si e <1, on parle d’ellipse.
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e Si e =1, on parle de parabole.

e Si e> 1, on parle d’hyperbole.

e Ellipse (e < 1).

2 2
Equation réduite: o C 1, avec a > b.
a b2

Parametres: c? = a? — b€

c=ea
b2
a b2
h=d(F,Dq) = —
c
p=-ech
e Foyers: de coordonnés (+£c, 0).
e Directrice: d’équation x =c+ het x=—c —h.

" )
B
o Hyperbole (e > 1).
) 2 y2
e Equation réduite: — — — =1, avec a > b.
a2 b2

e Paramétres: c? = aZ + be

c=ea

bZ

p=_
a b2
h=d(F;,Dy) = —
c

p=ceh

e Foyers: de coordonnés (+£c, 0).

1 CONIQUES.
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e Directrice: d’équation x =c+ het x=—c — h.

/

N

- P

\

e Parabole (e =1).

e Equation réduite: y2 = 2px.

e Foyer: de coordonnés (5, 0).
e Directrice: d’équation x = —123.

1 CONIQUES.

myismail.chez.com




MP-PSI-TSI

ésumes de cours:

/

R

2 QUADRIQUES.

Quadriques.

pR ) Generaliteés.

e Equation cartésienne:

Une quadrique est une surface de ’espace définie par équation cartésienne implicite de la forme:

f(x,y) = ax? + by? + cz? + 2dxy + 2exz + 2fyz + ax + By +yz+\7>_/= 0

partie quadratique partie linéaire Cte

o Centre de symétrie:

, _of of of
solution du systeme —(Xo,go,lo) = —(Xo,go,lo) = —(Xo,go,lo) = 0.
ox Jy 0z

e Equation du plan tangent:

en un point (X0, Yo, Zo), on utilise le principe de dédoublement: on remplace dans ’équation cartésienne x?

2 XYo + X0y
par Xxo, Y= par Yyo, Xy par

2 , X par
contenant z.

o Remarque:

e L’intersection d’'une quadrique avec un plan est une conique.

+x
2 9 ot enfin Y par E °  De méme pour les termes

e Une quadrique de révolution est une surface obtenue par la rotation d’une conique autour de I'un de
ses axes de symétrie.

Exemples:

— Le paraboloide de révolution, obtenu en faisant tourner une parabole autour de son axe.

— L’ellipsoide de révolution, obtenu en faisant tourner une ellipse autour d’'un de ses axes. Il sera
en forme de "ballon de rugby” si 'axe de révolution est 1’axe focal de l’ellipse et en forme de
”soucoupe” si 'axe de révolution est ’axe non focal de ellipse.
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2 QUADRIQUES.

— L’hyperboloide de révolution a une nappe, obtenu en faisant tourner une hyperbole autour de son
axe non focal.

— L’hyperboloide de révolution a deux nappes, obtenu en faisant tourner une hyperbole autour de
son axe focal.

pd Formes réduites.

o Cas possibles

1. Le paraboloide elliptique:

X2 y?
— + b 2pz.

Si a=Db, il est de révolution d’axe (Oz).

x = atcos O
Paramétrage: { Y = b;c sin ©
t
2 = —
2p
2. Le paraboloide hyperbolique:
2 2
% Yy
2 b2 = 2pz.

Il n’est jamais de révolution.

x = atcosh ©

Paramétrage: y= IE;C sinh ©
z =
2p
3. L’ellipsoide:
x2  y2 z?
g + ﬁ + g =1.

Si a=Db, il est de révolution d’axe (Oz).
X = acos @ cos 0
Paramétrage: ¢ y = b cos @ sin ©

Z = csin @

4. L’hyperboloide & une nappe:
X2 yr 22
aZ b2 2
Si a=Db, il est de révolution d’axe (Oz).
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X = acosh @ cos 0
Paramétrage: ¢ y = b cosh @ sin 0
z = csinh @

2 QUADRIQUES.

5. L’hyperboloide & deux nappe:
x2  y? 22
a? bz ¢?
Si a =D, il est de révolution d’axe (Oz).
X = asinh @ cos 0
Paramétrage: ¢ y = b sinh ¢ sin 6
z=ccosh@

6. Cone elliptique:
x* Yy oz
a2 vz 2

2
=0.

x =atcos©
Paramétrage: ¢ y = btsin 0

z=ct
7. Cylindre elliptique:
2 2
X
Sl ),
a? b2
X = acos O

Paramétrage: { y =bsin 0
z=t

8. Cylindre hyperbolique:
X2  y?

a?z b2
X = acosh©
Paramétrage: ¢ y = bsinh ©
z=t

9. Cylindre parabolique:

y? = 2px.
2
X = —
, 2p
Paramétrage: y=t
z=u
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2 QUADRIQUES.

o Comment trouver |'équation réduite dans un repére orthonormé:

a d e
Soit A=|d b f| lamatrice associée a la forme quadratique.
e f ¢

e lere étape: diagonaliser la matrice A dans une b.o.n : valeurs et vecteurs propres.

e 2¢e étape : Prendre X =t PXj ot X = [ y | (anciennes variables), P matrice olt on exprime les vecteurs

X1
Y1 | (nouvelles variables).
Z1

propres dans la base initiale, et X3

e Exprimer x, y et z en fonction de x1, Y1, 21, injecter dans I’équation cartésienne initiale de la quadrique
puis en déduire la forme réduite.

e Comment reconnaitre le type de la quadrique:

Si une des variables est absente, c’est un cylindre.

Si la matrice A a:

2 valeurs propres égales non nulles, alors la quadrique est de révolution.

3 valeurs propres strictement de méme signe, on a : un ellipsoide, un point ou le vide.

2 valeurs propres strictement de méme signe et une nulle, on a: un paraboloide elliptique, un cylindre
elliptique, une droite ou le vide.

2 valeurs propres strictement de signes différents et une nulle, on a: un paraboloide hyperbolique, un
cylindre hyperbolique, 2 plans sécants.

e 2 valeurs propres strictement d’un signe, la troisieme strictement de ’autre, on a: un hyperboloide a
une ou deux nappes, un cone.

e une valeur propre non nulle et 0 valeur propre double, on a: un cylindre parabolique, 2 plans paralleles,
un plan ou le vide.

)
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2 QUADRIQUES.

o Figures: les 9 quadriques en images.

paraboloide elliptique

Paraboloide hyperbolique

Ellipscide

Hyperbgollcidé & 1 nappe Hyperboloide a2 na ppes Céne elliptique

Cylindra alliptigua Cylindre paraboligue

pa,
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1 PRODUIT SCALAIRE.

Espaces vectoriels euclidiens

Blague du jour ~

Etes-vous accroc & I'Internet ? La réponse serait oui si:

- A trois heures du matin, vous vous levez pour un besoin pressant et regardez en
revenant si vous avez regu des mails.

- Vous inclinez la téte a gauche et a quand vous souriez

- Sur la porte de la cuisine est écrit: ”upload”

- Sur la porte des toilettes est écrit: ”download”

Euclide (-325, -265 Av-J.C)

Mathématicien de la Gréce antique ayant probablement vécu en Afrique (Alexandrie d’Egypte), auteur
des Eléments, qui sont considérés comme 1'un des textes fondateurs des mathématiques modernes. Mal-
heureusement, on ne sait rien, ou presque, de celui que I'on peut considérer comme le plus grand enseignant
de mathématiques de I’histoire.

.

Dans tout le résumé de cours, E est un R-espace vectoriel ou R-espace vectoriel de dimension quelconque.

Produit scalaire.

I Geéneralites.

DBéfmton T

Cas réel.

On appelle produit scalaire réel sur E toute forme biliéaire définie sur E X E symétrique définie positive.
Autrement dit une application <, > E X E — R vérifiant les propriétés suivantes :

Bilénaire:

.IHOF Np uadIjetwWIY IR
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1 PRODUIT SCALAIRE.

<X7 4+ AX2,Y >=<X1,Y > +A <X2,Y > V(x1,%x2,Y) EE3 VA ER
<X, Y1+ AY2 =X, Y1 > +A <X, Y2 %, Y(X,y1,Y2) EESVAER
Symétrique: <X,y >=<y,x > .V(x,y) € E2.
Définie: < x,x >= 0 = x = Og.
Positive: <x,x >> 0,Vx € E.

“Défmition s

Cas complexe.
On appelle produit scalaire Complexe sur E toute forme sesquilinéaire définie définie positive sur E X E.
Autrement dit une application <, > E X E — C vérifiant les propriétés suivantes:

<X,y >=<y,x> V(x,y) € E2.
linéaire & droite:
<X, Y1 + AY2 >=<X, Y1 > +FA <X, Y2 >, V(x,Y1,Y2) EE3 VA EC .
Définie: < x,x >= 0 = x = Og.
Positive: <x,x >> 0,Vx € E.

Vocabulaire.

e On appelle espace pré hilbertien tout espace vectoriel muni d’un produit scalaire.

e On appelle espace hermitien tout C-espace vectoriel , de dimension finie, muni d’un produit scalaire
complexe.

e On appelle espace hermitien tout R-espace vectoriel , de dimension finie, muni d’un produit scalaire
réel.

Dans toute la suite, E est un espace pré hilbertien.

W Normes et distances.

On définit alors la norme euclidienne sur E ainsi: pour tout x € E on pose
[|x]| = vV<x,x >

et on a les propriétés suivantes: V(x,y) € E?

o Castéel: [x+yll® = [xII*+llyll> +2<x,y>
2 2 2
Ix—yll® = lIx[I” + Iyl —2<x,y >
o Cas complexe: |[x +y||® = [Ix|I* + llyll* + 2Re(< x,y >)

. 2 2 2
lIx + iyl XN+ llyll” — 2Im(<x,y >)
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1 PRODUIT SCALAIRE.

e Inégalité de Cauchy-Schwartz: |< x,y >| < ||x|| |[y]| avec égalité si et seulement si {x, y} liée.

e Identité du parallédlogramme. ||x + yl|* + [x — yI* = 2(|Ix]I* + llylI*).

o Identités de polarisation.

Ix +yll* — lIx — ylI*

— Casréel: <x,y>
24 2 2
lIx + ylI” — [Ix[I” — [yl
2
Ix+ylI* = lIx —ylI*

— Cas complexe: Re(<x,y >)

4
2 2 2
lIx +yll” — lIx[I” — llyll

2
2 .2
[Ix —iyll” — lIx + iyl

m(<x,y >)

4
lIx — iyll® — IIx[I* — [ly]I®
2

e Inégalité triangulaire. ||x +y|| < ||x|| + [ly]| -
e Théoreme de Pythagore: ||x + y||? = [|x]|* + |lyl|* <=<x,y >=0.

Distance euclidienne. On définit alors la distance euclidienne sur E? de la fagon suivante: pour tout (x,y) €
EZ on pose:

d(x,y) =[x —y|
On a les propriétés suivantes: V(x,y,z) € E3.

d(x,x) =

d(x,y) = (y X)

dix,y)=0=>x=y

d(x,z) < d(x,y) + d(y,z) Inégalité triangulaire

IlE) Orthogonalité.

e Vecteurs unitaires. Ce sont les x € E tel que ||x|| =1.

X
Tout x = Og peut étre normalisé pour obtenir lélement unitaire, ﬂ
X
e Vecteurs orthogonaux. On dit que deux éléments (x,y) € E? sont orthogonaux si et seulement si leur
produit scalaire est nul, cad: < x,y >= 0, on écrit alors: x L y.

e Famille orthogonale. On appelle famille orthogonale, toute famille (€;)q <;<,, formée par des éléments
deux a deux orthogonaux, cad: < ey, ej >= 0 si i #j. o

e Famille orthonormale. On appelle famille orthonormale, toute famille orthogonale (€i); <; <, formée
par des éléments tous unitaires cad: < ey, €j >= 8 j.
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1 PRODUIT SCALAIRE.

TREsTeme T

Toute famille orthonormale est libre et toute famille orthogonale ne contenant pas d’élément nul est libre.

R

Procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt. De toute famille (€i);<;<,, de E, on peut construire une

famille orthogonale (e{), ., en posant:
e; = e
e} = ez + Aej avec A obtenue a I'aide de la relation < e}, e] >= 0
e/ =ex+Aej+...+A_1e_; avecAq,...,An_1 obtenues a I'aide
e . 1o I _
des relations: <e/,ej»>=...=cel,el ;>=0
qui vérifie en plus Vect(eq, ..., ex) =Vect(e],...,ep), VI <k <n

RECC L

De toute famille B, on peut construire une famille orthogonale, voir orthonormale, C de méme rang que

B.

CTRESTemes

Théoreme de Pythagore: Soit (€i); <<y, une famille orthogonale, alors:

ller + ... + em||® = [le1]|* + ... + |lem]”-

Dans tout la suite E est un espace euclidien ou hermitien, et les résultats énoncés ne sont pas forcement
vraies en dimensions quelconque.

/Y Bases orthonormales (b.o.n)

CTREGTeme T

Tout espace vectoriel euclidien ou hermitien admet un b.o.n

TResTeme s

Soit B = (e1,...,en) est une b.o.n de E et X,y € E, on a les propriétés suivantes:
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1 PRODUIT SCALAIRE.

n
1. x=Z<x,ei>ei.
i=1

n
2. <%,y >=Z<x,e,~L < eq, Y >

i=1

n
3. IxN* =) 1<x, e %
i=1

CTREGTemeD

Soit B = (e1,...,en) est une b.onde E,u € L(E), et A = (a;;) = Mp(u), alors a;; =< u(ej), ej >.

IWY Supplémentaire orthogonale.

Relii

Soit A une partie de E, on appelle I'orthogonal de A, le sous-espace vectoriel de E, noté AL, défini par
x € At &=cx,y>=0, Vy € A.

On a en particulier A+ = Vect(A)L et A C B= B+ C AL.

CTREGTeme T

1
Soit F un sous-espace vectoriel de E, alors E = F @ F.

En particulier dim F+ = dim F et F-+ = F.

TReoTeme s

Dans un espace euclidien ou hermitien, tout sous-espace vectoriel admet un supplémentaire unique

TRESTemeg

Toute base orthonormale directe d’un sous-espace vectoriel F de E, peut étre complétée pour obtenir une
base orthonormale directe de E.

M) Projection orthogonale.

Do

Soit F un sous-espace vectoriel de E, la projection p sur F parallelement & FL, s’appelle la projection orthog-
onale sur F.
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2 ADJOINT D’'UN ENDOMORPHISME

Dans ce cas, Vx € E,on a: p(x) € Fetx —p(x) € F L.

CTREsTeme 10

Soit p une application linéaire, les propriétés suivantes sont équivalentes:

—_

. P est une projection orthogonale.
2. Im p = ker pt

- (p(x),y) =, ply)), Vx,y € E

4. La matrice A de p dans au moins une base orthonormale directe de E est symétrique et vérifie A% = A.

w

5. La matrice A de p dans toute base orthonormale directe de E est symétrique et vérifie A% = A.

IW# Application: calcul de la distance d’un point a un sous-espace vectoriel .

Principe: Soit F sous-espace vectoriel de E, x € E et p(x) la projection orthogonale de x sur F, alors

d(x,F) = d(x,p(x))

TRESTeme T

SidimF=ret (el)l_+1<l<n une base orthonormale directe de FL, alors d(x, F)? = Z <X,ei>
i=r+1

Dans toute la suite, E est un espace euclidien.

Adjoint d'un endomorphisme

plR® Généraliteés.

TREsTeme 12
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2 ADJOINT D’'UN ENDOMORPHISME

Pour toute forme linéaire @ définie sur E, il existe un unique a € E tel que @ (x) = (a,x), Vx € E.

Relii

Soit u € L(E), alors il existe un unique endomorphisme u* € L(E) tel que (u(x),y) = (x,u*(y)), vx,y €
E. u* s’appelle 'adjoint de u.

G

Soit u et v deux endomorphismes de E, on a les propriétés suivantes:

1. u** =u.

2. Si F est un sous-espace vectoriel de E, alors F est stable par u si et seulement si F- est stable par u*.
3. Si B est une base orthonormale directe de E, alors Mu(u*) = *Mpg(u).

4. (uov)* =v*ou*.

5. W est bijective si et seulement si u* bijective, dans ce cas (u*)~1 = (u=")".

6. Im u* = (keru)® et keru* = (Im u)=+.

A

Dans le cas hermitien, tous les résultats ci-dessus sont valables sauf celui de la matrice de I'adjoint u*
dans une base orthonormale directe B qui devient: si A = Mg(u), alors Mg(u*) =t A.

p) Fndomorphismes auto-adjoint et matrices symétriques.

Do 6

Un endomorphisme u est dit auto-adjoint ou symétrique si et seulement si u* =u

CTREGTeme T8

Soit u un endomorphisme de E, les propriétés suivantes sont équivalentes.

1. u est auto-adjoint.
2. (u(x),y) = (x,u(y)), vx,y € E.
3. La matrice de u dans au moins une base orthonormale directe est symétrique.

4. La matrice de u dans toute base orthonormale directe est symétrique.
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2 ADJOINT D’'UN ENDOMORPHISME

CTResTeme T

. Tout endomorphisme auto-adjoint est diagonalisable dans une base orthonormale directe . On dit qu’il est
orthogonalement diagonalisable.

pe) Automorphismes orthogonales et matrices orthogonales.

el

On appelle automorphisme orthogonal de E, toute application linéaire u : E — E qui conserve le produit
scalaire. cad: <u(x),u(y) »=<x,y > V(x,y) € E2.

CTReGTeme 15

Soit une application linéaire u : E — E, les propriétés suivantes sont équivalentes:

1. u automorphisme orthogonal
2. u automorphisme avec u* = u="'.
3. u conserve le produit scalaire.

4. u conserve la norme i.e: ||lu(x)|| = ||x||,Vvx € E.

5. u conserve la distance i.e: d(u(x),u(y)) =d(x,y),V(x,y) € E?

On dit aussi que u est un isométrie.
6. u transforme au moins une base orthonormale directe en une base orthonormale directe .
7. u transforme toute base orthonormale directe en une base orthonormale directe .

8 u*=u'.

A

e La composée de deux automorphismes orthogonaux est un automorphisme orthogonal.
e La réciproque d’'un automorphisme orthogonal est un automorphisme orthogonal.

e L’ensemble des automorphismes orthogonaux est sous-groupe de GL(E), on 'appelle le groupe orthog-
onal et on le note par O(E).

A

e Si u est un automorphisme orthogonal, alors detu = &1, si detu = 1, on dit que u est un automor-
phisme orthogonal direct ou positif ou parfois une rotation.
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e La composée de deux automorphismes orthogonaux direct est un automorphisme orthogonal direct.

e La réciproque d’'un automorphisme orthogonal direct est un automorphisme orthogonal direct.

L’ensemble des automorphismes orthogonaux directs est sous-groupe de O(E), on I'appelle le groupe
orthogonal spécial et on le note par SO(E).

Les propriétés suivantes sont équivalentes:

— u est un automorphisme orthogonal direct.
— u transforme au moins une base orthonormale directe en une base orthonormale directe .

— u transforme toute base orthonormale directe en une base orthonormale directe .

Do s

Une matrice M € My (R) est dite orthogonale si et seulement si elle vérifie 'une des relations suivantes,
(qui sont d’ailleurs ééquivalentes) : M*M = I,, ou bien MM* = I,,.

Autrement dit: M inversible, avec M~ =t M.

A

Le produit de deux matrices orthogonales est orthogonale.

En particulier, L’ensemble des matrices orthogonales est un sous-groupe de GL, (R), on I'appelle le groupe
orthogonal d’ordre n et on le note O(n).

“Théoreme 16

Soit M € M (R), les propriétés suivantes sont équivalentes:

e M est une matrice orthogonale.
e Les colonnes et lignes de A forment une base orthonormale directe de R™ pour son produit scalaire
e A est la matrice d’'un endomorphisme orthogonale dans une base orthonormale directe

e A est la matrice de passage entre deux base orthonormale directe

CTResTeme 1T

Toute matrice symétrique A est orthogonalement diagonalisable, i.e:
3JP € O(n) et Ddiagonale telles que A = *PDP

Les valeurs propres de A sont toutes réelles.

A
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3 APPLICATIONS.

Si M € O(n), alors det(M) = =£1. L’ensemble des matrices orthogonales directes (det(M) = 1), est
un sous—groupe de O(n), on lappelle le groupe spécial d’ordre n et on le note SO(n).

Applications.
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KB® Matrice de Gram.

Reli s

Soit C = (x1,...,Xp) une famille d’éléments de E, on appelle matrice de Gram de B, la matrice carrée
d’ordre p, notée G(x1,...,Xp) et définie par la relation:
G(x1,... )xp) = ((xi)xj>)1Si,jSp

TReoTeme 15

1. Soit C = (e1,...,ep) une famille d’éléments de E, et G sa matrice de Gram. Soit B une base
orthonormale directe de E et A la matrice de C dans B, alors G = *tAA.

En particulier: rgC = rgG et G est positive et est définie positive quand C est un base.

2. Toute matrice définie positive est la matrice de Gram d’une base de E.

k) M céthode des moindres carrés

Principe. On considere le systéme linéaire AX = b. Dans le cas ou ce systeme n’admet pas de solution, on
cherche x pour lequel l'erreur ||AX — b|| est minimale. On se ramene a étude des extremum de la fonction
réelle & n variables: X —t XtAAx — 2'x*Ab +* bb, dont le gradient vaut 2!AAx — 2*Ab, on se ramene
alors & la résolution du systéme linéaire carré suivant: *AAx =t Ab

BY Factorisation QR.

CTREsTeme 1o

Toute matrice carré A se décompose sous la forme A = QR ou Q est une matrice orthogonale et R une
matrice triangulaire supérieure. Cette factorisation est unique quand A est inversible.
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4 GEOMETRIE EUCLIDIENNE DU PLAN ET DE L’ESPACE.

KXY Factorisation de Cholseky.

TREGTeme 20

Toute matrice symétrique définie positive A, se décompose sous la forme A = L'L, ot L est une matrice
triangulaire inférieure.

Géométrie euclidienne du plan et de I'espace.

B Vocabulaire

e On appelle isométrie affine sur R™, toute application affine qui conserve les distances, i.e, dont I’application
linéaire associée a un automorphisme orthogonal.

e On appelle déplacement affine sur R™, toute isométrie affine positive (directe), i.e, dont I'application
linéaire associée & une rotation.

e On appelle réflexion sur R™, toute symétrie orthogonale par rapport a un hyperplan de R™.

WY Transformation orthogonales du plan.
TTeoTeme o

Les déplacements du plan sont soit les translations soit les rotations

Comment reconnaitre un déplacement du plan a partir de son expression analytique

x'=ax+by+e
Yy ' =cx+dy+f

S . i a
On étudie la matrice associée M = < c

b . . 3 X
d ) et les points fixes solutions su systeme {

Si M = I, alors il s’agit d’une translation de vecteur (e, f)

Sinon on vérifie d’abord que M est une matrice orthogonale.
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Si det M = 1, il s’agit d’une rotation 1,9 ot w le point fixe et O déterminée a 'aide de la relation
a=cosP, b=sin0.
Propriétés des rotations du plan.

® g OTgs =Tg49’.
° 1”51 =T_pg.
o <x,y>= x| |ly|l cos @, det(x,y) = ||x|| |y|| sin 8, V(x,y) € R? x R? faisant un angle 8 entre eux.

e Toute rotation du plan d’angle © peut étre décomposeé en deux réflexions dont les axes font un angle

% entre eux.

e det(x,y) est égal & la surface du parallélogramme de cotés x et y.

"B Transformation orthogonales de I'espace.

CTREGTemeog

Les déplacements de 1’espace sont soit les translations soit les rotations soit les vissage

Comment reconnaitre un déplacement de I’espace & partir de son expression analytique X/ = MX + b

- Si M = I3, il s’agit alors d’une translation de vecteur b.

- Sinon, on vérifie que M est une matrice orthogonale, pour cela on considere ses colonnes Cq, C2, C3 et on
vérifier que ||C1 || = ||C2|| = 1,< C1,C2 s=< Cq y C;3 o= Cz, Cs;»>=0.

SiCi ANCa=C3,alorsdetM =1 .

- On cherche apres ’ensemble des points fixes solutions de ’équation X = MX + b.

- Si on trouve une droite A, il s’agit alors d’une rotation 14,9 ot © est donné par les relation trM = 14-2 cos 6
et signesin O=signedet(i, Cq, @ ou @ vecteur qui dirige A.

- Si on trouve l'ensemble vide, il s’agit alors d’un vissage, i.e Ta g 0 tg tel que i || A.

- On commence d’abord par déterminer la direction de A dirigé par un vecteur d solution de I’équation
MX =X

- On trouve ’équation de A a laide de la relation (X’ — X) A d = 0.
- On trouve le vecteur U de la translation a 'aide de la formule @ = X’ — X ou X € A.
- On trouve ’angle de la rotation a ’aide de la trace et le déterminant comme ci-dessus.

Propriétés des rotations de ’espace.
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e Toute rotation de ’espace se décompose en produit de deux réflexions.
e <x,y>= x| lyll cos 8, [[x Ayl = ||x]| |ly|lsin 6, ¥(x,y) € R3 x R3 faisant un angle 8 entre eux.

e Soit 1 la rotation d’axe A dirigé par a et d’angle 0, alors Vx L A on a: r(x) = (cos 0)x+ (sin 0)a/\x.

)
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1 INTEGRATION SUR UN SEGMENT

Intégration vectorielle

Blague du jour ~

Etes-vous accroc 'Internet ? La réponse serait oui si:

e Votre derniere pensée avant de vous endormir est ”shutdown completed”.

e Vous cherchez ” Cancel” quand vous appuyez sur le mauvais bouton de ’ascenseur
e Quand vous fermez une fenétre, vos doigts se mettent en position F4.

e Quand vous avez un pépin avec votre voiture, vous quittez, fermez puis redémarrez.

Ibn Rochd-Averroés (1126-1198)

Abu’l-Walid Muhammad ibn Rouchd de Cordoba, au Maroc), connu aussi sous son nom latin d’Averroés,
est la fois un philosophe, un théologien marocain, un juriste, un mathématicien et un médecin.

Son ceuvre est reconnue en Europe Occidentale mais combattue dans le monde musulman, ou ses ceuvres
sont brulés et aussitot oublie apres sa mort. Certains vont jusqu’a le décrire comme 1'un des fondateurs de
la pensée laique en Europe de I’Ouest.

Intégration sur un segment

I Fonctions en escaliers

e Subdivision d'un segment

Démtion T

On appelle subdivision de [a, b] toute suite finie strictement croissante o = (xi)o<i<n tel que xo = a,xn =

b.

IHO[‘ NP UadIjeWIYIeIN
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1 INTEGRATION SUR UN SEGMENT

On dit que @ : [a,b] — R est en escalier sur [a, b] si et seulement si elle existe une subdivision de [a, b],
dite adapte @, tel que @ est constante sur chacun des intervalles ouverts de cette subdivision et admet des
limites finies en leurs extrémités gauche et droite.

L’ensemble des fonctions en escalier sur [a, b] est une R-algebre.

o Intégrale d'une fonction en escalier

Do 2

Soit @ : [a,b] — R en escalier, et 0 = (Xi)o<i<n une subdivision de [a, b] adapte @, et A; la constante

prise par ¢ sur chaque intervalle Ixi, X4 1[ alors la somme
n

Z Ai(xi+1 —xi) ne dépend pas du choix de o on I’appelle alors I'intégrale de @ sur [a, b] et on la note par

i=0
b

J @ ou bien J @(t)dt
[a,b]

a

W) Fonctions continues par morceaux

e Approximation d'une fonction continue par morceaux |'aide de fonctions en escaliers

RElii

On dit que f : [a, b] — R est continue par morceaux sur [a, b] si et seulement si elle existe une subdivision de
[a, b], dite adapte f, tel que f est continue sur chacun des intervalles ouverts de cette subdivision et admet
des limites finies en leurs extrémités.

L’ensemble des fonctions continues par morceaux sur [a, b] est une R-algebre.

TReoTeme T

Soit f : [a, b] — R continue par morceaux, alors Ve > 0 ils existent @ et 1\ en escalier sur [a, b] telles que
p<f<petp—gp e

o Propriétés de I'intégrale

e Linaire: J

f+Ag= J
[a,b]

f—O—AJ g.
[a,b]

[a,b]

. Positif:fZO:}J f>0.
[a,b]
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Croissant: f < g = J f< OJ .
[a,b] [a,b]

Relation de CHASLES. J f+ J f= J .
[a,b] [b,c] [a,c]

. J f < J 1.
[a,b] [a,b]

. J fg| < sup IfIJ |gl. Inégalité de la moyenne.
[a,b] [a,b] [a,b]

o Cas des fonctions continues

AL

Soit f: [a, b] — R continue positive, alors: J f=0=— f=0sur[a,bl

[a,b]

Inégalité de Cauchy-SchwartzSoit f, g : [a, b] — R continues, alors (f[a b] fg) < (f[a bl f2>
Avec égalité si et seulement si f et g sont proportionnelles.

N|=
N|=

(f[a,b] 92)

WY Primitive d’une fonction continue

Do T

Soit f : [a, b] — R continue, on appelle primitive de f sur [a, b] toute fonction F de classe C! sur [a, b] telle
que F/ = f.

TREGTeme T

Soit f : [a, b] — R continue alors I’application F définie par F(x) = J f(t)dt est une primitive de f et tout

a
X

autre primitive G de f s’obtient a ’aide de la formule G(x) = J f(t)dt + G(a).
a
Soit f: [a, b] — R de classe C! alors:

b
J f/(t)dt = f(b) — f(a) noté souvent [f]°

a-*
a
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CoTare s

Soit f, g : [a, b] — R de classe C! alors:

b b
J f/(t)g(t)dt = [fg]z — J f(t)g’(t)dt Intégration par parties.

a a

RSCL

b (b)
Soit f : [a,b] — R continue et ¢ : [a,b] — R de classe C' alors J f(p(t))e’/(t)dt = J f(u)du,
)

en posant le changement de variable u = @(t).

@® Formules de Taylor :

On suppose que f : [a, b] — R de classe C™*', on a les résultats suivants:

" (b—a)k b (b—t)"
e Formule de Taylor avec reste intégral: f(b) = Z ! Y (a) + J U=
k! & n!

k=0

n (b (b _ a)n+1

_a)*
f(b) — = 2 A < —— Rty
-2 — (a)‘— e

WY Calcul approché d’intégrales

e Sommes de Riemann

TResTeme s

Soit f : [a, b] — R continue, alors

) a b—a &
Jim - Zf(a—l—k — ):J f(t)dt

£ (1)dt

e Inégalite de Taylor-Lagrange:

b—a n—1

a
Intéprétation. En posant Ry (f) = Z f (a + k—), appelée somme de Riemann, on a alors
n

b b—a
Rn(f) = J @(t)dt, avec @ en escalier sur [a, b] égale a f <a + k—) sur chaque intervalle
n

a
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b

a —a
,a+ (k+1)—— [ ainsi on approche J f(t)dt a laide de celui d’une fonction en escalier
n a

}a—i—k

qui est somme de surfaces de rectangles.

R

Le théoréme s’écrit encore:

b—ad b—a &
lim Zf<a+k >=J f(t)dt
n—-+oo n =1 @
ou encore n .
b—a b—a
lim Zf(a+k ) =J f(t)dt.
n—-+oo n =0 n @

Le cas le plus pratique est a = 0, b = 1, le théoreme s’écrit alors:

1 & k L
1§ (5) - oo

0

qu’on peut lire ainsi la moyenne de Césaro (arithmétique) converge vers Uintégrale.
o Méthode des trapézes

b b
Le principe est d’approcher J f(t)dt a laide de Ty, (f) = J @(t)dt ou @ affine par morceaux sur [a, b] qui

a a

a
avec 0 < k < n. On a alors le résultat suivant:

3
> (b—a)
- 12n2

coincide (interpole) avec aux extremités xx = a + k

b
T (f) — J f(t)dt

a

Si f:[a,b] = R de classe C?, alors M (f) ou

)

b—a'c b—a
> (f(xi) + f(xi41)) et X = a + k——,V0 < k < n avec Ma(f) = sup [f”|. Dans
2n 3 n [a,b]

K=
tout ce résume, I désigne un intervalle quelconque de R, bornes ouvertes ou fermes, finies ou infinies.

Tn(f) =

)
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Intégration sur un intervalle quelconque

R Notion d’intégrale convergente

el

Soit f: I — R, continue.

b
1. Si I =]a, b], on dit que f admet une intégrale convergente sur I, si 1irn+ J f(t)dt existe et soit finie,
XxX—a x

X
dans ce cas, on pose J f= lim J f(t)dt.

1 x—at Jq
X
2. SiI =[a,b[, on dit que f admet une intégrale convergente sur I, si lirlr} J f(t)dt existe et soit finie,
X—0 a
X
dans ce cas, on pose J f= lim J f(t)dt.

1 x—b~ Jq

3. Si I =]a, b[, on dit que f admet une intégrale convergente sur I, si J

f et J f convergent, ou
la,c] [c,b]

¢ €la, b[ choisi convenablement.

Do 6

Soit f : I — C continue, on dira que J

f converge si et seulement si J
I

Re(f)(t)dt et J Im(f)dt convergent,
I

I
dans ce cas on pose

J f(t)dt =J Re(f)(t)dt + iJ Im(f)dt
I I I

G

Soit f,g : I — C continue et A € C telles que J f et J
I I

| F+2g) -] £+2] o

I I I

A

Soit f : I = [a, b[— R continue positive, alors J
I

g convergent, alors J (f + Ag) converge avec
I

X

f converge si et seulement si la fonction x +— J f(tdt
a
est majore.

Do T
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Soit f: I — C continue par morceaux, dont une subdivision adapte est 0 = (xkx)o<k<n. On dira que J f
I

converge si et seulement si tous les intégrales J convergent, dans ce cas on pose:
X, x4l

n—1
J f= ZJ f
1 k=0 Ik, Xkl

i) Fonctions intégrables.

© Généralités

Soit f: I — C continue. On dira que J f converge absolument si et seulement si J [f| converge.
I

I
On dit aussi que f est intégrable ou sommable sur I

G

Soit f: I — C continue, alors f est intégrable sur I si et seulement si |f| est intégrable sur I.

el

Soit f : I — C continue par morceaux, dont une subdivision adapte est 0 = (xx)o<k<n. On dira que f est
intégrable sur I si et seulement si elle est intégrable sur chaque intervalle xy, Xk 1[.

TREsTeme o

Soit f: I — C continue.

1. Si l'intégrale J f converge absolument alors elle converge, avec

I
fiq= e
I I

2. La réciproque n’est pas toujours vraie.

G

Soit f, g : I — C continues intégrables sur I et A € C, alors f + Ag est intégrable sur I.
En particulier I’ensemble des fonction intégrables sur I, not €' (I) est un espace vectoriel pour les lois + et .
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A

Soit f: I — C continue, alors f est intégrable sur I si et seulement si Re(f) et Im(f) sont intégrables.

o Quelques regles d'intégrabilité.

@® Etude du prolongement par continuait.

L

Si f:[a,b[— R continue, admettant une limite finie en b avec b € R, alors f est intégrable sur [a, bl[.

R

e Le théoréme est encore valable sur les intervalles Ja, b] et [a, b[ avec a, b réels.

e Sia=—oco0oub = -+o00, le théoréme n’est pas toujours vrai, comme pour la fonction f(x) = — non
X
1
intégrable sur [1, +oo[ bien que lim — =0.
X—-+o00 X

@® Etude de la limite aux bornes de la primitive.

TREGTemes

X
Soit f : [a, bl— R continue positive, telle que lirél J f(t)dt existe et soit finie, alors f est intégrable sur
X—0 a

X X
[a,bl. Et dans ce caSJ f(t)dt = lim J f(t)dt

a x—b~ Jq

Le théoreme est encore vrai sur les intervalles de la forme ]a, b] ou ]a, b[ pour les fonctions continues qui

y gardent un signe constant, toute fois il risque d’étre faux pour les fonctions qui changent de signe comme
sint X sint
pour la fonction f(t) = e sur [7t, +o00[ qui n’est pas intégrable bien que lirll J ——dt existe et soit
X— 100
TT

finie.
X
Pour ce type de fonction on étudie plutot lilll)l J [f(t)|dt, si elle est finie, alors |f| est intégrable donc f
x—b—

a

X X

f(t)dt = lim. J f(t)dt.

aussi, et dans ce cas J
a

a

Application.
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1
o f(t) = prs est intégrable sur 0, a] si et seulement si o < 1.
1 o . .
o f(t) = prs est intégrable sur [a, oo si et seulement si o > 1.

'@ Comparaison une fonction de référence.

TREsTeme o

Soit f, g : I — R continues telle que [f| < g, alors:
g intégrable sur I = f intégrable sur I.

RSCL

Soit f,g,h : I — R continues telle que g < f < h, si g et h sont intégrables sur I, alors f est aussi
intégrable sur I.

RSCL

Soit f,g : [a,b[— R continues telle que f =, 0(g) ou f =, O(g), si g est intégrable sur I, alors f
est aussi intégrable sur I.

R

Soit f continue, si:

(24
e Jax > 1 tel que +lim . f(t) existe et soit finie, alors f est intégrable au voisinage de +oo0.
oco—
(24
e Jax <1 tel que éinqt f(t) existe et soit finie, alors f est intégrable au voisinage de 0.
—

RSCL

Soit f, g : [a, bl— R continues telle que f ~ g, alors:
g est intégrable sur [a, b[ si et seulement si f est aussi intégrable sur [a, bl.

@® Comparaison avec une série

TREGTemeTo

Soit f : [0, +o0[ continue positive croissante telle que . lirll f(t) =0, alors:
— 400

f est intégrable sur [0, 4+oc[ si et seulement si la série Z f(n) converge, avec:
n>0
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+oo 500
J f(t)dt ~ Z f(k) en cas de convergence.

[L k=n

n n
J f(t)dt ~ Z f(k) en cas de divergence.
0 k=0
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Séries dans un Banach

Blague du jour ~

e Qu’est ce que crie un escargot sur le dos d’une tortue ?

Réponse: Yaaaaaaaaaaahoo00000000000000000000ouuuuuuuuuuuuuu !
e Que dit un hérisson qui se cogne a un cactus ?

Réponse: maman !

e Quel est ’animal le plus heureux ?

Réponse: Le hiboux. Parce que sa femme s’appelle chouette.

Stefan Banach (1892 - 1945)

Mathématicien polonais. Pendant la guerre, il est réformé, travaille a la construction de routes et suit
a ’Université les lecons de mathématiques. Avec Steinhaus, il fonda plusieurs revues mathématiques en
Pologne. 11 est un des fondateurs de I’analyse fonctionnelle. Ses autres travaux touchent a la théorie de la
mesure de 'intégration, de la théorie des ensembles et des séries orthogonales, il a notamment donné son
nom aux espaces dits de Banach.

Séries numériques.

Iy Convergence.

Do T

On appelle séries numérique (>_xn) de terme général x,, réel ou complexe, la suite de terme général Sy, =
X0 + ... + Xn, appelée somme partielle.

La séries converge si la suite des sommes partielles converge.
+oo

La limite S s’appelle somme de la séries et se note Z Temo

n=0
La quantité R, = S — S;; s’appelle reste de rang n.

ol Np USOIIRWIYICIA
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A

e CN de la convergence: Si une séries numérique converge, alors son terme général tend vers 0, la

réciproque n’est pas toujours vraie. Contre exemple: E —.
n

e CNS de la convergence: la série (Z Xn ) converge si et seulement si la suite (Sy,) est de Cauchy.
n
e [’ensemble des séries convergentes est un espace vectoriel.
En particulier si deux séries (Z Xn ) et (Z Yn ) sont convergente, (Z(xn+yn)) est aussi convergente
n n

n
avec
+oo

+o0 +o0
Z(xn +Yn) = an + Zyn
n=0 n=0

n=0

e Une séries complexe de terme général z,, = X, + iYyn converge si et seulement si les Séries réelles de
terme général X, et Yyn convergent.

+o0 1
e La suite géométrique (>_ a™) converge si et seulement si |a| < 1, avec Z a™ =

n=0
W) Convergence absolue.

DemTon

On dit que la série (>_xn) converge absolument quand la série (D_ |xn|) converge.

TResTeme T

Inégalité triangulaire: Toute série (Y_xn) qui converge absolument est convergente avec

“+oo “+o0o
D xn| <) Ixal
n=0 n=0

1—a’

A

(="
La réciproque de ce théoreme est en général fausse. La séries alterne E

converge sans converger

absolument, on dit qu’elle est semi-convergente.

LT
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Soit (Z Xn) et (Z Yn ) deux séries absolument convergentes, alors la séries de terme général z,, défini par

n n
la relation

n
i, = Zxkyn_k Produit de convolution de Cauchy
k=0

(on écrit en général (zn) = (Xn) * (Yn)) est absolument convergente, avec

L (Ermr) - (5 (5)

I Séries termes positifs: regles de convergence..

Dans tout ce paragraphe (sauf mention du contraire), les séries considérées x, et Yn
sont termes positifs.

1 La séries (Z xn) termes positifs est convergente si et seulement si la suite de ses sommes partielles

n
(Sx = Zxk) est majore.
k=1

1. (Z anz“> Yyn converge =—> (Z anz“> XN converge.
n n

2. (Z anz“> xn diverge — (Z anz“> yn diverge.
n n

regles de comparaison logarithmique.

. . N - Wnt1
. Si (wn) est croissante, en particulier si lim <1, alors:

n—+o0o  Wp

hhiid
Yn
1. (Z anz“> yn converge — (Z anz"> XML converge.
n n
n)

On pose wy, =

de col®

/

2. (Z anz™ | xn diverge = (Z anz“> yn diverge.
n n

ESUMES

R
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regle d’équivalence.
SiXn ~ UYn, alors
+oo

+oo

“+oco
1. ( E anz“> Yymn converge =—> ( E anz“> XN converge, dans ce cas E Xn ~ E Yn-
—+oo
n n k=n

k=n

n n
2. (Z anz“> yn diverge — (Z anz“> Xn converge, dans ce cas an ol Z YUn.
n n k=0 k=0

regle de comparaison avec une intégrale.
Soit f: RT™ — R décroissante vers 0 I'infini, alors:

(Z anz“> f(n) converge < f est intégrable sur [0, +oo.
n

R

1
1. séries de Riemann: (Z —) converge si et seulement si & 1.
nCX
n
- 1 . .
2. séries de Bertrand: Z — | convergesi et seulement si o > 1
— n*In"n -

a=1,>1

regle de D’Alembert.

. n+1
On cherche lim
n—+o00  Xp

, et on distingue les cas suivants:

n—+oo  Xp

.. Xn+1
1. Si lim <1, alors Z a,z" | xn converge.
n

x
2.8 lLim =, 1, alors (Z anz"> xn diverge.
n

n—+oo  Xp

Xn+1

3. 51 lim

=1, on ne peut rien dire.
n—+oo  Xp

)
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regle de Cauchy.
On cherche lim /%y, et on distingue les cas suivants:
n—-+oo

n—+oo

1. Si lim </xn <1, alors (Z anz“> XM converge.
n

2. Si nEIJrrloo Vxn > 1, alors (Z anz"> xn diverge.
n

3. Si lim /X, =1, on ne peut rien dire.

n—-+oo

regle condensation de Cauchy.
8 Si (xn) est suite décroissante, alors:

(Z anz“> xn diverge & (Z 2"x2n> converge.
n

n

G

1. Toutes les regles précédentes sont applicable pour les séries termes positifs, toute fois on peut les
appliquer dans le cas général, mais pour étudier la convergence absolue.

2. La reégle suivante est applicable dans le cas général (méme complexe), et permet de ramener 1’étude
d’une séries semi-convergente celle d'une séries absolument convergente.

Transformation d’Abel.
Soit (xn), (Yn) deux suites complexes, alors:

VIEPSI-TSI

n n—1
D xk(yxk —yx—1) = ) (Xk —Xk11)Yk + XnYn — X1Yo
e k-1 k-1

G

de cours

/

1. La transformation d’Abel est aussi connue sous le nom de sommation par parties, vu sa ressemblance
avec le principe d’intégration par parties.

ESUMES

R
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As de cours:

/

CSUITNES

R

MP-H# 75|

2 SERIES DANS UN ESPACE VECTORIEL NORME

2. Si (&n) est une suite réelle strictement décroissante vers 0 et (z) une suite complexe, dont la suite

n
des sommes partielles Sy, = E Zyx est borne, alors la séries ( E €nZn | est convergente.
n

k=0
W Séries alternées

Do s

On appelle série alternée toute série réelle dont le terme général change de signe donc de la forme (—1)™xy,
ou X, garde un signe constant.

TReoTeme s

Critere spécial de Leibniz pour les Séries alternes
Soit Z(—1 )™xn une série alternée telle que |xn| décroit vers 0, alors la séries Z(—1 )™xn converge. avec:

e R, est du méme signe que son premier terme (—1)™Tx; 1.

® [Rnl < [xns1l

—+oo
e La somme Z(—1 )™xn est comprise entre les sommes partielles Syn, et Soni1.

n=0

Séries dans un espace vectoriel normeé

pl P Convergence.

Bemon T

Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé et (xy ) une suite d’éléments de E. On dit que la série Z Xn, converge
n
si la suite des sommes partielles (Sy, = Z Xk ) converge dans E, sa limite s’appelle somme de la série et se
k=0
—+oo
note Z Xk, ainsi on a:
k=0

n “+ o0
lim ZE:Xk ==ZE:Xk
n—-+oo
k=0 k=0

)
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2 SERIES DANS UN ESPACE VECTORIEL NORME

TResTeme

Si (E, ||.]|]) est un espace de Banach, alors an converge si et seulement si S est de Cauchy.

A

Si (E, ||.]|]) est un espace vectoriel normé et si E Xn converge, alors lim x, =0.
n—+oo

el

Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé et (x5 ) une suite d’éléments de E. On dit que la série Z Xn converge

absolument si la série Z [|[Xn]|-

TResTeme 5

Si (E, ||.||) est un espace de Banach et si an converge absolument, alors elle converge, avec

“+o0
D_Xn
n=0

+oo
<D Ixal
n=0

CTREGTemeD

Soit (E, ||.||) est un espace de Banach.

1. Si Z Xn €t an convergent, alors Z(xn + Yn) converge, avec

+o0 +o0 +o0
D> Kn+UYn)=) Xn+ D Un
n=0 n=0 n=0

2. Si Z Xn et an convergent absolument, alors Z(xn + Yn) converge absolument, avec

—+o00 “+oo “+o00
S xn+unll <3 Ixall + Y lyal
n=0 n=0 n=0

)
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3 FAMILLES SOMMABLES

Familles sommables

EB® [nsembles dénombrables

Bemron o

Un ensemble Z est dit dénombrable, s’il existe une injection o : Z — N.

G

e Un ensemble est dénombrable s’il est équipotent (en bijection) avec une partie de N;

e Tout ensemble fini est dénombrable;

Toute partie d’'un ensemble dénombrable est dénombrable;

e La réunion finie ou dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrables;

Le produit cartésien fini d’ensembles dénombrables est dénombrable.

N, Z et Q sont dénombrables, mais Q et R ne sont pas dénombrables.

A

e Tout ensemble dénombrable Z peut étre muni d’une relation d’ordre totale.

e Tout ensemble dénombrable Z admet une suite de partie Z, C Z (dite exhaustive) , vérifiant la
In - In+1

ropriété suivante +o0
prop 1- J1.
n=1

LT

Si Z est un ensemble dénombrable et (Z;,) un suite exhaustive de Z, alors pour toute partie finie J C Z, il
existe une partie Zy tel que J C Zx.

W) Familles dénombrables a termes positifs

Dans toute cette partie, on considére Z un ensemble dénombrable et (xk)xez une famille dénombrable de
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3 FAMILLES SOMMABLES

On dit que (xk)kez est sommable si et seulement si AM > 0 tel que Z xx < M pour toute partie finie
keJ
J C Z. On appelle alors somme de la famille (xx)xez, le réel noté Z Xk défini par
kezZ

I

ke JCZ,fini keT

e Si il existe une suite exhaustive (Zn )nen de Z telle que la suite ( Z xk> est majorée, alors la
kKEL, neN

famille (X )kez est sommable, avec E Xk = lim E X
n—-+oo
kel kEL,

e Si la famille (xx)kez est sommable, alors pour suite exhaustive (Z )nen de Z la suite ( Z xk>
k€L, neN

est majorée, avec Z Xk = hm Z Xk-

n—+
ke kKeIn

A

Si les familles (xk)xez et (Yx)kxez sont sommables, alors la famille (xx + Yk)kez est sommable, avec

Z Xk"‘yk)_zxk"‘zyk

ke ke kET

EY Familles dénombrables a valeurs dans un espace vectoriel normé

Dans toute cette partie, on considére Z un ensemble dénombrable et (Xx)xez une famille dénombrable &
valeurs dans un espace vectoriel normé (E, ||.||).

Do s

On dit que la famille (xx)xez est absolument sommable quand la famille (||xx||)xez est sommable

TReGTme g

Si (E, ||.]|]) est un Banach et si (xk)kez est absolument sommable, alors pour suite exhaustive (Zn)nen de

Z, on a la suite Z Xk est convergente, dont limite ne dépend pas du choix de la suite exhaustive,
k€Zn neN
on appelle somme de la famille (xx)xez, 'élément de E, noté Z X défini par Z Xk = lim Z XK.

n—+oo
ke ke kEZ,
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3 FAMILLES SOMMABLES

oTe T

Une suite (Xn )nen & valeurs dans un espace vectoriel normé (E, ||.||) est absolument sommable si et seulement si la
série E Xn converge absolument. Dans le cas ou E est un Banach, les sommes relatives aux deux notions

“+oo
sont identiques, i.e: Z o, = Z Xn-

neN n=0
e Si (E,||.||) est un Banach et si (xk)xez et (Yx)kez sont absolument sommables, alors pour tout
scalaire A, on a: (Xx + AYx)kez est absolument sommable, avec Z (X1 +Ayx) = Z Xk +A Z Yk-

ke keZ ke

e Une famille dénombrable de réels (xx)xez est absolument sommable si et seulement si les familles

(xy Jkez et (X3 )kez sont absolument sommables, dans ce cas Z Xk = Z XI — Z Xy -
kEZ keZ =

e Une famille dénombrable de complexes (zx )kez est absolument sommable si et seulement si les familles
(Rezi)kez et (Imzy)kez sont absolument sommables,

dans ce cas: Z Zy = Z Rezy +1i Z Imzy.

ke ke ke

REY Autres modes de sommation.

Do 9

Une série d’un espace vectoriel normé E Xn est dite commutativement convergente si et seulement si la série

de terme général (Xq(n)) converge pour toute bijection, o : N — N.

CTReGTeme 10

Toute série absolument convergente a termes dans un espace de Banach est commutativement convergente.

Do 10

Une famille (xx)kez d’'un espace vectoriel normé est dite sommable par paquets si et seulement si pour toute
partition dénombrable (Zn)nes de Z, les familles suivantes sont dénombrables: (Xx)xez, €t (Yn)nes oU

Yn = Z Xk-

ke,

CTREGTeme T

Toute famille (X )xez sommable & termes dans un espace de Banach est sommable par paquets, dans ce cas

)
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4 SOMMATION DANS UN ALGEBRE NORMEE.

pour toute partition dénombrable (Z;, )nes de Z, on a:

Zm=Z(ZMJ

keT neJ \kKeI,

CTREGTeme T

Si (Xp,q)(p,q)en est une suite double absolument sommable a termes dans un espace de Banach, alors les
sommes suivantes existent et sont égales:

—+o00 “+ o0
Z Xp.q = pr,q
(p,q)ENXN p=0 \g=0
—+oo

“+oo
= pr,q
p=0
n ( Z an)
n=0 \p+q=n

Sommation dans un algebre normée.

Dans toute cette partie (A, ||.||) est une algébre normée de Banach.

CTREGreme s

Sia € A tel que ||al <1, alors Z a® converge absolument, 15 — a est inversible avec (1o —a)’ = Z a®

RSO S

Soit E est un R ou C espace vectoriel et uw € L. (E), alors Sp(u) C B(O0, ||[ul]])-

RS

On note par U I’ensemble des éléments inversibles de A, alors U est un ouvert et Papplication a — a~! est
un homéomorphisme de U vers lui méme.
Si Zun et Zvn convergent absolument, alors la série de terme général w, = Z upvg converge

P+q=n
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8

+o00 +o0 +
absolument, avec (Z un)> (Z vn)> = Z ( Z upvq>
n=0 P

n=0 n=0 +q=n
an
Pour tout a € A, la série Z — converge absolument, sa somme s’appelle exponentielle de a et se note e®,
n

+b a, b

on en particulier eT° =¢e%.e

)
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Suites et séries de fonctions

Blague du jour .

Un prof de math explique a ces éleves de faire attention avant de répondre lors d’un
oral de concours, et s’assurer que ce qu’ils allaient dire est juste:

- Les intelligents sont toujours dans le doute. Seuls les imbéciles sont constamment
affirmatifs.

- Vous en étes certain? demande un éleve.

- Absolument certain!

pa

Félix Edouard Justin Emile Borel (1871-1956)

Mathématicien francais, spécialiste de la théorie des fonctions et des probabilités, membre de I’Académie
des sciences, a été aussi un homme politique, député, ministre, résistant et prisonnier de guerre, il fut décoré
par le Grand-croix de la Légion d’honneur, par la Croix de guerre et par la Médaille de la Résistance.

Il fat premier de sa promotion premier & I’Ecole polytechnique, a I'Ecole Normale, et & l'agrégation de
mathématiques. Il était parmi les pionniers de la théorie de la mesure et de son application a la théorie
des probabilités et de jeux.

ol Np USIOIIRWIYICIN

Remerciements & Mr My Hassan Ratbi (Rabat) pour la source Latex de ce résumé de cours.

Dans ce chapitre, les fonctions considérées sont définies sur une partie A d’un espace vectoriel E de dimension
finie et a valeurs dans un espace vectoriel normé de dimension finie F.

)
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1 MODES DE CONVERGENCE

Modes de convergence

IW® Suites de fonctions

e Convergence simple

Etant donnée une suite (fn) de fonctions définies sur une partie A de E & valeurs dans un evn de dimension
finie F.

Do T

La suite (f;,) converge simplement sur A vers f, si pour tout élément x de A, la suite (fy(x) converge vers
f(x).
On dit alors que f est limite simple sur A de la suite de fonctions (f;).

R

1. 11 est clair que f est unique puisque pour tout x € A, la suite (f;,(x)) a une limite unique.
2. On dit que (fn) converge simplement sur A si elle existe f telle que (f;) converge simplement sur f.

3. Si X C A on dit que la suite converge simplement sur X si la suite des restrictions de (fy) sur X
converge simplement.

o Convergence uniforme

Do 2

La suite (fy) converge uniformément sur A vers f, si pour tout élément x de A, la suite ||f, — f||  converge
vers 0.
On dit alors que f est limite uniforme sur A de la suite de fonctions (fy).

A

1. En notant Ry, = sup |[fn(x) — f(x)|| € R, la convergence uniforme de la suite (f,) vers f est
équivalente la convergence de la suite (Ry) vers 0. Donc pour montrer qu’une suite (fy) converge
uniformément vers f il suffit qu’il existe une suite de réels (&) qui tend vers 0 telle que Ing € N, Vx €
A, Ifn(x) — f(X)|| < €n

)

myismail.chez.com




MP-PSI-TSI

ésumes de cours:

/

R

1 MODES DE CONVERGENCE

2. Pour montrer qu’une suite de fonction (f;;) ne converge pas uniformément il suffit d’exhiber une suite
(xn) d’éléments de A tel que fn(xn) — f(xn) ne tend pas vers 0.
En effet Ry = sup [|[fn(x) — f(x)]| = fn(xn) — f(xn).
XEA

3. On dit que (f,) converge uniformément sur A si elle existe f telle que (fy) converge uniformément sur
f. La limite f est souvent calculer par la convergence simple.

4. Si X C A on dit que la suite converge uniformément sur X si la suite des restrictions de (fy) sur X
converge uniformément.

5. Si (fy,) converge uniformément sur A alors converge uniformément sur toute partie X C A.
6. L’écriture formelle de la convergence simple et uniforme de la suite (fy,) vers f est respectivement :

e CS:¥x €A, Ve>0,aAN e Nyvn e Nyn > N = ||f(x) — f(x)|| < e.
e CU:Ve>0,IN e NyVx e AAvn e N\n > N = [|[f(x) — f(x)|| < ¢

G

Si la suite (fy) converge uniformément vers f alors (f;,) converge simplement vers f.

e Critere de Cauchy uniforme.

Rl

Soient (fy,) une suite de fonctions définie de A vers un espace vectoriel normé F, on dit que la suite (f,,) est
uniformément de Cauchy sur A si pour tout € > 0, il existe N € N tel que :

Vin,m) eN?, m>=Nm>N) =Vx €A, |fn(x) —fm(x)| <e.

TREGTeme T

Si F est un Banach, (f;;) converge uniformément vers f si et seulement si f vérifie le critere de Cauchy
uniforme.

A

B(A,F), I'espace de fonctions bornées sur A, muni de la norme ||.||, est complet.

W) Séries de fonctions.

Soit (f;,) une suite de fonctions de A dans F, comme pour les séries dans un espace vectoriel normé , on note
n

Sh = Z fx la somme partielle.
k=0
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e Convergence simple

DR T

On dit que ) fyn converge simplement sur A si Vx € A, Y fn(x) converge. Dans ce cas :

—+oo “+oo
e la fonction somme est note S = Z fn, et onaVx € A, S(x) = Z fn(x)
n=0

n=0

+o0
e le reste et la suite de fonction définie par : Vx € A, Ry (x) = Z fr(x).
k=n+1

e OnaVx € A, S(x) = Si(x) + Rn(x).

L’ensemble des éléments tel que Y fn(x) converge s’appelle domaine de convergence simple.
Convergence uniforme

On dit que Y fy converge uniformément sur A si (Sy) converge uniformément sur A.

La convergence uniforme implique la convergence simple.

G

Si la série Y fy converge uniformément sur A, alors la suite (fy,) converge vers 0 sur A.

A

(fn) peut converger vers 0 sans que Y fy converge uniformément.

A

Une séries convergeant simplement vers f converge uniformément si et seulement si Ry, converge uniformément
vers 0

Relii

On dit que la suite }_fy converge uniformément sur tout compact de A si quelle que soit la partie K compact
de A la suite Y f converge uniformément sur K.

o Convergence absolue

el

On dit que la suite >~ f converge absolument sur A si quelle que soit x de A | la suite >_ ||fn(x)|| converge
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2 THEOREMES D’APPROXIMATIONS

A——

Si la série ) fn converge absolument sur A, alors > f, converge simplement sur A.

e Convergence normale |

RElii

On dit que la suite Y fy converge normalement sur A si

e VR € N, f, € B(A,F),

e la série numérique Z |fn|l . converge.

A

Si la série ) fn converge normalement sur A, alors ) fpn converge absolument et uniformément sur A,

et I'on a :
“+o00 “+o0
Y faf <D lifalle
k=0 k=0

o0

Théoremes d’approximations

Dans ce paragraphe, les applications considérées sont définies sur un intervalle I de R et valeurs dans un
espace vectoriel F de dimension finie.

pR® Fonctions en escalier

@ Approximation uniforme des fonctions continues par morceaux sur [a, b].

L

Toute fonction continue par morceaux sur [a, b], valeurs dans F, est limite uniforme d’une suite de fonctions
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en escaliers sur [a, b].
Ce qui peut se traduire par :

o Vf € CM(la,b],F),Ve>0,3g € £([a,b], F),[If — gl <&
o vf € CM(la, b}, F),3(fn) € (E(la, b, F)Y, lim |[[fn —f]l, = 0.

TRESTemes

Toute fonction continue sur un segment [a, b], & valeurs dans F, est limite uniforme d’une suite de fonctions
affines par morceaux sur [a, b]

Premier théoreme de Stone-Weirstrass

Toute fonction complexe continue sur un segment [a, b], valeurs dans C, est limite uniforme d’une suite de

n
fonctions polynomes de la forme P(X) = Z ar Xk,
k=0
Deuxieme Théoreme de Weirstrass

Toute fonction complexe 27-périodique valeurs dans C, est limite uniforme sur R d’une suite de fonctions
n

polynomes trigonométriques de la forme P(x) = Z(ak cos(kx) + by sin(kx))
k=0

Continuité de la limite uniforme

TReGTeme o

Théoreme de la double limite ou interversion des limites.

Soit (fy) une suite de fonctions de F(A,F) et a € A.

e Si pour tout m, lim f,(x) existe.
XxX—a

e Si la suite f, converge uniformément vers f sur A,
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alors lim f(x) et lim (lim fn(x)> existent et sont égales, plus précisément:
x—a n—o-+oo \x—a

lim <lim fn(x)) - lim < Tim fn(x)>

n—+oo \x—a Xx—a \n—-+oo

LT

Théoreme de la continuité de la limite uniforme.

Soit (fn) une suite de fonctions de F(A,F) et a € A.

e Si pour tout n, fy est continue en a

e Si la suite f;; converge uniformément vers f sur A,

alors f est continue en a.

CTREGTemes

Théoréme d’interversion des limites et sommes.
Soit (fn) une suite de fonctions de F(A,F) et a € A.
e Si pour tout n, lim fy(x) existe.
X—a

e Sila série E fn converge uniformément sur A,

+o0 +oo
alors lim Z fa(x) et Z lim f, (x) converge et sont égales, plus précisément:
xX—a xX—a
n=0 n=0
+o00o “+oo
s (2 ) = 3 (s )
n=0 n=0

TResTme o

Théoreme de la continuité de la somme.

Soit (fn) une suite de fonctions de F(A,F) et a € A.

e Si pour tout n, fy est continue en a

e Sila série E fn converge uniformément sur A,

alors ) N0 + oo est continue en a.
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A

Les résultats précédents sont encore valables si I’on remplace convergence uniforme par convergence uni-
forme sur tout compact.

Dérivée de la limite uniforme

I tant un intervalle de R non réduit un point, C' (I, R) désigne I’espace des fonctions de I dans F de classe
cl.

TREGTeme 1o

Soit (fn) une suite de fonctions de C'(I, F) telle que :

e (f) converge simplement sur I vers f € F(I, F).

e La suite (f]) converge uniformément sur tout segment de I vers g € F (I, F).
Alors

e fest de classe C! sur I avec f/ = g.

e la suite (f;,) converge uniformément vers f sur tout segment de I.

CTResTeme T

Soit (f,) une suite de fonctions de C¥(I, F),k € N telle que :

e pour tout j €0,k — 1]la suite (fg) )n converge simplement sur I;

e La suite (1’£1k))Tl converge uniformément sur tout segment de I vers g € F(I, F).

Alors la fonction f = lim fy, est de classe C* sur I avec f(¥) = g et chaque suite (fg))n,j elo,k—1]

n—-+oo
converge uniformément sur tout segment de I vers fU).

TReoTeme 12

Soit (fn) une suite de fonctions de C*° (I, F) telle que :
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e pour tout j € N la suite (f&j ))n converge simplement sur I;

o il existe p € N tel que, pour tout k > p, La suite (f;k) )n converge uniformément sur tout segment de

I.

Alors la fonction f = lim f,, est de classe C* sur I et chaque suite ( ;’ ) )n,j € N converge uniformément sur
tout segment de I vers fU),

CTREGTeme T8

Dérivation terme & terme

Soit Z f. une série de fonctions de C' (I, F) telle que :

e la série E fn converge simplement sur I;

e la série Z f] converge uniformément sur tout segment J de I.

—+ 00 +o0 ! +o0
Alors la fonction somme Z f,, est de classe C! sur I avec : (Z fn> = Z 1’1’1
n=0

-

Soit Z f. une série de fonctions de C¥(I,F), k € N telle que :

e pour tout j €[[0, k — 1]l1a série >_ fg ) converge simplement sur I;

e La série y_ fﬁk) converge uniformément sur tout segment de I.

“+o0
Alors la fonction Z fn est de classe CK sur I et chaque série Z fflj) ouj €[0,k — Tllconverge uniformément
n=0
+o0o ()
sur tout segment de I vers (Z fn> . Plus précisément:
n=0

“+o00 (]) —+ 00
Vvj €[0,k], vx € I, (Z fn> (x) = (Z fiﬁ’(x)) :
n=0
L

Soit ) Uy une série de fonctions de C* (I, F),k € N telle que :

e pour tout j € N la série Z fff) converge simplement sur I;
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o il existe p € N tel que, pour tout k > p, La série Z f;k) )Jn converge uniformément sur tout segment
de I.

“+oo
Alors la fonction Z fn est de classe C* sur I et chaque série Z fg) ,j € N converge uniformément sur tout

n=0
segment de I avec

+oo () +o0o
Vj €l0,k], vx € 1, (Z fn> (x) = (Z f§3’>(x)>.
n=0 n=0

Les résultats précédents sont encore valables si I’on remplace convergence uniforme par convergence uni-
forme sur tout compact.

Intégrale de la limite uniforme

WP Fonction réglée

Do s

On appelle fonction réglée sur un segment [a, b] & valeurs dans un espace vectoriel normé , F de dimension
finie, toute application f : [a, b] — F telle que

e lim f(t) existe Vx €la, b].

t—ox+

e lim f(t) existe Vx € [a, b[.

tox—

L’ensemble de telles fonctions se note R([a, b], F).

A

e Toute fonction continue par morceaux est réglée, en particulier toute fonction continue ou en escalier
sur [a, b] est réglée.

e Toute fonction réglée est bornée
e La limite uniforme de fonctions réglées est réglée.

e R(la,b],F) est un fermé pour la norme |||, .

myismail.chez.com




MP-PSI-TSI

ésumes de cours:

/

R

5 INTEGRALE DE LA LIMITE UNIFORME

TREsTeme 16

e Pour toute fonction réglée f : [a,b] — R et € > 0, J@, P en escalier sur [a, b] telles que @ < f <
Yy, b—ep<ce

e Pour toute fonction réglée f : [a, b] — F et € > 0, I en escalier sur [a, b] telles que || —f|| < &
e Toute fonction réglée est limite uniforme d’une suite de fonctions en escaliers.

e La limite uniforme d’une suite de fonctions en escaliers est une fonction réglée.

WY [ntégration sur un segment

CTREGTeme T

Soit f : [a,b] — F fonction réglée et @, : [a,b] — F une suite de fonctions en escaliers qui converge
b

uniformément vers f. Alors la suite (J Pn(t)dt converge et sa limite ne dépend pas du choix de la
a neN

b b
suite (@n ). On pose alors: J f(t)dt = lim J @n(t)dt
a

a n——+oo

L’intégrale d’une fonction réglée hérite de toutes les propriétés de 'intégrale d’une fonction en escaliers,
plus précisément si f, g : [a, b] — F réglées et A € R, on a les propriétés suivantes:

b b

b
ol[(f+AgNﬂdt=J ﬂﬂdt+AJ g(t)dt
b
o f>0=— | f(t)dt>0.
rb b
o f>g= | f(t)dt ZJ g(t)dt.
b b
. J £(t)dt gJ I1£(t) ] dt.
° naf(t)dt=0
rb c b
. fﬁMt=JfHkH+J f(t)dt, Vc € [a, b].
ra b
. fHMt=—J f(t)dt.
Jb a
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X

e l'application F(x) = J f(t)dt est dérivable & gauche et & droite en tout point x € [a, b], avec F/(x*) =
a
f(xT) et F/(x™) =f(x™).

TResTeme 15

Si f5, est une suite de fonctions réglées qui converge uniformément vers f, alors f est réglée avec

b b
lim J fn(t)dt=J lim  fo(t)dt
n—+oo a an—)—l—oo

TREGTeme 1o

Intégration terme a terme. Si E fn est une série de fonctions réglées qui converge uniformément, alors:

“+oo b b +oo
> (J fn(t)dt> =J D fa(t)dt
4 n-0

n=0 &

) [ntégration sur un intervalle quelconque.

Dans tout la suite I désigne un intervalle de R d’intérieur non vide.

el

e Soit f: I — F, on dit que f est réglée sur I si et seulement si elle est réglée sur tout segment [a, b] C 1.

e Soit f: I — R™, on dit que f est intégrable sur I si et seulement si {J f tel que [a, b] C I} est
[

a,b]

majoré, on pose alors J f= sup J f
I [a,b]CI J[a,b]

e Soit f: I — R, on dit que f est intégrable sur I si et seulement si ™ et £~ est intégrable, on pose

alorst= fr— | f
1 I 1

e Soit f: I — C, on dit que f est intégrable sur I si et seulement si Ref et Imf sont intégrables, on pose

alors J f=| Ref+ iJ Imf
1 I 1

e Soit f: I — RM"ouC" , on dit que f est intégrable sur I si et seulement si f; et sont
t — (f1(t))"' )fn(t)

intégrables, on pose alors J f= (J fr,--- ,J fn)
1 1 1

)
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A

Soit f: I — F réglée, on a les résultats suivants:

e f intégrable sur I si et seulement si ||f|| intégrable sur I, dans ce cas

[ ] <, e

e Si f est intégrable sur I et (J;;) une suite exhaustive de segments I, alors J f= lim J f.
1 n—+oo Tn

CTREGTeme o0

Théoreme de convergence monotone: Soit (fn) une suite croissante (fn, < fny1) de fonctions réglées
positives intégrables sur I qui converge simplement vers une fonction réglée f. Alors f est intégrable

si et seulement si ( J fn) est majorée, dans ce cas, on a: lim J 5= J lim f,
I I I

n—-+oo n—-+oo

Théoreme d’intégration terme a terme: Soit E fn une série de fonctions réglées intégrables sur I qui converge

simplement. Alors f est intégrable si et seulement si Z J [|frn]| converge, dans ce cas, on a:
I

+o00 +o00 +oo +oo
PN RN ES W NS W TS W R
n=0 I n=0 I n=0 I n=0 I

CTREGTeme oo

Théoreme de convergence dominée: Soit (f,) une suite de fonctions réglées intégrables sur I qui converge
simplement vers une fonction réglée f. Si I réglée positive et intégrable sur I telle que ||fn|| < @, Yn € N,

alors f est intégrable avec: lim J fn = lim f,
n—-+oo I 1 n—-+oo

)
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Séries entieres

Fonctions holomorphes

Blague du jour ~

e Qu’est-ce qui est jaune et vert, qui court dans I’herbe 7
- L’équipe de football du Brésil!
e Pourquoi les joueurs d’une équipe de foot ont ils les mains toutes lisses 7

- Car cela fait deux ans qu’ils se les frottent en disant ”le prochain match, on le gagne
!77

Al-Kachi (1380-1429)

Mathématicien et astronome perse (iranien ouzbek). Al-Kachi calcula le nombrert avec une précision de
seize décimales, la plus grande précision pendant preés de deux siecles. Al-Kachi joua un réle important
dans la conception de ’observatoire de Samarcande et dans la publication des tables sultaniennes.

Remerciements: & Mr My Hassan Ratbi (Rabat) pour la source latex de ce résumé de cours.

Séries entieres complexes

Iy Convergence

Do T

e On appelle série entiere de variable complexe z, toute série de fonctions de la forme Z a,z" ot a, € C.

ol Np USIOIIRWIYICIA
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“+oo
e On appelle domaine de convergence D = {z € C, (Z anz"> converge }. Pour tout z € D, (Z anz“>
n n=0

s’appelle la somme de la série (Z anz“> au point z.
n

CTREGTeme T

Lemme d’Abel: Soit (Z anz"> une série entiere et T > 0 tel que (anr™) soit bornée, alors Vz € C tel que

n
|z| < T, on a (Z anz“> converge absolument.

n
Soit ( E anz“> une série entiere de domaine de convergence D, alors il existe un unique réel positif, R,
n

vérifiant D(O,R) C D C D(0,R).
R s’appelle le rayon de convergence, en particulier pour tout z € C, on a:

° E a,z"™ | converge absolument si |z| < R.
n

° (Z anzn> diverge si |z| > R.
n

e on ne peut rien dire si si |z] < R.

A

Soit Z anz™ | une série entiere de rayon de convergence R, D(0, R) s’appelle le disque de convergence
n

de la série, a l'intérieur duquel la convergence de la série est normale sur tout compact. On a en plus les

sup{|z| tel que Z anz™ | converge }

n

propriétés suivantes: R

sup{|z| tel que Z an,z" | converge absolument }
n

sup{|z| tel que (an,z™) bornée }
supf|z| tel que (anz™) converge vers 0}

W) Opcérations sur les rayons de convergence

Soient E anz™ et E bnz™ deux séries entieres de rayon de convergence respectivement R, et Ry.
n 0

TReoTeme s
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|an+1 1
. [Ant1
lim

n—++oo |an|

Regles de D’Alembert et de Cauchy @ D’Alembert: Si  lim

existe dans R, alors Rq =
n——++o00 |an|

e Cauchy: Si lim {/|an| existe dans R, alors Rg = ——
n——+-+o0o

A

1. Sivn € N, |a,| < |byl, alors Rq > Rp.
Si an = O(by) ou a, = o(by), alors Rq > Ryp.

Si an ~ by, alors Rq = Ryp.

> 80N

Le rayon de convergence R de la somme des deux séries ) anz™ et > bnz™ vérifie :

® Si Ra #Rb)R = min(Ra)Rb))
e Si Rq =Rp,R > Ry =Ryp.

De plus, pour tout z € C tel que |z| < min(Rq, Rp), on a :

++oo ++oo ++oo
Z (an +bp)z"™ = Z anz™ + Z bnz"
n=0 n=0 n=0

5. Le rayon de convergence R de la série >_ ¢nz"™, produit de Cauchy des deux séries Y anz™ et Y bnpz"
vérifie : R > min(Rq, Rp) et on a :

++oo ++o0 ++o0
Vz € C, tel que |z| < min(Rq, Ry ), Z CnZ” = Z anz" Z bnz"
n=0 n=0 n=0

6. Une série entiere et sa série dérivée ont le méme rayon de convergence.

Séries entieres réelles

pRY Comportement de la somme

Soit Z anx™ une série & coefficients a, tous réels et a variable x réelle. Soit R son rayon de convergence R,

I'intervalle ] — R, R[ s’appelle I'intervalle de convergence dans lequel la série converge absolument, plus encore
“+oo

elle converge normalement sur tout compact de ] — R, R[. Soit f(x) = Z a,x"™, on a les résultats suivants:

n=0
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TResTeme

e f est continue sur ] — R, R[.

f(n)(o)
o f est de classe Ct*° sur | — R, R[, avec a,, = — vn € N.
b +oo “+o0 b n
° J Z a,x"dx = Z anJ x"dx.
4 n-0 n=0 @

p) Fonctions développables en série entiere

Bemron 2

Soit f une fonction d’une partie X de R dans C. On dit que f est développables en série entiere (DSE)
en xp € X, s’il existe une série entiere > anx™ de rayon R > 0 et v €]0, R] avec | — r, r{C X tel que :

++oo
Vx €xo — 1,%0 + 1[, f(x) = Z an(x —xo)™

n=0

TREGTemes

Si f est développable en série entiere en xg, alors il existe un voisinage de xo sur le quel f est de classe C*

' (x —x0)™. Cette série est appelée
n

et le développement en série entiere de f en xg est f(x) =

n=0
série de Taylor de f en xo.

R

La réciproque du théoreme précedent est en général fausse, toutefois on a le résultat suivant:

CTREGTeme e

X X — t n
Si f est de classe CT° au voisinage de X, et si le reste intégral Ry, (x) = J %f("ﬂ ) (t)dt converge
. n!
uniformément vers 0 alors f est développable en série entiere en xg avec f(x) = — (x —x0)™ au
n
n=0

voisinage de Xo

G

1. La somme de deux fonctions DSE est DSE et son DSE est la somme des deux développements.

2. La produit de deux fonctions DSE est DSE et son DSE est la produit de Cauchy des deux développements.
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3. Si f est DSE alors f’ est DSE.

Fonctions holomorphes

el

Soit Wouvert de C et f : U — C, on dit que f est dérivable en un point zo € W si et seulement si lim

pa,

f(z) — f(zo0)

z—2zo Z—2Zo

. , . f(z) —f(z0) o .
existe dans C, on pose alors f/(zg) = lim ———— appelée dérivée de f au point zg.
z—2zo Z—Zo

On dit que f est holomorphe sur U si elle est dérivable en tout point de U.

A

e La somme, produit, composée, rapport (quand ils sont définis) de fonctions holomorphes est une fonc-
tion holomorphe.

e Les opérations sur les dérivées des fonctions a variable réelle sont encore valables pour celles a variable
complexe.

TREGTeme T

Soit U ouvert de C et f: U — C, et f dérivable en un point zg € U alors

of f
—(20) =i—(20) Conditions de Cauchy-Riemann
dy ox

Do

e Soit f: U — C. On dit que f est développables en série entiere (DSE) en zp € U, s’il existe une

série entiere > anz™ de rayon R > 0 et r €]0,R] avec D(0,1) C X tel que : ¥x € D(0,r), f(z) =
++o0

Y an(z—2zo)"

n=0

e On dit que f est analytique sur U si et seulement si elle DSE en tout point de U.

e on dit que f est une fonction entiere si elle DSE sur U.

CTResTeme s
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Soit U ouvert de C et f: U — C, alors f est holomorphe sur U si et seulement si f est analytique sur U

TREsTeme o

Soit U ouvert de C et f : U — C holomorphe sur U, alors {z € U tel que f(z) = 0} est au plus dénombrable
et si zg € U tel que f(zp) =0, alors An € N et g : U — C holomorphe telle que f(z) = (z — z0)"g(2).

)
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1 THEOREMES GENERAUX.

Intégrale a un parametre

Blague du jour ~

e Dans une équipe de football, 'entraineur dit & un joueur: Aujourd’hui, tu vas jouer
avant.

- Ah non ! Moi, je veux jouer avec les autres !

e Un jeune garcon de 6 ans quitte le domicile de ses parents pour vivre avec son équipe
national de foot, quand on lui demande pourquoi, il répond: mes parents me battent
toujours alors que j’ai entendu dire que I’équipe nationale ne bat plus personne.

Oliver Heaviside (1850-1925)

Physicien britannique autodidacte. Il a formulé a nouveau et simplifié les équations de Maxwell sous leur
forme actuelle utilisée en calcul vectoriel. Il développa le calcul opérationnel, une méthode pour résoudre
des équations différentielles en les transformant en des équations algébriques ordinaires.

.IHOF Np uadIjetwIY IR

Remerciements: & Mr Sadik Boujaida (Rabat) pour la source latex de ce résumé de cours.

Dans tous le document I désignera un intervalle non trivial de R, K le corps R ou C.

Théoremes généraux.

@ Coinie

“Méoreme T

Soient m € N* et A une partie non vide de R™.

de Coursg/l P-PSI-TSI
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On considere une fonction f : A X I — K, et une fonction continue par morceaux positive intégrable
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1 THEOREMES GENERAUX.

o:1—-R.
Si
f est continue sur A X I
V(x,t) € A X1, |[f(x,t)|| < @(t) (hypothese de domination)

Alors la fonction g : x — J f(x, t)dt est définie et continue sur I.
I
Avec les notations du théoréeme précédent, si I est un segment, la continuité de f sur A X I suffit pour

justifier celle de g sur A. (Pas besoin de domination).

Noter la similitude des données du théoreme avec la convergence normale d’une série de fonctions :
vn € N,vx € I, |lun(x)| < an et la série Y an converge.
vs.
V(x,t) € A XI, [f(x,t)] < @(t) et @ est une fonction intégrable sur 1.

Comme pour les séries de fonctions, on peut le cas échéant effectuer des dominations sur les parties K X I,
K étant un compact quelconque de A.

1.2 88

L

Soit K et I deux intervalles non triviaux de R. On considere une fonction f : K X I — K et des fonctions
continue par morceaux positives intégrables @, : I — R. Si :

f est continue sur I et admet une dérivée partielle % continue sur I
Vix,t) € KX I, [f(x,t)] < @(t)
V(x,t) € K x I, |35 (x,t)] < (t)

Alors la fonction g : x +— II f(x,t)dt est bien définic et de classe C! sur K et :

vx €K, g’(x) = [} 2 (x, t)dt

A

Dans la démonstration, on n’a pas utilisé ’hypothese de domination de f, néanmoins elle sert a justifier
que g est bien définie sur K. On peut se dispenser de sa vérification si on démontre séparément que g est
bien définie sur K.

Dans le cas ou I est un segment, il suffit que f soit continue sur K X I et admette une dérivée partielle %
continue sur K X I pour que g soit de classe C! sur K. (La aussi pas besoin de domination).

Avec les données du théoreme précédent on se donne un entier k € N*, et on suppose qu’il existe des fonctions
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®o, 1, - , @k continue par morceaux positives intégrables sur I telles que :

f est continue sur I

f admet des dérivées partielles g;f continues sur I, i €[[1, k]

Vi €ll0, k], V(x,t) € Kx I, [f(x,t)] < @i(t)

Alors la fonction g : x — II f(x,t)dt est de classe C¥ sur K et :

i

. d
Vi el1,k],V(x,t) € Kx I, gV (x) =J (x,t)dt

1 Ox'

Transformée de Laplace

Do T

, 0 si 0
Fonction de Heaviside ou Echelon unité : U(x) = S
Tsix>0

e Fonction causale : nulle sur R* .

1

e Transformée de Laplace de f, causale : £Lf(x) = J f(t)e *tdt.
0

f s’appelle 'original de Lf.

le produit de convolution de f et de g noté f = g est la fonction définie par

fxg(x) = Jo f(t)g(x — t)dt

G

o L(f+Ag)=LFf+ALg.

e L(U(x —a)f(x —a)) = L~Ff(x)e >

(
L(f*xg)=LSF.Lg.
(
LUMX)F (x)) =xLf(x) — £(0T).

L(U(x) J: f(t)dt) = Lf(x)e *.

1
L(U(x)) = 7_c
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L(U(x) cos wx) =

L(U(x) sin wx) =

x
x2 + w?’

x2 + w?’

2 TRANSFORMEE DE LAPLACE
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1 ESPACES DE HILBERT.

Séries de Fourier

Blague du jour ~

Dans une voiture, quatre ingénieurs. Tout coup la voiture s’arréte..

- Le Mécanicien: Je le savais, c’est un probleme de transmission.

- Le chimiste: c’est la faute des acides de la batterie !

- L’électronicien: c’est le circuit électronique qui ne marche plus !.

- L’Informaticien en dernier : ... et si on essayait de fermer toutes les fenétres ouvertes,
de quitter, et redémarrer a nouveau ?

David Hilbert (1862-1943)

pa

Mathématicien allemand. Il est considéré comme un des plus grands mathématiciens du XX eme siecle, au
méme titre que Henri Poincaré. Il a développé la théorie des invariants, I’axiomatisation de la géométrie,
les fondements de ’analyse fonctionnelle, la mécanique quantique et la relativité générale. 11 a adopté
et défendu avec vigueur les idées de Georg Cantor. Il est aussi connu comme 'un des fondateurs de la
théorie de la démonstration, de la logique mathématique et a clairement distingué les mathématiques des
métamathématiques.

.

IHO[‘ NP UadIjeWIYIeIN

Remerciements: & Mr Karim Chaira (Mohammedia) pour la source latex de ce résumé de cours.

Dans tous le document K désignera le corps R ou C.

Espaces de Hilbert.

I Geéneralites.

DBémton T

On appelle espace de Hilbert tout espace préhilbertien complet.
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1 ESPACES DE HILBERT.

A

mathbbTout espace préhilbertien de dimension finie (i.e: hermitien ou euclidien) est un espace de Hilbert.
Dans ce cas, si (€i)1<i<n €st un base orthonormale directe , Vx € H, on a les propriétés suivantes:

e ix—Y (RIe)) € F
i=1

H=-Fo!FY

n
e pr(x) = Z (?Ia}) est la projection orthogonale de x sur F;
i=1

e Pr(x) est la meilleur approximation dans F du vecteur x de E;

L’application x — Pg(x) est un endomorphisme de E, continue, et de norme 1 si F =/ {0};

n
IPEGANIZ = > I(xle)? =< [[x||*  (Inégalité de Bessel)

i=1

W Bases hilbertienne.

Bemron 2

Soient (E, (.|.)) un espace préhilbertien et I un ensemble dénombrable. On dit qu'une famille (e;)ier,
d’éléments de E est une base hilbertienne de E si elle vérifie les conditions suivantes :

(i) (ei)ier est une famille orthonormale de E,

(ii) Pensemble des combinaisons linéaires (finies) des vecteurs de {e; ; 1 € I} forment un sous- espace dense
dans E.

On dit aussi que (ej)ier est une famille orthonormale totale de E.

Exemples:

o L'espace £2(N) = {u = (Un)n>o0 € KN 5 la série Z lun|? est convergente }, muni du produit scalaire

neN
“+o0

: (uv) = Z UWnVn, pOUr tout U = (Un)nso €tV = (Vn)nso de €2(N), est un espace de Hilbert. Soit
n=0

e, la suite dans dont tous les termes sont nuls sauf le (n + 1)'®™¢ qui est égal & 1.

{en ; M € N} est une famille orthonormale totale de €2 (N).

)
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1 ESPACES DE HILBERT.

e On considere I’espace préhilbertien C2- (R, C) des applications f : R — C 27-périodiques, continues
1 (™ —
sur R, muni du produit scalaire (.|.) : (f,g) — ZtJ f(t)g(t)dt. On pose, pour tout n € Z et
—7TT
pour tout x € R, f, (x) = ei™. La famille (f,)nez est une base hilbertienne de C2x(R, C).

e On considere I'espace préhilbertien Cox (R, R) des applications f : R — R 27-périodiques, continues
‘l 7T
sur R, muni du produit scalaire (.|.) : (f,g) — — J f(t)g(t)dt. On pose, pour tout n € Z et pour
TT)

tout . La famille (cos(nx))nen U (sin(nx))nen+ est une base hilbertienne de Con(R,R).

de Fourier

Soient (E, (.|.)) un espace préhilbertien et (ej)ier une base hilbertienne de E. Pour tout x € E, la suite
((xlei))cy est appelée famille des coefficients de Fourier de x relativement a la base hilbertienne (ei)ier de
E.

A

e On rappelle que 'espace C2, (R, C) des applications f : R — C 27m-périodiques, continues sur R, muni
L I (G — )
du produit scalaire (.|.) : (f,g) — Z{J f(t)g(t)dt est préhilbertien et que la famille (e'™ )nez
—1TT

est une base hilbertienne de C27(R,C). Dans ce cas les coefficients de Fourier pour une application
f:R = C 2m-périodique, continue sur R sont données par la formule:

1 (™ .
Vn € Z, cn(f) = —J f(t)e "tdt.
21 ) _ o

e On rappelle que 'espace C2 (R, R) des applications f : R — R 27-périodiques, continues sur R, muni
7T
du produit scalaire (.|.) : (f,g) — p J f(t)g(t)dt est préhilbertien et que la famille (cos NX)neny U

—7TT
(sinnx)nen= est une base hilbertienne de C2-(R, C). Dans ce cas les coefficients de Fourier pour une
application f : R — C 2m-périodique, continue sur R sont données par les formules:

‘l T
vn eN, a,(f) = —J f(t) cosntdt
T -mn

1 7T
vn € N*, by (f) = —J £(t) sinntdt
)

CTREGTeme T

Soient (E, (.|.)) un espace de Hilbert et (e;i)ic1 une base hilbertienne de E, ou I = NTextouZ. Alors, pour
tout x € E,
(i) la série Z(enlx).en est convergente dans E, pour la norme ||.||,, avec :

nel
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1 ESPACES DE HILBERT.
x=) (enlx).en,
nel

(ii) la série Z [(x|en)]? est convergente, et on a :
nel

lIx|1* = Z l(enlx)]?> Egalité de Parseval
nel

WY Séries trigonométriques.

Bemon T

On appelle polynéme trigonométrique toute application f : R — K telle qu’il existe des constantes &g, &1, ..., &n
et Bo, B1, ..., Pn de K vérifiant: Vx € R,

f(x) = > (o cos(kx) + Br sin(kx)).

k=0
Soit f : R — K une application, alors f est un polyndéme trigonométrique si et seulement s’ils existent
des constantes Y_n, ..., Y0, .-., Yn de K vérifiant : Vx € R,

n
f(x) = Z Yiet

k=—mn

Relii

On appelle série trigonométrique associée a une famille (¢n)nez de C, la série de fonctions Z Up, ol pour
p=>0

uo(x) = co,
up(x) = cpe’PX + c_,e"'PX p € N*

A

Pour tout (p,x) € NTimesR, cpe'P* + c_,e 'PX = a, cos(px) + by sin(px),

tout x € R, {

ap =Cp+Cp

by, =1i(cp —c_p)

oil P P' P
cp =ap —ib,

c_p=ap+iby
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2 SERIES DE FOURIER

Soit Z U, une série trigonométrique de terme général u, : x Cpeip" + (:_pe_ipx = ap cos(px) +
p=>0
by, sin(px). Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) La série Z Up est normalement convergente sur R.
p=0

(ii) Les séries numériques Z cp et Z c_p sont absolument convergentes.
p=>0 p21

(iii) Les séries numériques Z ap et Z by, sont absolument convergentes.
p>0 p>0

Séries de Fourier

pl® Cocflicients de Fourier.

el

Soit f: R — C une application 27t-périodique et réglée sur R.
(i) On appelle coefficients de Fourier exponentielle de f les nombres complexes :

1 (™ .
vn € Z, cn(f) = —J f(t)e ‘"tdt.
2 ) _»

(ii) On appelle coeflicients de Fourier trigonométriques de f les nombres complexes:
1 (™ 1 (™
vn € N a, (f) = —J f(t) cos(nt) dt, b, (f) = —J f(t) sin(nt) dt
L TJ) 7

Soit f: R — C une application 27-périodique et réglée sur R, on a les propriétés suivantes:

_ ao(f)
co(f) = =5 N
‘v’nEN*:cn(f)= an ( )_21 n (f)

vn € N*: c_,(f) = M

e Sif est a valeurs dans R, alors Vn € N, a,(f) € R et b, (f) € R.
2

7T
e Sif est paire, alors Vn € N, an(f) = ;J f(t) cos(nt) dt et b, (f) =0.
0
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2 SERIES DE FOURIER

2 7T
e Si f est impaire, alors Vn € N, a,(f) =0 et b, (f) = ;J f(t) sin(nt) dt.
0

o Cn(?) = c_n(f), an(?) = an(f) et bn(?) =bn(f).

e On pose f(t) = f(—t), on a: cn(f) = c_n(f), an(f) = an(f) et by (f) = —bn(f).

e On pose fq(t) = f(t + a), on a: cn(fa) = e™%cn(f), an(fa) = cos(na)an (f) + sin(na)by(f) et
b, (fq) = cos(na)by, (f) — sin(na)an, (f).

e Les applications f — ¢, (f), f — an(f) et f+— b, (f) sont C-linéaires.
e Si de plus f est normalisée, alors on a:

~ lim an(f)= lim bn(f)= lim cn(f) = 0.

n——+-+o0o n—+-+4oo n—+-+4oo

‘l 7T
— A < ||fl|l; = — f(t)|dt.
lea ()] < Nl ZTJ_“I()I

“Bémton T

Soient a,b € R tel que a <b et f:[a, b] — C une application. On dit que f est de classe C! par morceaux
sur [a, b] ¢’il existe une subdivision 0 = (a = ag < a7 < ... < ay = b) de [a, b] telle que la restriction de f a
chacun des intervalle Jai_1, ai[, est prolongeable en une application de classe C! sur [ai_71, a;], 1 <i < n.

G

e Sif:R — C est une application 27m-périodique, continue sur R et de classe C! par morceaux sur R.
Soit f/ : R — C une application 2m-périodique, alors: ¢n (f’) =1 n.c,(f).

e Soient k € N*, f : R — C une application 2m-périodique de classe C*¥~1 sur R. On dit que f est de
classe C¥ par morceaux sur R si I'application (=) est de classe C! par morceaux sur R. Dans ce cas:

en(F¥) = (in)ken(f).

pd Sommes de Fourier.

“Défmitions

Soit f : R — C une application 27-périodique et réglée sur R. On appelle sommes partielles de Fourier
n

associées a f d’ordre n, n € N, I'application Sy, (f) définie par : Vx € R, S, (f)(x) = Z ci (f)etrx,

=t

Soit f: R — C une application 27t-périodique et réglée sur R. Alors, Vn € N*, Vx € R;

n
+ Y (@ cos(kx) + by sin(kx)) et So(f)(x) = 4.
k=1

S, _ %
() 2

)
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2 SERIES DE FOURIER

Do

Soit f : R — C une application 27-périodique et réglée sur R. On appelle série de Fourier de f en un point
n

) . a
x de R, la suite ( Z cn(f)et™™ ; notée Z cn(f)e™ ou = + Z (ax cos(kx) + by sin(kx)).
k=—mn nenN nez 2 nzl

On dit que Z cn (f)e!™ est une série & double entrée.
nez

n
On dit que cette série est convergente au point x de R si lim ( Z cn(f)ei“"> existe dans C; dans ce

n—-+oo
k=—mn

n—-+oo

n “+ o0
cas, on la note :  lim ( Z cn(f)ei“"> = Z cn(f)ei™.

k=—m k=—o0

Notation.

o (L(T),<.,.>) désigne I'espace préhilbertien des fonctions réglées normalisées 27t-périodiques.
e On note, pour tout n € Z, e, : R — C, l'application définie par : Vt € R, en(t) = ei™t.

e F,, le sous espace vectoriel de £(T) engendré par (e )kj<n, c’est & dire Fn = vect({ex; k| < n}).
On a les propriétés suivantes:

e (en)nez est base hilbertienne de ’espace préhibertien complexe £L(T). Avec, Vn € Z, cn (f) =< en, f >.

e Pour tout f € L(T), on a S;;(f) est la projection orthogonale de f sur Fy,.

TReoTeme s

n
Inégalité de Bessel Si f € £(T). Alors, YR € N > |ex(f)[* < |If]l3.

k=—mn
pY) Convergence quadratique.

TRESTeme

Soit f € L(T), alors lim ||f— Sy (f)||l2=0
n—-+oo

On dit que (S (f))nen converge vers f en moyenne quadratique.

TREGTeme s
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2 SERIES DE FOURIER

) 1E=
2 _ laoi Lt 2 Y (lan(®)P +ba(f)?)

n=1

—+oo
Formule de Parseval.Si f € £(T), alors [[f[|3 = ) [ea(f)]

CTREGTemeo

Sif e L(T), alors (cn(f))nz € €2(Z), avec f =0 & cn(f) =0, VR € Z

Xy Convergence ponctuelle.

Notation : Si f: R — C est une application 27-périodique et contionue par morceaux sur R, alors pour tout
x € R, }‘IH(I) f(x +h) et Lln’(l) f(x + h) existent bien dans C, on les notera respectivement f(x~) et f(x™).
h<0 h>0

CTRESTeme T

Théoreme de DirichletSoit f : R — C une application 27-périodique et de classe C! par morceaux sur R.
ao(f)

Alors, en tout point x de R, la série de Fourier de f, Z cn(f)ei™ = — + Z (an(f) cos(nx) + by (f) sin(nx))
nez n>1

converge vers w

En particulier, si f est continue en x, alors f(x) = Z::ioo cn(f)et™®

= @D 4 5% (@, () cos(x) + by (f) sin(nx))

pRY Convergence normale.

TResTeme s

Soit f : R — C une application 27m-périodique continue sur R et de classe C! par morceaux sur R. Alors,
(i) les séries Z lcn (f)] et Z |c_n (f)| sont convergentes.

n>1 n>1
. ao (f
(ii) La série Z cn(f)e'™™ = ﬁ ol Z (ak (f) cos(kx) + by (f) sin(kx)), convergent normalement (donc
nez 2 k>1
uniformément) sur R vers f. En particulier, Vx € R, f(x) = Z::ioo cn (f)et™®

= 2l 5 F0 (an(f) cos(nx) + by (f) sin(nx)) '

)
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1 EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES.

Equations différentielles

Blague du jour ~

Faites vous partie de la nouvelle économie ? La réponse serait oui, si:

e Pour demander a votre voisin s’il veut aller déjeuner avec vous, vous lui envoyez un
mail et il vous répond - également par mail - OK, laisse-moi 5 minutes.

e Vous discutez aprement via un forum avec un type habitant en Amérique du Sud
alors que vous n’avez jamais dit bonjour a votre voisin de quartier.

Rudolph Otto Sigismund Lipschitz (1832-1900)

Mathématicien allemand, étudiant de Dirichlet. Lipschitz a laissé son nom aux applications a dérivée
bornée (Application lipschitzienne). Son travail s’étend sur d’autres domaines: la théorie des nombres,
Panalyse, la géométrie différentielle et la mécanique classique. Lipschitz a en outre donné un critéere de
convergence des développements en série de Fourier.

.

Remerciements: & David Delaunay (Paris) pour la source de ce résumé de cours.

Dans tout le chapitre I est un intervalle ouvert de R.

Equations différentielles linéaires.

WP Equations différentielles linéaires d’ordre 1.

e Equation différentielle scalaire.

“Béfmton T

.IHOF Np uadIjetWIY IR

myismail.chez.com




MP-PSI-TSI

ésumes de cours:

/

R

1 EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES.

On appelle équation différentielle scalaire linéaire d’ordre 1 définie sur I toute équation de la forme x’ =
a(t)x + b(t) avec t — a(t) et t — b(t) fonctions continues de I vers K et d’inconnue t — x(t) fonction
dérivable de I vers K.

Méoreme T

Pour tg € I et xg € K, I’équation x’ = a(t)x + b(t) posséde une unique solution sur I vérifiant la condition
initiale x(tp) = X0, donnée par la formule de Duhamel:

t t
x(t) = <XO +J b(u)e_A(u)du> A ot A(t) =J a(u)du.

to to

o Systeme différentiel.

Bemron 2

On appelle systeme différentiel de taille n linéaire d’ordre 1 défini sur I tout systeme de la forme

X7 =ar1(t)x) + - 4+ a1 n(t)xn + by (1)

XTII =Qn,1(t)x1 + -+ an,n(t)xn + ba(t)

avect — a;j(t) et t — bi(t) fonctions continues de I vers K et d’inconnue t — (x1(t), -+ ,xn(t)) fonction
dérivable de I vers K™.

e Equation différentielle matricielle.

el

On appelle équation différentielle matricielle de taille n linéaire d’ordre 1 définie sur I toute équation de la
forme : X’ = A(t)X + B(t) avec t — A(t) fonction continue de I vers M, (K), t — B(t) fonction continue
de I vers M, 1(K) et d’inconnue t — X(t) fonction dérivable de I vers My 1 (K).

A

Par l'identification usuelle entre K™ et My, 1(K), systemes différentiels et équations matricielles se cor-
respondent.

o Equation différentielle vectorielle.

Do
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1 EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*. On appelle équation différentielle linéaire d’ordre
1 & valeurs dans E définie sur I toute équation de la forme x’ = a(t)(x) + b(t) avec t — a(t) fonction
continue de I vers L(E), t — b(t) fonction continue de I vers E et d’inconnue t +— x(t) fonction dérivable
de I vers E.

A

1.

L’équation différentielle vectorielle généralise les autres types d’équations:

e Pour E = K : les équations scalaires.
e Pour E = K" : les systemes différentiels.

e Pour E = M, 1(K) : les équation matricielles.

. Pour alléger les écritures, on adopte la notation fx au lieu de f(x). L’équation étudiée s’écrit alors

x’ =a(t)x + b(t).

. En introduisant une base B de E et en posant A(t) = Mg(a(t)),B(t) = Mz(b(t)) et X(t) =

M (x(t)), I'équation vectorielle x’ = a(t)x + b(t) équivaut & I’équation matricielle
X’ = A(t)X + B(t). Ainsi toute équation vectorielle équivaut & une équation matricielle ou encore a
un systeme différentiel.

. D’un point de vue théorique, on préfere manipuler la notion d’équation vectorielle. D’un point de vue

pratique, on transpose en terme de systeme différentiel ou d’équation matricielle en travaillant dans
une base bien choisie.

@ Probleme de Cauchy

Relii

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*,a : I — L(E) et b : I — E des fonctions
continues. On étudie ’équation différentielle x’ = a(t)x + b(t) de fonction inconnue x : I — E dérivable.
Soient to € I et xo € E. On appelle probleme de Cauchy la détermination des solutions de I’équation
x’ = a(t)x + b(t) vérifiant la condition initiale x(tg) = Xo.

e Théoreme de Cauchy-Lipschitz linéaire

TResTeme 2

L’équation différentielle x’ = a(t)x + b(t) posseéde une unique solution sur I vérifiant la condition initiale
x(to) = xo.

Corollamet

L’ensemble So des solutions sur I de I’équation homogene x’ = a(t)x est un sous-espace vectoriel de C' (I, E)
de dimension n = dim E.
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1 EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES.

On appelle systeme fondamental de solutions de 1’équation homogene x’ = a(t)x toute base (x1,...,%xn) de
I’espace Sg. la solution générale homogene est x(t) = Ayxq(t) + -+« + Anxn(t) avec A1, ..., A, € K.

On appelle wronskien dans une base B de E d’une famille (x1,...,Xn) de solutions de I’équation x’ = a(t)x,
la fonction wg : I — K définie par : wg(t) = detg(@1(t),--- , @n(t)).

TReoTeme s

Les propriétés suivantes sont équivalentes:

1. (x1,+++ ,%n) est un systéme fondamental de solutions,
2. Vto € I, wg(to) 0,
3. Ity € I, wi(ty) 0.

e Méthode de la variation des constantes

CTREGTeme T

Si (X1,+++ ,Xn) est un systeme fondamental de solutions de I’équation homogene x’ = a(t)x, alors on peut
trouver une solution particuliere de I’équation x” = a(t)x + b(t) de la forme x(t) = A (t)xq1(t) + --- +
An(t)xn(t) avec A1, ..., A, fonctions dérivables.

R

1. La solution générale de I’équation complete x” = a(t)x + b(t) s’écrit sous la forme x = X + X0, olt XK
solution générale de I’équation homogene x’ = a(t)x et xo une solution générale de I’équation complete
x’ = a(t)x + b(t).

2. L’ensemble S des solutions sur I de x” = a(t)x+b(t) est un sous-espace affine de C' (I, E) de direction
So (et donc de dimension n).

o Equation linéaire d’ordre 1 3 coefficients constants

RElii

On appelle équation différentielle & valeurs dans E linéaire d’ordre 1 a coefficient constant définie sur I toute
équation différentielle de la forme x” = ax+b(t) aveca € L(E), t — b(t) continue de I vers E et d’inconnue
t — x(t) dérivable de I vers E.
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1 EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES.

A

Via l'introduction d’une base de E, une telle équation différentielle correspond :

1. & une équation matricielle X’ = AX + B(t) avec A € M, (K),

X7 =0Q11X1 + -+ -+ @1 nXn + b1 (t)
2. a un systeme différentiel :
XT'l =0n1X1 + -+ QpnXn + bn(t)

avec a;j € K et t — b;i(t) fonctions continues de I vers K et d’inconnue t — (x1(t),--+ ,xn(t))
fonction dérivable de I vers K™.

+oo _k

1. Pour a € L(E), on pose exp(a) = ];’ o € L(E).

2. exp(0) = Idg.
3. Sia,b € L(E) commutent alors exp(a) o exp(b) = exp(a + b) = exp(b) o exp(a).

4. lapplication t +— exp(ta) est de classe CT et exp(ta)’ = a o exp(ta) = exp(ta) o a.

TResTeme s

Pour a € L(E) et xo € E, 'unique solution & ’équation x’ = ax vérifiant x(0) = xo est la fonction
x :t— exp(ta)xo.

W Equations linéaires scalaires d’ordre 2

Relii

On appelle équation différentielle linéaire (scalaire) d’ordre 2 définie sur I toute équation de la forme x’/ =
a(t)x’ + b(t)x + c(t) avec a,b, c: I — K continues et d’inconnue x : I — K deux fois dérivable.

Lorsque les fonctions a et b sont constantes, on parle d’équation a coefficients constants.

G

x' =
Iéquationx” = a(t)x’+b(t)x+c(t) est équivalente au systeme différentiel de taille 2: { Y

y' =a(t)y +b(t)x + c(t
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1 EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES.

a Théoreme de Cauchy-Lipschitz linéaire

TReGTeme o

Soient a, b, ¢ : I — K continues, to € I et xo,x§ € K. L’équation différentielle x”” = a(t)x’+b(t)x+c(t)
possede une unique solution sur I vérifiant les conditions initiales : x(to) = xpetx’(to) = x1.

RSl

e L’ensemble Sg des solutions sur I de I’équation homogene x”/ = a(t)x’ + b(t)x est un sous-espace
vectoriel de C2(I,K) de dimension 2.

e L’ensemble S des solutions sur I de I’équation compléte x”/ = a(t)x’ + b(t)x + c(t) est un plan affine de
C?(I,K) de direction So.

o Equation linéaire d’ordre 2 homogene a coefficients constants.

Pour résoudre I’équation y”’ + ay’ 4+ by = 0, on introduit son équation caractéristique (%) 1> +ar+b =0
de discriminant A.

1. Cas K=C.

e Si A #0, on a2 solutions &, B de (*), alors y(t) = Ae** + pebPt avec A,nu € C.
e Si A =0, on 1 solution double & de (*), alors y(t) = (A + pt)e*t avec A, u € C.

2. Cas K=R.

e Si A > 0: pareil que le cas réel avec A, p € R.
e Si A<O0,on a2 solutions de (*) conjuguées & & iw, alors
y(t) = e**(Acos(wt) + psin(wt)) avec A, u € R.

Do 9

e On appelle systeme fondamental de solutions de 1’équation homogene x” = a(t)x’ + b(t)x toute base
(x1,%x2) de l'espace Sg.

e On appelle wronskien d’une famille (x7,%2) de solutions de 1’équation homogene la fonction t — w(t) =
x1(t) x2(t)
x7(t)  x3(t)

L

Si x1,x2 sont solutions de ’équation homogene alors on a équivalence entre :

1. (x1,%x2) est un systeme fondamental de solution,
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2 EQUATIONS DIFFERENTIELLES NON LINEAIRES.

2. Vto € I, w(to) #0,
3. Ito € I, w(ty) #O.

e Méthode de variation des constantes.

TReoTeme s

On peut trouver une solution particuliere sur I de I’équation x”’ = a(t)x’ + b(t)x + c(t) de la forme x(t) =
A (t)x(t) + p/(t)x2(t) =0
AI

: . : t)x
A(t)xq(t)+u(t)x2(t) avec A, u : I — K fonctions dérivables vérifiant :
(B)x7 (1) + p'(t)x5(t) = c(t)

o Méthode de Lagrange:

Supposons connue une solution x; de I’équation homogene x”” + a(t)x’ + b(t)x = 0, ne s’annulant pas sur
I, avec a,b : I — K continues. On peut obtenir une solution x, indépendante de X7 en la recherchant sous
la forme x2(t) = A(t)x7(t) avec A fonction deux fois dérivable.

e Résolution de I'équation complete:

Pour résoudre x”’ + a(t)x’ + b(t)x = c(t) :

e On cherche une solution particuliere x1 de I’équation homogene x”/ + a(t)x’+b(t)x = c(t), polynomiales,
développable en série entiere, a ’aide d’un changement de variable ou de fonctions.

e On forme un systéme homogene (x7,%2) a l’aide de la méthode de Lagrange.

e On cherche un solution particuliere de I’équation complete x” + a(t)x’ + b(t)x = c(t) sous la forme
X0 = A1(t)x1(t) + A2x2(t) a l'aide de la méthode des variations des constantes.

e La forme générale de la solution de ’équation complete x”/ + a(t)x’ 4+ b(t)x = c(t) est x(t) = (A1 (t) +
Axg(t) + (Az + p)xz(t)

Equations différentielles non linéaires.

Dans toute la suite U est un ouvert de R2.
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2 EQUATIONS DIFFERENTIELLES NON LINEAIRES.

yRY Fquation différentielle scalaire non linéaire d’ordre 1.

Do 10

e Soit f: U — R continue. On appelle solution de I’équation différentielle y’ = f(x, y) sur I, toute fonction
Yy : I — R dérivable vérifiant:

vx € I, (x,y(x)) e U
vx € Iy’ (x) = f(x,y(x))

e Une telle solution sur I est nécessairement de classe C’.

e Une solution est dite maximale si elle ne peut pas étre prolongée en une solution définie sur un intervalle
strictement plus grand.

e On appelle courbe intégrale toute courbe d’une solution maximale.

G

e Une solution définie sur R est une solution maximale.
e Toute restriction d’une solution maximale est encore solution.

e Toute solution est restriction d’au moins une solution maximale.

e Probleme de Cauchy

Soit (x0,Yo) € U, le probleme de Cauchy consiste a déterminer les solutions de 1’équation y’ = f(x,y)
satisfaisant la condition initiale : y(xo) = yo.

TResTme o

Théoreme de Cauchy-Lipschitz Si (xo0,Yo) € U et si f est de classe C! sur U, alors le probleme de Cauchy
possede une unique solution maximale.

De plus, celle-ci est définie sur un intervalle ouvert contenant xo et toute autre solution de ce probleme de
Cauchy est restriction de cette solution maximale.

oreTres

Les courbes intégrales de I’équation différentielle y’ = f(x,y) constituent alors une partition de U. En
particulier si une fonction constante égale a A est solution R alors aucune autre solution maximale ne prend
la valeur A.
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2 EQUATIONS DIFFERENTIELLES NON LINEAIRES.

o Equations a variables séparables:

Ce sont les équations de la forme p(y)y’ = q(x). Pour P et Q primitives de p et q, on obtient : P(y) =
Q(x) + C avec C € R. Si de plus, on peut inverser P, on obtient y(x) = P~ (Q(x) + C).

p) Fquations autonomes

e Equation autonome d’ordre 1

Do 1T

On appelle équation autonome d’ordre 1 toute équation différentielle de la forme y’ = f(y) avec f : I — R
fonction continue.

L L

Théoreme de Cauchy-LipschitzSi yo € I et si f est de classe C', alors il existe une unique solution maximale
y’ =f(y)
y(0) =yo

au probleme de Cauchy {

De plus, celle-ci est définie sur un intervalle ouvert contenant 0 et toute autre solution de ce probleme de
Cauchy est restriction de cette solution maximale.

RSCL

Les solutions de ’équation y’ = f(y) sont soit constantes ou injectives.

o Systéme autonome de taille 2.

DemTon 12

e Soient f,g : U — R des fonctions continues. On appelle systeme autonome de taille 2, tout systeme
x' =f(x,y)

différentiel différentiel de la forme: ,
y'=g(xy)

e On appelle solution sur I tout couple (x,y) formé de fonctions dérivables sur I vérifiant :
nvtel, (x(t),y(t) e,

2) vt eI, x/(t) = f(x(t),y(t)) et y'(t) = g(x(t), y(t)).
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2 EQUATIONS DIFFERENTIELLES NON LINEAIRES.

TREsTeme T

Si (x0,Yo0) € Wet sifet g sont de classe C', alors il existe une unique solution maximale au probleme de
x" =f(x,y)

Cauchy ¢y’ =g(x,y)
x(0) =x0,Y(0) = yo

De plus, celle-ci est définie sur un intervalle ouvert contenant 0 et toute autre solution de ce probleme de
Cauchy en est une restriction.

RSl

Les solutions maximales d’un systeme autonome de taille 2 sont bien injectives, ou bien périodiques définies
sur R.

e Equation autonome d’ordre 2

Do 13

e On appelle équation autonome d’ordre 2, toute équation différentielle de la forme x” = f(x,x’), ou
f: U — R continue.

e On appelle solution sur I toute fonction x : I — R deux fois dérivable et vérifiant:
vt el (x(t),x'(t) € U,

2) Vt € I,x”(t) = f(x(t),x’(t)).

e Une telle solution est nécessairement une fonction de classe C2.

A

Toute équation autonome d’ordre 2 x”’ = f(x,x’) peut étre ramenée a un systéme autonome de taille 2,
x' =y

de la forme ,
Yy = f(X, y)

o Théoreme de Cauchy-Lipschitz

CTREGreme T

Si (x0,x§) € W et sif est de classe C T alors il existe une unique solution maximale au probleme de Cauchy
formé par 'équation x”” = f(x,x’) et les conditions initiales x(0) = xo et x’(0) = x§.
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De plus, celle-ci est définie sur un intervalle ouvert contenant 0 et toute autre solution de ce probleme de
Cauchy en est une restriction.

RSO

Si x est une solution maximale, alors ou bien t — (x(t),x’(t)) est injective ou bien X est périodique
définie sur R.

)
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1 COURBES

Courbes et surfaces

Blague du jour ~

Faites vous partie de la nouvelle économie ? La réponse serait oui, si:

e Quand vous perdez un copain de vue, c’est parce qu’il n’a pas d’adresse e-mail. Vous
ignorez combien cotite un timbre poste.

e La plupart des blagues que vous connaissez, vous les avez regues par mail.

e Vous venez de lire cette liste en vous répétant a chaque ligne ”oui, c’est vrai ”, mais
vous vous demandez déja a qui vous allez envoyer ce lien !

Gaspard Monge (1746-1818)

Mathématicien frangais dont I’ceuvre considérable méle géométrie descriptive, analyse infinitésimale et
géométrie analytique. Il enseigne des 1’age de seize ans les sciences physiques. Il joue un grand roéle dans
la Révolution francaise, il participe a la création de I’Ecole normale, de I’Ecole polytechnique et de I’Ecole
d’arts et métiers. Sous 1’égide de Bonaparte, il fit chargé de missions lors des campagnes d’Egypte et
d’Ttalie.

.

Remerciements: & David Delaunay (Paris) pour la source de ce résumé de cours.

Courbes

1.1

“Bémton T

On appelle arc plan (ou courbe plane) paramétré(e) de classe C¥ de R? tout couple (y) = (I, M) formé d'un
intervalle I de R et d’une application M: I — R? de classe CK.
t — M(1) = (x(1),y(t))

ourbes planes

IHO[‘ NP UadIjRWIY IR\

)
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a Vocabulaire et notations.

Soit (y) = (I, M) un arc paramétré de classe C* et to € 1.

a*OM dM
e On pose alors Y?P(to) = W(t‘)) BT (to) = Om(k)(to) )

xP)(to) 1 +yP) ()], YO < p < k

e Un point M(to) de () est dit régulier si la vitesse en ce point V (to) = x’(to) i +y’(to) j est non nulle.
e (y) est dit régulier, si tous ses points son réguliers.

— —
e Un point M(tg) de (y) est dit birégulier si ’accélération en ce point ?(to) =x"(to)1 +y”(to)j est
non nulle.

e (y) est dit birégulier, si tous ses points son biréguliers.
e [’ensemble des points {M(t) = (x(t),y(t)), t € I} s’appelle support de I’arc paramétré.

e L’application M: I — R? s’appelle paramétrage admissible de (y), il est dit
t — M(t) = (x(t),y(t))

H
normal quand HVH (t)=1, vte L.
e On appelle changement de paramétrage de (y), tout de classe C¥-difféomorphisme @ : I — J
t — u=g((t)

Dans ce cas I'application Mo~ ': J — R? est aussi un paramétrage

u — M(u) = (x(@ (), yle "(u))
admissible de (v).

e Une notion relative & un arc invariante par changement de paramétrage est qualifiée de géométrique. Le
support d’un arc, la régularité et la birégularité d’un point sont des notions géométriques. La vitesse en un
point n’est pas une notion géométrique, alors que la droite tangente est une notion géométrique.

e Une notion relative a un arc invariante par changement de paramétrage croissant est qualifiée de géométrique
orientée. Le sens de parcours d’un arc est une notion géométrique orientée. Les demi-tangente sont des notions
géométriques orientées.

el

Soit (y) = (I, M) un arc paramétré de classe C* et to € L.

e On appelle abscisse curviligne d’origine Mo = M(to) le long de l’arc (7y) Papplication s : I — R définie
Y=
par s(t) = J V(u)Hdu

to
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e Soit A = M(a) et B = M(b) deux points de (y), on appelle longueur de I’arc orienté }GS, le réel noté
m (&% b
¢(AB), défini par: L(AB) = s(b) — s(a) =J Vi) |au

T a

e [’abscisse curviligne et la longueur sont des notions géométriques orientées.

e Si de plus (y) est régulier, alors application s: I — ] est un de classe C*-difféomorphisme
t — s=s(t)
et application M: J — R? est un paramétrage normal.

s +—— M(s) = (x(s),y(s))

aom

e Le vecteur ? = est un vecteur unitaire tangent & (y) au point M(s) c’est une notion géométrique

orientée.
— — - —
e On pose ? =cosaxi +sinaxj et ? = —sinaxi 4 cosaj, le repere (M,?,ﬁ) est un repere orthonormé

direct, appelé repere de Frenet.
da .
ecC-= s s’appelle la courbure de (y) au point M = M(s).
S

e Si M est birégulier on pose:

1
R = — : rayon de courbure en M.
c

Q=M+ Rﬁ : centre de courbure en M,, situé toujours dans la partie convexe de la courbe.

C(€Q,|R]) : cercle osculateur en M.

I 3
;f CIOLR) kY

_f

[.
|
\

LY

)
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1 COURBES

o Formules a apprendre:

W) Courbes gauches

DR T

On appelle courbe gauche, tout arc paramétré a support dans R3, tous les notions définies pour une courbe
plane sont encore valable pour celle gauche, notamment les notions de vitesse, accélération, paramétrage
admissible, normal, abscisse curviligne, longueur d’un arc et orientation.

e Formules a apprendre:

L’arc est supposé régulier, et birégulier a partir de la 3éme propriété.

7 dOM o X
o = “as le vecteur unitaire tangent a la courbe.
S

ar
ds

eC= , la courbure de la courbe.

e R, = — le rayon de courbure de la courbe.
C

ar

= | le vecteur unitaire normal a la courbe.

aT
.?=E/

H
e B = T) AN ﬁ, le vecteur unitaire binormal & la courbe.

H
e Le repere (M,?, ﬁ, B) est un repere orthonormé direct, appelé repere de Frenet.

)
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2 SURFACES

—1|, la torsion de la courbe.

e R = — le rayon de torsion de la courbe.
T

ar 1
d 0 R,
s
dN 1 T
e Formules de Serret-Frenet: | = " | = | —— 0 — ﬁ
ds, Rc ; Re B
dB H = @
ds &

3 2

vl ot R = v Avy"|l
c— T— " "
'y’ Avy”|| det(y’,¥", v"’)

Surfaces

pl® Généralités

el

On appelle nappe paramétrée de classe C* de R3 tout couple (£) = (U, M) formé d’un ouvert U de R? et
d’une application M : u — R3 de classe C¥.
(uw,v) — M(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v))

o Vocabulaire:

e M(u,v) est appelé point courant de (X) de parametre (u,v).
e L’ensemble des points courants {M (u,v) tel que (u,v) € U} est appelé support de la nappe (X).

e L’application M : (u,v) — (x,y, z) s’appelle un paramétrage de (X).

20M

e Le point Mgy = M(up,vo) est dit régulier si les vecteurs (ug,vo) et a—(uo,vo) ne sont pas
v

colinéaires. Sinon on dit que le point est stationnaire.
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e La nappe (X) est dite réguliere si et seulement si tous ses points le sont.

TResTeme T

Si My est régulier et si (y) est un arc régulier tracé sur (X) passant par My alors la tangente & (y) en Mo

90OM 90OM
(uo,vo) et

est incluse dans le plan 7t passant par Mg et dirigé par (uo,vo).

Ce plan 7t est appelé plan tangent a (X) en Myp. La droite perpendiculaire a 7t en Mg est appelée droite
normale a (X) en My.

L

Si (£) est définie par une équation implicite de type z = f(x,y) ou f est de classe C', alors au point

of
Mo = (x0, Yo, f(x0,Yo)), la surface (X) admet un plan tangent d’équation: z — z¢ = a—(xo,yo)(x —
X

of
x0) + O—(xo,yo)(y —yo0).
y

R

Pour étudier la position de ce plan tangent par rapport & la surface (X), on pose:

——2( )8 =——( ) et =|=—2( ) (Notati e e)
T X0, ,S X0, t X0, Notations de Monge).
(a ) 0 yO a a 0 yo (a ) 0 yO g

esitt —s?>0et >0 alors (X) est localement au dessus de 7t (point elliptique),
esiTt —s2>0et <0 alors (X) est localement en dessous de 7t (point elliptique),
o si 1t — s2 < 0 alors (X) traverse le plan 7t (point hyperbolique ou point col),

e si rt — s2 = 0, on ne peut rien dire.

“Théoremes

Soient f : U C R3 — Rclassel et (X) d’équation: f(x,y,z) = 0. Un point Mo = (X0, Yo, z0) de (X) est
dit régulier si gradf(xo, Yo, zo) # 0.

Dans ce cas, I’équation du plan tangent au point My est

of

of of
— (%0, Yo, 20) (x —x0) + —(x0,Yo0,20)(y —Yy0) + —(x0,Yo0,20)(2 —20) =0
ox dy Jy

AL

f1,f2 : U C R3 — Rde classe C¥, (£1) et (£2) d’équations respectives: f1(x,y,z) =0 et f2(x,y,z) = 0.
Considérons Mo (x0, Yo, 2o) un point régulier commun & (Z1) et (X2) et que (1) et (£2) admettent en ce
point des plans tangents 77 et 7t2 non confondus.
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Dans ce cas, (£1) N (Z2) est un arc régulierde classe C* dont la tangente en Mg est 7ty N 75

2.2 IS IR e

Soient U un vecteur non nul et (7v) une courbe de ’espace.
e On appelle cylindre (X) de direction u engendré par (y) la réunion des droites (M;ﬁ) avec M € (v).
e Ces droites sont appelées génératrices du cylindre.

e L’intersection du cylindre avec un plan de vecteur normal U est appelée section droite du cylindre.

e Remarque pratique:

On peut former une équation cartésienne de (X) par élimination de t, & aide de la formule suivante:
M € (£) <= 3t € R tel que M + tU € ().

o Cones
e Vocabulaire.

Soient €2 un point et (7y) une courbe de ’espace ne contenant pas €.

e On appelle cone (X) de sommet€) engendré par (y) la réunion des droites (QM) avec M € (y). Ces
droites sont appelées génératrices du cone.

e Remarque pratique:

On peut former une équation cartésienne de (X) par élimination de t, & aide de la formule suivante:
Me (X)) M=Qoudt GRtelque.Q—!—t.QjViE (v)-
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e Surfaces de révolution

0 Vocabulaire:

Soient A = (A;ﬁ) une droite et (7y) une courbe.
e On appelle surface de révolution (X) d’axe A engendré par (y) la réunion des courbes obtenues par rotation
de (y) autour de A. C’est aussi la réunion des cercles centrés sur A, inclus dans des plans perpendiculaires

a A passant par les points de (y).

e Ces cercles sont appelés paralleles de (X) tandis que les intersections de (y) avec les plans contenant A
sont appelées méridienne de (X).

o Remarque pratique:

On peut former une équation cartésienne de (X) par élimination de t, & aide de la formule suivante:
M € (£) <= 3P € (y) tel que AM = AP et AM.U = AP,

)
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1 INTEGRALES DOUBLES

Intégrales multiples

Blague du jour ~

Un homme demande & un commercial: ”quel est le montant de vos honoraires?”
Le commercial lui répond qu’il est de 100 000 Dhs pour trois questions.
I’homme lui demande alors: ”n’est-ce pas un peu excessif ?”

le commercial lui répond: ”Si. Quelle est votre troisieme question?”

George Green (1793-1841)

Physicien britannique. L’histoire de sa vie a ceci d’exceptionnel qu’il était presque totalement autodidacte:
il n’a passé qu’'un an environ & ’école, entre 8 et 9 ans. Au cours de sa vie adulte, George Green a travaillé
dans le moulin de son pere, il intégra l'université comme étudiant a I’age de 40 ans. Le travail de Green
fut peu reconnu par la communauté mathématique au cours de sa vie. Il fut redécouvert en 1846 par Lord
Kelvin, qui le fit connaitre.

.

Remerciements: & David Delaunay (Paris) pour la source de ce résumé de cours.

Intégrales doubles

Méoreme T

Théoreme de Fubini (sur un rectangle):

e Soilent @ < bet ¢c < detf: [ab] X[c,d — C est une fonction continue alors les fonctions
b

a
X = J f(x,y)dy et y — J f(x,y)dx sont continues avec

c a

J:: (Jj f(x,y)dy)dx = Jj (J: f(x,y)dx) dy

IHOF Np uadIjetwIY IR

)
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e La valeur commune de ces deux intégrales est appelée intégrale (double) de f sur [a, b] X [c, d], on la

note H f ou ” f(x,y)dxdy
[a,blx[c,d] [a,b]x[c,d]

el

e Une partie A du plan R? est dite x-élémentaire si on peut écrire
A={(x,y) €R?telque a <x < b, @1(x) <y < @2(x)}
avec a<b et @1, @2 :[a,b] — R fonctions continues vérifiant Vx €la, bl, @1(x) < @2(x).

e Pour toute fonction f: A — C continue, on pose

HA f(x,y) dy dx = E (J:j((: f(x,y)dy)dx.

“Béfmition g

e Une partie A du plan R? est dite y-élémentaire si on peut écrire
A={(xy) eR*tel que c <y < d, P1(y) <x < P2(y))
avec ¢ < d et Pq,1P2 : [c,d] — R fonctions continues vérifiant Yy €lc, d, P1(y) < b2(y).

e Pour toute fonction f : A — C continue, on pose

HAf(x,y) dy dx = E (sz{y) f(x,y)dx)dy.

P (y)

Théoreme de Fubini (cas d'une partie élémentaire) Une partie A du plan R? est dite élémentaire si elle & la
fois x et y-élémentaire. Dans ce cas pour toute fonction f : A — C continue, on a:

HA f(x,y)dy dx = HAf(x,y) dx dy.

Cette valeur commune est appelée intégrale double de f sur A et est notée ” f.
A

Une partieA de R? est dite simple si elle est réunion d’une famille finie non vide de parties élémentaires

d’intérieurs deux a deux disjoints:

A= U?=1 A; avec Aq, ..., A, élémentaires et 1 #j = Ai N Aj =0.

Dans ce cas, pour toute fonction f : A — C continue, on appelle intégrale double de f sur A le scalaire :
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n
J J f= ﬂ f (ne dépond pas du choix des Ay).
A — A,

i

“PESpoToR T
3 R A 7

.fzoz>ﬂ £ >0,
A

onOetH f=0=f=0,
A

o<
S W K

Rappel: Soient U, V deux ouverts de R? et @ : U — V un C'-difféomorphisme. @(x,y) = (u(x,y),v(x,y)).
Le jacobien de @ en (x,y) est noté

ou ou
](P(x)y) = gs gg
ox dy

TREGTemes

Théoreme: Formule de changement de variables Soit A est une partie incluse dans U. Si A et @(A) sont des
parties simples de R? alors pour toute fonction f : @(A) — C continue on a la relation:

H f(u,v) du dv = H flu(x, ), v(x, y))Je (x, )| dx dy.
@ (A) A
e En coordonnées polaires dxdy devient rdrd®,

e L’aire d'une partie simple A se calcule avec la formule suivante:

Aire(A) = HA dxdy.

e En coordonnées polaires, la formule du calcul d’aire devient:
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Aire(A) = H rdrd®.
e~ 1(4)

Intégrales triples

R

e Les mémes regles utilisées pour définir une intégrale double a partir d’une intégrale simple sont encore
applicable pour définir une intégrale triple & partir d’une intégrale double,

e Les propriétés vérifiées par une intégrale double (linéaire, positive, croissante, additive) sont encore
vérifiées par les intégrales triples,

e Le volume d’une partie simple A se calcule avec la formule suivante:

Yol(A) = Jﬂ dxdydz,
A
e En coordonnées cylindriques dxdydz devient rdrd0d e,

e En coordonnées sphériques dxdydz devient % sin 0drdede,

)
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Formes différentielles

Blague du jour N

On raconte qu'une secrétaire d’une société dont je tairais le nom avait insérer le cd dans
son pc avec la pochette en plastique transparent.
Elle pensait que ¢a protégeait des virus ...

Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866)

Mathématicien allemand. Influent sur le plan théorique, il a apporté une contribution importante a ’analyse
et a la géométrie différentielle.il commence & étudier la philosophie et la théologie pour devenir prétre avant
que son pere ’autorise a étudier les mathématiques. Il a entre autres comme professeurs Jacobi, Dirichlet
et Gauss. Il meurt de tuberculose a 1’age de 39 ans.

.

Formes différentielles, généralités Dans toute la suite U désigne un ouvert de R™.
On appelle forme différentielle définie sur U toute application continue

w:U— L(R™,R) = (R™)*.

R

e Si f: U — R estde classe C! alors df est une forme différentielle sur U. Si de plus f est linéaire alors
df = f,

e Soient (eq, ..., en) labase canoniquede R™ et (e7, ..., e} ) sabaseduale: e : M = (x1,...,Xn) — Xi,
n

on a def (M) = ef. Toute forme différentielle w définie sur U s’écrit sous la forme w (M) = Z Pi(M)ef,
i=1

pour alléger la notation on note e} = x;, on a dx; = x; = e, 'écriture devient alors:

IHO[‘ NP UadIjRWIY IR\
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n
w(M) = Zpi(M)dxi ot M e U, P; : U — R continues,

i=1
e Sif: U — R estde classe C', la formule suivante devient:

n o of

df = Z o~

i=1 77
n

e Une forme différentielle w = Z P;dx; définie sur U est dite exacte s’il existe f : UL — R de classe C’

dXi 5

i=1
telle que w = dfie. Vi€ {1,...,n}, on a: = P;. On dit alors que f est une primitive de w,
Xi
n
N ol . ,. , .. OPy oP; |
e Une forme différentielle w = Z Pidx; définie sur U est dite fermée si elle vérifie 3 = P Vi, j.
X Xi
i=1 ) t

Méoreme T

e Toute forme différentielle exacte est fermée,
e Toute forme différentielle fermée sur un ouvert étoilé est exacte, ( de Poincaré)

On rappelle que U est dit étoilé, s’il existe A € U tel que VM € U, on a [A, M] C WL

Intégrales curvilignes

Do s

n
Soit w = Z Pidx; une forme différentielle définie sur U et (y) = ([a,b], M) un arcde classe C' par
i=1

morceaux inscrit dans U i.e. telle que Vt € I on a: M(t) = (x1(t),...,xn(t)) € U C R™.

On appelle intégrale curviligne de w le long de I'arc orienté (y) le réel :
b

[o-] > pax=) [ Pamimat

i=1 i=1 @

Lorsque l'arc (y) est fermé (i.e. M(a) = M(b)), on notej[; w.
Y
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Si w est une forme différentielle exacte sur U de primitive f, i.e: w = df et (y) un arc paramétréde classe C!

par morceaux d’extrémités A et B alors J =f(B) — f(A).
v

En particulier si (y) est fermé, alors i; w =0.
Y
Théoreme: Formule de Green-Riemann Soit D une partie simple compacte non vide de R? dont le bord 9D+

est parcouru dans le sens direct. Soit w(x,y) = P(x,y)dx + Q(x,y)dy forme différentiellede classe C'
définie sur un ouvert U contenant D on a alors:

§0D+ w = HD (% — %) dxdy.

En particulier si w est fermée, alors i; w =0.

oD+

La formule de Green-Riemann permet de calculer I'aire d’une partie simple compacte D, a I'aide des formule
suivante:

Aire(D) = f{; xdy = —ﬁ; ydx
oD+ oD+

1% (xd dx) L 2de
= = xdy —ydx) = = r
2 fops ¥ 2 Fons

)
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