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1 Analyse

1.1 Espaces vectoriels normés

Déf. et prop. 1.1.1 (Norme) – Soit E un K-ev et N :
E → R+. N est une norme pour E si elle vérifie les
trois axiomes : ∀x ∈ E,N(x) = 0 =⇒ x = 0 ; ∀(λ, x) ∈
K × E, N(λx) = |λ|N(x) ; ∀(x, y) ∈ E2, N(x + y) ≤
N(x) +N(y)

– Si E est une algèbre et N(xy) ≤ N(x)N(y), on parle de
norme d’algèbre.

– Soit (E, ‖.‖) un evn et F un sev de E. La restriction de
‖.‖ à F définit la norme induite sur F

– Soient (E1, N1), . . . , (En, Nn) des evn. L’application
x = (x1, . . . , xn) ∈

∏
Ei 7→ N(x) = maxiNi(xi) dé-

finit une norme sur
∏
Ei.

– ∀(x, y) ∈ E2, |N(x)−N(y)| ≤ N(x− y)
– Deux normes N1, N2 sur un evn E sont dites équiva-

lentes s’il existe (α, β) ∈ (R∗+)2 tq ∀x ∈ E, αN1(x) ≤
N2(x) ≤ βN1(x).

Déf. et prop. 1.1.2 (Distance) – (E,N) un evn. On
appelle distance associée à N l’application d : E×E →
R+, (x, y) 7→ N(x− y). d vérifie les trois axiomes d’une
distance (métrique) : ∀(x, y) ∈ E2, d(x, y) = 0 ⇔
x = y ; ∀(x, y) ∈ E2, d(x, y) = d(y, x) ; ∀(x, y, z) ∈
E3, d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

– Pour a ∈ E et A ⊆ E, on note d(a,A) = infx∈Ad(a, x) ;
pour B ⊆ E, on note d(A,B) = infx∈Bd(x,A).

Théorème 1.1.3 (Équivalence des normes)
Dans un evn de dimension finie, toutes les normes sont équi-
valentes

Remarque 1.1.4 Pour montrer que deux normes N1 et N2

ne sont pas équivalentes, on peut chercher (xn) ∈ (E \ {0})N

telle que N2(xn)
N1(xn) tende vers 0 ou ∞.

1.2 Topologie

Définitions 1.2.1 (Ouverts, fermés) – On appelle to-
pologie sur un ensemble E un ensemble O de parties de
E (les ouverts) stable par réunion (quelconque) et in-
tersection finie et contenant E et ∅. Les fermés sont les
complémentaires des ouverts.

– Soit (E, ‖.‖) est un evn. Par définition, O ⊆ E est un
ouvert si pour tout x ∈ O, il existe une boule contenant
x et contenue dans O.

– Un voisinage de x ∈ E est une partie de E contenant un
ouvert qui contient x. Je noterais V (a) l’ensemble des
voisinages de a.

Définitions 1.2.2 (Adhérence, intérieur) – a ∈ A
est un point adhérent à A si ∀V ∈ V (a), V ∩ A 6= ∅.
L’adhérence de A, notée A est l’ensemble des points
adhérents à A.

– a ∈ A est un point intérieur à A si A ∈ V (a). On note
Å et on appelle intérieur de A l’ensemble des points
intérieurs à A.

– On note FrA = A \ Å la frontière de A.
– On dit que A est dense dans B ssi A ⊆ B ⊆ A

Propriétés 1.2.3 – A est un fermé. A ⊆ A.
– Si F fermé, A ⊆ F =⇒ A ⊆ F (A est le plus petit fermé

contenant A). A est fermé ssi A = A.
– La relation Å = E \ E \A permet de retrouver toutes

les propriétés de l’intérieur : Å ⊆ A, Å est un ouvert,
tout ouvert inclus dans A est inclus dans Å.

– a ∈ A ssi a est limite d’une suite d’éléments de A.
– A ⊆ E est un fermé ssi la limite de toute suite conver-

gente d’éléments de A est dans A.
– A est dense dans B ssi A ⊆ B et tout élément de B est

limite d’éléments de A.

Proposition 1.2.4 (Bolzano-Weierstraß) De toute suite
bornée de réels on peut extraire une sous-suite convergente.

1.3 Limite, continuité

Définition 1.3.1 (Limite, continuité) – Soient E et
F des evn, f : A ⊆ E → F . On dite que f admet l pour
limite en a ∈ A si pour tout ∀V ∈ V (l), ∃W ∈ V (a)
tq f(W ) ⊆ V . (c’est à dire : ∀ε > 0, ∃α > 0, ∀x ∈
A, ‖x− a‖ ≤ α =⇒ ‖f(x)− l‖ ≤ ε).

– f est dite continue en a ∈ A si limx→a f(x) = f(a).

Définition 1.3.2 (Cont. uniforme, lipschitzité)
– On dit que f : A → F est uniformément continue

ssi ∀ε > 0, ∃α > 0,∀(x, x′) ∈ A2, ‖x− x′‖ ≤ α =⇒
‖f(x)− f(x′)‖ ≤ ε.

– f : A → F est k-lipschitzienne si ∀(x, y) ∈
A2, ‖f(x)− f(y)‖ ≤ k ‖x− y‖.

Proposition 1.3.3 – f ∈ FA est continue en a ∈ A ssi
pour tout suite (un) ∈ AN convergeant vers a, f(un)
converge vers f(a).

– Lipschitzité =⇒ continuité uniforme =⇒ continuité.

Proposition 1.3.4 (Cas réel) – Théorème de la va-
leur intermédiaire. Soit f : [a, b] → R continue. Si
f(a)f(b) < 0, alors il existe c ∈]a, b[ tq f(c) = 0 (Au-
trement dit : si f continue, f([a, b]) est un intervalle).

– Soit f : I → J (I, J intervalles de R) une application
monotone surjective ; alors f est continue.

– Une application de C0(I, J) injective est monotone.

Théorème 1.3.5 (“Continuité topologique”)
Soit f : A ⊆ E → F (E, F deux evn) ; alors les trois assertions
sont équivalentes :

(i) f est continue sur A ;

(ii) l’image réciproque de tout ouvert par f est un ouvert ;

(iii) l’image réciproque de tout fermé par f est un fermé.

Proposition 1.3.6 (Continuité des app. lin.)
– Une application linéaire u ∈ L(E,F ) est continue ssi
∃k > 0 tq ∀x ∈ E, ‖u(x)‖ ≤ k ‖x‖.

– Soit E de dimension finie, toute application linéaire
u ∈ L(E,F ) est continue.

– Lc(E,F ) désigne l’algèbre des applications linéaires
continues de E dans F . L’application |||.||| : Lc(E,F ) →
R+, u 7→ sup{‖u(x)‖ |x ∈ E et ‖x‖ ≤ 1} est une norme
d’algèbre sur Lc(E,F ), appelée norme triple.

– ∀(u, x) ∈ Lc(E,F )× E, ‖u(x)‖ ≤ |||u||| ‖x‖.
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1.4 Compléments de topologie

Définition 1.4.1 – Une partie A d’un evn est dite com-
pacte ssi de toute suite d’éléments de A on peut extraire
une sous suite convergente dont la limite est dans A.

– (HP) Ceci est équivalent à la propriété de Borel-
Lebesgue : de tout recouvrement de A par des ouverts
(ie. famille d’ouverts de E dont l’union contient A) on
peut extraire un recouvrement fini.

Propriétés 1.4.2 – Une partie compacte est nécessaire-
ment fermée bornée. Dans Kn (et dans tout evn de di-
mension finie) la réciproque est vraie.

– L’image d’une partie compacte par une fonction conti-
nue est compacte. En particulier une fonction réelle
continue sur un compact est bornée et atteint ses
bornes.

– Théorème de Heine. Une fonction continue sur un com-
pact est uniformément continue.

– Si (un) ∈ EN converge vers l ∈ E, {un |n ∈ N}∪ {l} est
une partie compacte.

Déf. et prop. 1.4.3 (Complétude) – (un) ∈ EN est
dite de Cauchy ssi ∀ε > 0, ∃N ∈ N tq q ≥ N, p ≥
N =⇒ ‖up − uq‖ ≤ ε.

– Une suite de Cauchy est nécessairement bornée.
– Une partie A de E est dite complète si toute suite de

Cauchy d’éléments de A converge vers un élément de A.
– R, C, Kn sont complets. Tout espace vectoriel de dimen-

sion finie est complet.

Déf. et prop. 1.4.4 (Suites de fonctions)
– B(A,F ) est l’ensemble des applications bornées de A

dans F (c’est un sev de FA) ; l’application ‖.‖∞ :
B(A,F ) → R+, f 7→ supx∈A ‖f(x)‖ est appelée norme
de la convergence uniforme.

– (fn) converge simplement (cvs) vers f si ∀x ∈ A, ∀ε >
0, ∃N ∈ N, n > N =⇒ ‖fn(x)− f(x)‖ ≤ ε.

– (fn) converge uniformément (cvu) vers f si ∀ε >
0, ∃N ∈ N, ∀x ∈ A, n > N =⇒ ‖fn(x)− f(x)‖ ≤ ε.
Ceci équivaut à : ∀ε > 0, ∃N ∈ N, n ≥ N =⇒
supx∈A ‖fn(x)− f(x)‖ ≤ ε.

– Si f (limite simple de fn) est bornée, alors fn cvu vers
f ssi fn est bornée à partir d’un certain rang et fn

converge vers f au sens de ‖.‖∞.

Proposition 1.4.5 (Cauchy et Cvu) – Une suite de
fonctions (fn) ∈ F (A,F )N satisfait le critère de Cauchy
pour la convergence uniforme si ∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀x ∈
A, p, q ≥ N =⇒ ‖fp(x)− fq(x)‖ ≤ ε. En fixant x, on
obtient que fn(x) est une suite de Cauchy.

– Si F est complet (f : A→ F ) alors toute suite satisfai-
sant le critère de Cauchy uniforme converge uniformé-
ment.

– Si F est complet, B(A,F ) est complet pour ‖.‖∞.

Proposition 1.4.6 (Cvu et continuité) – Une limite
uniforme de fonctions continues est continue.

– C0(A,F ) avec A compact et F complet est complet.
– Convergence compacte. Si (fn) ∈ C0(A,F ) converge

uniformément sur toute partie compacte de A alors sa
limite simple est continue.

Théorème 1.4.7 (Interversion des limites)
Soit F un evn complet, A ⊆ E un evn, a ∈ A, (fn) ∈
F (A,F )N converge uniformément vers f . On suppose que

ln = limx→a fn(x) existe pour tout n et que (ln) converge
vers l. Alors f admet une limite en a égale à l. Au-
trement dit, sous ces hypothèses limn→∞ limx→a fn(x) =
limx→a limn→∞ fn(x).

Théorème 1.4.8 (Point fixe)
Soit A une partie complète non vide d’un evn E, et f : A→ A
une application contractante (c’est à dire k-lipschitzienne avec
k < 1). Alors ∀u0 ∈ A, la suite un+1 = f(un) converge vers
l’unique point fixe de f dans A.

Théorème 1.4.9 (Point fixe, HP)
Soit K un compact non vide d’un evn E et f : K → K telle
que ∀x 6= y ‖f(x)− f(y)‖ < ‖x− y‖. Alors ∀u0 ∈ K, la suite
un+1 = f(un) converge vers l’unique point fixe de f dans K.

1.5 Dérivation des fonctions d’une variable
réelle

Déf. et prop. 1.5.1 (Dérivabilité) – f est dérivable
en a s’il existe l ∈ E tq f(t) = f(a)+(t−a)l+o(‖t− a‖)

– Si f dérivable en a, f est continue en a.
– Soient E,F,G 3 evn de dimension finie, B : E ×
F → G bilinéaire, et f, g dérivables en a ∈ I ; B(f, g)
est dérivable en a et (B(f, g))′(a) = B(f ′(a), g(a)) +
B(f(a), g′(a)).

– Soit f : I → E dérivable. f est constante sur I ssi
f ′(I) = {0}.

– Formule de Leibniz. Pour f et g Ck, (fg)(k)(t) =∑k
i=0 C

i
kf

(i)(t)g(k−i)(t)

Déf. et prop. 1.5.2 (Difféomorphismes)
– Une fonction bijective, Ck dont la réciproque est Ck est

appelée Ck-difféomorphisme (si k = 0 on parle d’homéo-
morphisme).

– f : I → R de classe C1 est un C1-difféomorphisme
de I sur f(I) ssi ∀x ∈ I, f ′(x) 6= 0 et dans ce cas
(f−1)′(y) = 1

f ′(f−1(y)) .

Théorème 1.5.3 (Rolle, Accroissements finis)
Soit f : [a, b] → R continue, dérivable sur ]a, b[ (b > a). Rolle :
f(a) = f(b) =⇒ ∃c ∈]a, b[, f ′(c) = 0. Accroissements finis :

∃c ∈]a, b[, f(b)−f(a)
b−a = f ′(c)

Théorème 1.5.4 (Prolongement Ck)
Soit f :]a, b] → E de classe Ck tq f (k) ait une limite l en a.

Alors f se prolonge en une fonction de classe Ck sur [a, b].

Déf. et prop. 1.5.5 (Convexité)
– Une fonction f : I → R vérifiant ∀(x, y, t) ∈ I2 ×

[0, 1], f(tx + (1 − t)y) ≤ tf(x) + (1 − t)f(y) est dite
convexe.

– Si f : I → R convexe, alors ∀n ∈ N,∀(x1, . . . , xn) ∈
In,∀(λ1, . . . , λn) ∈ Rn

+, si
∑n

i=1 λi = 1, alors
f(

∑n
i=1 λixi) ≤

∑n
i=1 λif(xi).

– Si f est C1, f convexe ⇐⇒ f ′ est croissante.
– Si f est C2, f convexe ⇐⇒ f ′′ ≥ 0.
– Une fonction convexe sur I est continue sur Å.

Théorème 1.5.6 (Darboux, hors programme)
f : I → R dérivable (mais pas nécessairemement C1). Alors
f ′(I) est un intervalle (lire : une dérivée vérifie la propriété
des valeurs intermédiaires même si elle n’est pas continue).



1.6 Séries

Propriétés 1.6.1 (Convergence) – Le terme général
d’une série convergente tend nécessairement vers 0.

– Soit (un) ∈ RN
+. La série

∑
un converge ssi la suite des

sommes partielles (
∑p

n=0 un)p est majorée.
– La série de terme général un satisfait le critère de Cau-

chy si la suite des sommes partielles le vérifie. ∀ε >

0, ∃N ∈ N, q ≥ p ≥ N =⇒
∥∥∥∑q

n=p un

∥∥∥ ≤ ε.

Déf. et prop. 1.6.2 (Convergence absolue)
– Si la série

∑
‖un‖ est convergente, on dit que

∑
un est

absolument convergente.
– Soit (un) ∈ EN, E étant complet. Si

∑
un est absolu-

ment convergente, elle est convergente.

Déf. et prop. 1.6.3 (Deux séries classiques) E désigne
une algèbre normée complète.

– Soit u ∈ E tq ‖u‖ < 1 alors la série
∑
un converge et a

pour somme (e− u)−1.
– Soit u ∈ E ; la série de terme général 1

n!u
n est conver-

gente, et sa somme est notée eu. Si u et v commutent,
eu+v = eu · ev.

Désormais on considère uniquemement les séries numé-
rique : E = R ou C.

Proposition 1.6.4 (Recettes)
– Règle de D’Alembert : (un) est à termes positifs, et

un+1
un

→ l. Alors si l > 1,
∑
un diverge, si l < 1,

∑
un

converge.
– Séries alternées. Soit (un) ∈ RN

+ ; si limn→∞ un = 0, et
que (un) est décroissante à partir d’un certain rang,
alors la série

∑
(−1)nun converge, et on a de plus

|Rp| ≤ |up+1| (Rp désigne le reste partiel d’ordre p).
– Série de Riemann.

∑
1

nα est convergente ssi α > 1

Proposition 1.6.5 (Recettes HP)
– Séries de Bertrand. La série

∑
n≥2

1
nα lnβ n

est conver-
gente ssi α > 1 ou α = 1 et β > 1.

– Règle de Raab-Duhamel : si (un) ∈ RN
+ et un+1

un
=

1+α/n+O(1/n2) alors il existe A > 0 tel que un ∼ Anα.

Théorème 1.6.6 (Comparaison séries-intégrales)
Soit f : R+ → R+ décroissante. Alors la série de terme géné-

ral wn = f(n) −
∫ n+1

n
f(t)dt est convergente. En particulier

la série
∑
f(n) et l’intégrale

∫∞
0
f(t)dt ont même nature.

Théorème 1.6.7 (Comparaison asymptotique)
Soient deux séries

∑
an et

∑
bn à termes positifs.

– Si
∑
bn converge et an = O(bn), alors

∑
an converge

et les restes vérifient (
∑∞

n=p+1 an)p = O(
∑∞

n=p+1 bn)
(idem pour o et ∼).

– Si
∑
bn diverge et an ∼ bn, alors

∑
an diverge et les

sommes partielles vérifient (
∑p

n=0 an)p ∼ (
∑p

n=0 bn)p.
– Si

∑
bn diverge et an = o(bn) (resp O(bn))

alors les sommes partielles vérifient (
∑p

n=0 an)p =
o((

∑p
n=0 bn)p) (resp O).

Proposition 1.6.8 (Stirling) n! ∼ (n/e)n
√

2πn.

1.7 Familles sommables

Déf. et prop. 1.7.1 – Soit (ai)i∈I ∈ RI
+ ; la famille est

dite sommable si l’ensemble {
∑

i∈J ai | J ⊆ I, J finie }
est majoré. Soit (bi)i∈I ∈ KI ; la famille est dite som-
mable si la famille (|bi|) l’est.

– Une famille (ai) ∈ RI
+ est sommable ssi pour toute suite

croissante (Jn) de parties finies de I dont l’union vaut
I (suite convenable pour I), la suite (

∑
i∈Jn

ai)n est
majorée.

– Soit a ∈ KI une famille sommable. Alors pour
toute suite Jn convenable pour I, la suite (

∑
i∈Jn

ai)n

converge, et sa limite, qui ne dépend pas de (Jn) est
appelée somme de a (notée s(a)).

Déf. et prop. 1.7.2 (Sommabilité et suites)
– Une suite (un) ∈ RN

+ est sommable ssi la série de
terme général un est convergente et dans ce cas s(u) =∑∞

n=0 un.
– Une suite (un) ∈ KN est sommable ssi

∑
un est absolu-

ment convergente et dans ce cas s(u) =
∑∞

n=0 un.
– Soit `1(K) = {u ∈ KN |u sommable}, et pour u ∈ `1(K),
‖u‖1 = s(u). Alors (`1(K), ‖.‖1) est un evn.

– (un) ∈ KZ est sommable ssi (un)n∈N et (u−n)n∈N sont
sommables et alors s(u) =

∑
n∈N un +

∑
n∈N∗ u−n.

Théorème 1.7.3 (Suites doubles)
Soit u = (up,q) ∈ KN2

une suite double. u est sommable
ssi ∀p la série

∑
q up,q est absolument convergente et la sé-

rie
∑

p

∑∞
q=0 |up,q| est convergente, ssi ∀q la série

∑
p up,q est

abs. convergente et
∑

q

∑∞
p=0 |up,q| est convergente.

Théorème 1.7.4 (Interversion des sommations)
Soit (up,q) ∈ KN2

sommable. Alors s(u) =
∑∞

p=0

∑∞
q=0 up,q =∑∞

q=0

∑∞
p=0 up,q

Corollaire 1.7.5 Soient (a, b) ∈ (KN)2 deux familles som-
mables. Alors la famille (apbq) ∈ KN2

est sommable et∑
(p,q)∈N2 apbq = (

∑
p∈N ap)(

∑
p∈N bq).

1.8 Intégration sur un segment

Propriétés 1.8.1 – Linéarité de l’intégrale. L’applica-
tion C0

mx([a, b], E) → E, f 7→
∫
[a,b]

f est linéaire.
– L’intégrale d’une fonction positive est positive.
– L’intégrale d’une fonction C0 est nulle ssi la fonction

est nulle (donc ‖f‖1 =
∫
[a,b]

f2(t)dt est une norme sur
C0([a, b],R)).

– Relation de Chasles.
∫
[a,b]

f =
∫
[a,c]

f +
∫
[c,b]

f .
– Soit f ∈ C0

mx([a, b], E) et u ∈ L(E,F ) ; alors u ◦ f est
C0
mx et

∫
[a,b]

u ◦ f = u(
∫
[a,b]

f).

Théorème 1.8.2
Soit (fn) ∈ C0

mx([a, b], E)N une suite de fonction convergent
uniformément vers une fonction f ∈ C0

mx([a, b], E). Alors
la suite des intégrales est convergente et limn→∞

∫
[a,b]

fn =∫
[a,b]

limn→∞ fn.

Proposition 1.8.3 (Normes) – Norme de la conver-
gence en moyenne. L’application ‖.‖1 : C0([a, b], E) →
R+, f 7→

∫
[a,b]

‖f‖ est une norme.
– Norme de la convergence en moyenne quadratique.

L’application ‖.‖2 : C0([a, b],K) → R+, f 7→
(
∫
[a,b]

|f |2)1/2 est une norme.

Proposition 1.8.4 (Inégalités)
– Inégalité de Cauchy-Schwarz. Soient f et g deux fonc-

tions continues sur [a, b], à valeurs dans K. Alors∣∣∣∫[a,b]
fg

∣∣∣ ≤ (
∫
[a,b]

|f |2)1/2(
∫
[a,b]

|g|2)1/2



– Minkowski. Avec les mêmes hypothèses, on a :
(
∫
[a,b]

|f + g|2)1/2 ≤ (
∫
[a,b]

|f |2)1/2 + (
∫
[a,b]

|g|2)1/2

Théorème 1.8.5 (Sommes de Riemann)
Soit f ∈ C0([a, b], E) (NB : je note p(σ) le pas de la subdivi-
sion σ). ∀ε > 0, ∃α > 0 tq ∀σ = (a0, a1, . . . , an−1, an) avec
a0 = a, an = b, ∀ξ = (ξp) ∈ Rn, ξi ∈ [ai, ai+1], p(σ) ≤ α =⇒∥∥∥∫

[a,b]
f −

∑n−1
i=0 (ai+1 − ai)f(ξi)

∥∥∥ ≤ ε

1.9 Dérivation et intégration

Définition 1.9.1 On appelle primitive d’une fonction f ∈
C0
mx(I, E) toute fonction g continue, C1

mx tq en tout point où
g est continue, g′(x) = f(x).

Théorème 1.9.2 (Théorème fondamental)
Soit f : I → E continue (resp. C0

mx) et a ∈ I. La fonction dé-

finie par g(x) =
∫ x

a
f(t)dt qui est C1 (resp. C1

mx) est l’unique
primitive de f s’annulant en a. On en déduit que deux primi-
tives diffèrent d’une constante.

Proposition 1.9.3 – Changement de variable. Soit f ∈
C0
mx(I, E), et φ ∈ C1([α, β], I) une fonction strictement

monotone. Alors
∫ β

α
φ′(t)f(φ(t))dt =

∫ φ(β)

φ(α)
f(x)dx.

– Intégration par partie. Soit B : E × F → G
(trois evn de dim finie) une application bilinéaire, et
soient f : [a, b] → E, g : [a, b] → F de classe
C1. On a :

∫ b

a
B(f ′(t), g(t))dt = [B(f(t), g(t))]ba −∫ b

a
B(f(t), g′(t))dt.

– Inégalité de la moyenne. f : [a, b] → E continue
de classe C1 sur ]a, b[ tq ‖f ′(t)‖ ≤ λ alors ∀x, y ∈
]a, b[, ‖f(x)− f(y)‖ ≤ λ |x− y|.

Proposition 1.9.4 (Taylor)
– Formule de Taylor-Lagrange. Soit f : I → E de classe
Ck et Ck+1

mx sur I. Pour a, b ∈ I, on a l’égalité suivante :
f(b) =

∑k
l=0

(b−a)l

l! f (l)(a) +
∫ b

a
(b−t)k

k! f (k+1)(t)dt.
– Inégalité de Taylor-Lagrange. Avec les mêmes hypo-

thèses, et en notant M = sup[a,b]

∥∥f (k+1)(t)
∥∥, on a :∥∥∥f(b)−

∑k
l=0

(b−a)l

l! f (l)(a)
∥∥∥ ≤ |b−a|k+1

(k+1)! M .

– Formule de Taylor-Young. Soit f de classe Ck sur I et
a ∈ I. Alors f admet un d.l à l’ordre k en a donné par :
f(x) = f(a)+ (x−a)f ′(a)+ . . .+ (x−a)k

k! f (k)(a)+ o(x−
a)k.

Théorème 1.9.5 (Primitive d’une suite de fonction)
Soit (fn) ∈ C0(I, E)N, a ∈ I. Soit (hn) la suite des primitives
des fn s’annulant en a. Si (fn) cvs vers f , la cv étant uniforme
sur tout segment inclus dans I (f est donc continue), alors la
suite (hn) cvs vers la primitive de f qui s’annule en a, la cv
étant uniforme sur tout segment inclus dans I.

Théorème 1.9.6 (Dérivée d’une suite de fonction)
Soit (fn) ∈ C1(I, E)N. On suppose (fn) cvs vers f et (f ′n) cvs
vers g, la cv étant uniforme sur tout segment inclus dans I.
Alors f est C1 et sa dérivée est g.

Théorème 1.9.7 (Dérivées d’une suite de fonction)
Soit (fn) ∈ Ck(I, E)N. On suppose que ∀0 ≤ l ≤ k, (f (l)

n )
cvs, et que f (k) cvu sur tout segment inclus dans I. Si on

note f = limn→∞ fn et g = limn→∞ f
(k)
n , alors f est Ck et

f (k) = g.

Proposition 1.9.8 Soit (A, ‖.‖) une algèbre normée com-
plète et a ∈ A. Soit φa(t) = exp(ta). φa est C∞(R, A) et
φ

(k)
a = akφa(t).

Théorème 1.9.9 (Continuité sous le signe somme)
Soit A ⊆ E evn de dimension finie et f ∈ C0(A × [a, b], E).
Alors g(x) =

∫ b

a
f(x, t)dt est continue sur A.

Théorème 1.9.10 (Dérivation sous le signe somme)
Soit f ∈ C0(I× [a, b], E) telle que pour i ≤ k ∂if

∂xi existe et soit

continue sur I × [a, b]. Alors la fonction g(x) =
∫ b

a
f(x, t)dt

est de classe Ck et pour i ≤ k, g(i)(x) =
∫ b

a
∂if
∂xi (x, t)dt.

Proposition 1.9.11 (Formule de Fubini)
Soit f ∈ C0([c, d] × [a, b], E). Alors

∫ d

c

∫ b

a
f(x, t)dtdx =∫ b

a

∫ d

c
f(x, t)dxdt.

1.10 Intégration sur un intervalle quel-
conque

Déf. et prop. 1.10.1 (Intégrales impropres sur R+)
– Soit f ∈ C0

mx(I,R+). f est intégrable sur I ssi existe
(Jn) ∈ P(I)N une suite croissante de segments tq
∪nJn = I telle que (

∫
Jn
f) est majorée (on parle de

suite de segments convenable pour I) ; on note alors∫
I
f = limn→∞

∫
Jn
f .

– Soient f, g ∈ C0
mx(I,R+) tq f ≤ g. Alors si g est inté-

grable, f l’est.
– Soit f ∈ C0

mx([a, b[,R+). f est intégrable sur [a, b[ si la
fonction x < b→

∫
[a,x]

f a une limite en b.

Déf. et prop. 1.10.2 (Intégrales impropres sur K)
– Soit f ∈ C0

mx(I,K). On dit que f est intégrable sur I ssi
|f | est intégrable sur I.

– Si f ∈ C0
mx(I,K), alors pour toute suite de segments

(Jn) convenable pour I, la suite (
∫

Jn
f) est convergente

et sa limite ne dépend pas de (Jn) : on l’appelle intégrale
sur I de f .

– Théorème de comparaison. Soit f ∈ C0
mx(I,K) et φ ∈

C0
mx(I,R+) tq ∀x ∈ I, |f(t)| ≤ φ(t). Alors si φ est inté-

grable sur I, f l’est et :
∣∣∫

I
f
∣∣ ≤ ∫

I
φ.

Théorème 1.10.3 (Comparaison asymptotique)
– Soit f ∈ C0

mx([a, b[,K) et φ ∈ C0
mx([a, b[,R+) intégrable.

Si f = Ob(φ) alors f est intégrable sur [a, b[.
– Soient φ, ψ ∈ C0

mx([a, b[,R+). Si ψ est intégrable sur
[a, b[ et φ = Ob(ψ) (resp φ ∼b ψ, φ = ob(ψ)), alors φ est

intégrable et
∫ b

x
φ(t)dt = Ob(

∫ b

x
ψ(t)dt) (resp ∼b, ob).

– Soient φ, ψ ∈ C0
mx([a, b[,R+). Si ψ n’est pas intégrable

sur [a, b[ et φ ∼b ψ (resp φ = Ob(ψ), resp φ = ob(ψ)),
alors φ n’est pas intégrable et

∫ x

a
φ(t)dt ∼b

∫ x

a
ψ(t)dt

(resp Ob, ob).

Théorème 1.10.4
Soit I un intervalle borné ; soit (fn) ∈ C0(I, E)N une suite de
fonctions intégrables sur I, qui cvu vers f . Alors f est conti-
nue, intégrable sur I, la suite (fn) converge en moyenne vers
f et

∫
I
fn →

∫
I
f .

Proposition 1.10.5 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Soient f, g ∈ C0

mx(I,K) de carré intégrable. Alors fg est in-
tégrable et on a :

∣∣∫
I
fg

∣∣ ≤ (
∫

I
|f |2)1/2(

∫
I
|g|2)1/2.



Théorème 1.10.6 (Convergence mononotone)
Soit (fn) ∈ C0

mx(I,R)N une suite croissante de fonctions inté-
grables sur I et simplement convergentes vers une fonction f
supposée C0

mx. Alors f est intégrable sur I ssi la suite (
∫

I
fn)

est majorée et dans ce cas
∫

I
f = limn→∞

∫
I
fn.

Théorème 1.10.7 (Convergence dominée)
Soit (fn) ∈ C0

mx(I,K)N une suite de fonctions intégrables
sur I et simplement convergentes vers une fonction f sup-
posée C0

mx. S’il existe φ ∈ C0
mx(I,R+) intégrable et telle que

∀(n, t) ∈ N× I, |fn(t)| ≤ φ(t), alors f est intégrable sur I et∫
I
f = limn→∞

∫
I
fn.

Théorème 1.10.8 (Continuité sous le signe somme)
Soit f ∈ C0(A× I,K) telle que ∀x ∈ A la fonction t 7→ f(x, t)
soit intégrable sur I. On pose g(x) =

∫
I
f(x, t)dt. En suppo-

sant de plus que ∀K ⊆ A compact il existe φK ∈ C0
mx(I,R+)

intégrable sur I tq ∀(x, t) ∈ K × I, |f(x, t)| ≤ φK(t). Alors g
est continue sur A.

Théorème 1.10.9 (Dérivation sous le signe somme)
Soit f ∈ C0(A × I,K) une fonction admettant une dérivée
partielle par rapport à x continue sur A× I, telle que ∀x ∈ A
les fonctions t 7→ f(x, t) et t 7→ ∂f

∂x (x, t) soient intégrables
sur I. On pose g(x) =

∫
I
f(x, t)dt. On suppose qu’en outre,

∀K ⊆ A compact il existe φK ∈ C0
mx(I,R+) intégrable sur I

tq ∀(x, t) ∈ K × I, |f(x, t)|+
∣∣∣∂f
∂x (x, t)

∣∣∣ ≤ φK(t). Alors g est

C1 sur A et de plus g′(x) =
∫

I
∂f
∂x (x, t)dt.

Déf. et prop. 1.10.10 (Fonction Gamma)
On définit Γ(x) =

∫ +∞
0

e−ttx−1dt pour x > 0. Cette fonction
est C∞ et convexe sur R+∗. On a en outre ∀x > 0, Γ(x+1) =
xΓ(x) et pour n ∈ N∗, Γ(n+ 1) = n!.

1.11 Séries de fonctions
Déf. et prop. 1.11.1 (Convergence normale)

– Une série de fonctions bornée
∑
fn est dite normale-

ment convergente si la série
∑

n ‖fn‖∞ est convergente.
–

∑
fn est normalement convergente sur A ssi il existe

une suite (αn) ∈ RN
+ telle que ∀x ∈ A, ‖fn(x)‖ ≤ αn et∑

αn est convergente.
– Convergence normale =⇒ convergence uniforme =⇒

convergence simple.

Théorème 1.11.2 (Continuité de la limite)
Soit

∑
fn une série de fonctions continues convergeant uni-

formément sur A vers f (resp. cvs sur A avec convergence
uniforme sur tout segment contenu dans A si A ⊆ R) alors f
est continue sur A.

Théorème 1.11.3 (Interversion des limites)
Soit

∑
fn une série de fonctions convergeant uniformément

surA vers f , et soit a ∈ A. On suppose que ∀n, limx→a fn = ln
(la limite existe) ; alors

∑
ln converge, f a une limite en a, et∑∞

n=0 limx→a fn(x) = limx→a

∑∞
n=0 fn(x).

Théorème 1.11.4 (Interversion des signes somme)
Soit

∑
fn une série de fonctions C0

mx([a, b], E) qui cvu vers

f ∈ C0
mx([a, b], E) alors la série

∑
n

∫ b

a
fn(x)dx est convergente

vers
∫ b

a
f(x)dx.

Théorème 1.11.5 (Primitivation)
Soit

∑
fn une série de fonctions continues sur un intervalle I

non trivial et a ∈ I. On note hn(x) =
∫ x

a
fn(t)dt la primitive

de fn s’annulant en a. En supposant que
∑
fn a pour limite

simple f , la convergence étant uniforme sur tout segment ⊆ I,
alors la série de fonctions

∑
n hn cvs sur I vers h =

∫ x

a
f(t)dt

la primitive de f s’annulant en a, la convergence étant uni-
forme sur tout segment ⊆ I.

Théorème 1.11.6 (Dérivation)
Soit

∑
fn une série de fonctions de classe C1, convergent sim-

plement vers f sur un I. On suppose que
∑
f ′n cvs vers g sur

I, avec cvu sur tout segment ⊆ I. Alors f est C1 est f ′ = g.

Théorème 1.11.7 (Convergence monotone)
Soit

∑
fn une série de fonctions C0

mx(I,R+) intégrables sur
I et simplement convergente vers f ∈ C0

mx(I,R+). La fonc-
tion f est intégrable ssi la série

∑
n

∫
I
fn est convergente (ie

majorée) et dans ce cas
∫

I
f =

∑∞
n=0

∫
I
fn.

Théorème 1.11.8
Soit

∑
fn une suite de fonctions C0

mx(I,R) intégrables sur
I, simplement convergente vers f supposée C0

mx. Alors si∑
n

∫
I
|fn| est convergente, f est intégrable et on a ‖f‖1 ≤∑∞

n=0 ‖fn‖1 ainsi que
∫

I
f =

∑∞
n=0

∫
I
fn.

1.12 Séries entières

Proposition 1.12.1 (Lemme d’Abel) Soit
∑

n anz
n une

série entière et ρ ∈ R∗+ tq la suite anρ
n soit bornée. Alors

∀z ∈ K tq |z| < ρ, la série
∑

n anz
n est absolument conver-

gente.

Déf. et prop. 1.12.2 (Rayon de convergence)
– Soit

∑
n anz

n une série entière. Il existe un unique élé-
ment de R noté R, appelé rayon de convergence de la
série entière et ayant la propriété : ∀z ∈ K, |z| < R =⇒∑
anz

n est abs. cv. et ∀z ∈ K, |z| > R =⇒
∑
anz

n

diverge.
– Règle de d’Alembert : Soit

∑
n anz

n une série entière

telle que ∀n ∈ N, an 6= 0. Alors si
∣∣∣an+1

an

∣∣∣ → l ∈
R+ ∪ {+∞} alors le rayon de convergence de la série
vaut 1/l.

Proposition 1.12.3 (Continuité) – Soit
∑

n anz
n une

série entière de rayon de convergence R > 0. Alors il y
a convergence normale donc uniforme sur tout disque
fermé inclus dans le disque de convergence.

– On note f(z) =
∑∞

n=0 anz
n pour |z| < R. Alors f est

continue sur le disque de convergence.

Propriétés 1.12.4 (Opérations élementaires)
– Soient

∑
anz

n et
∑
bnz

n deux séries entières de rayon
de convergence R et R′. Alors

∑
(an + bn)zn a un rayon

de convergence ≥ min{R,R′} avec égalité si R 6= R′.
– Soit λ ∈ K∗.

∑
λanz

n a un rayon de convergence égal
à R.

– Le produit de Cauchy
∑

n(
∑n

k=0 akbn−k)zn des séries
entières a un rayon de convergence ≥ min{R,R′}.

Déf. et prop. 1.12.5 (Série dérivée, primitive)
Soit

∑∞
n=0 anz

n une série entière.
– On appelle série dérivée la série

∑
n≥1 nanz

n−1 et sé-
rie primitive une série de la forme α +

∑
n≥0

an

n+1z
n+1

(α ∈ K).
– Ces deux séries ont le même rayon de convergence que

la série entière initiale.



Théorème 1.12.6 (Primitivation)
Soit

∑∞
n=0 ant

n une série entière de rayon de convergence
R > 0. On note f(t) sa somme sur ]−R;R[. La série entière∑∞

n=0
an

n+1z
n+1 a pour rayon de convergence R et la somme

de cette série est la primitive de f sur ]−R,R[ s’annulant en
0.

Théorème 1.12.7 (Dérivation)
Soit

∑∞
n=0 ant

n une série entière de rayon de convergence
R > 0, et f sa somme sur ]−R;R[. Alors f est C∞(]−R,R[,K)
et la dérivée kième de f vérifie ∀k ≥ 1, ∀t ∈]−R,R[, f (k)(t) =∑∞

n=k n(n− 1) . . . (n− k + 1)ant
n−k =

∑∞
n=0

(n+k)!
n! an+kt

n.

Déf. et prop. 1.12.8 (Développement en séries entières)
– Une fonction f est dit développable en série entière s’il

existe r > 0 tel qu’il existe une série entière de rayon de
convergence R ≥ r dont la somme cöıncide avec f sur
]− r, r[.

– Si f est développable en série entière sur ] − r, r[ alors
elle est C∞(]− r, r[,K).

– Il y a unicité du développement en série entière de f .

Théorème 1.12.9
Soit f ∈ C∞(]− r, r[,K) est développable en série entière sur

]− r; r[ ssi ∀x ∈]− r, r[, limn→∞
∫ x

0
(x−t)n

n! f (n+1)(t)dt = 0.

1.13 Séries de Fourier

Déf. et prop. 1.13.1 (Coefficients de Fourier)
– Dans la suite on note E l’ev des fonctions C0

mx 2π-
périodiques.

– On pose ∀n ∈ Z, cn(f) = 1/(2π)
∫ 2π

0
f(t) exp(−int)dt

∀n ∈ N, an(f) = 1/π
∫ 2π

0
f(t) cos(nt)dt

∀n ∈ N∗, bn(f) = 1/π
∫ 2π

0
f(t) sin(nt)dt

– ∀n ∈ N, an(f) = cn(f) + c−n(f)
∀n ∈ N∗, bn(f) = i(cn(f)− c−n(f))

– Pour n ∈ Z l’application cn est linéaire.
– f ∈ E =⇒ f ∈ E et cn(f) = c−n(f)
– Pour f paire, bn(f) = 0, pour f impaire, an(f) = 0.
– Pour f ∈ E et a ∈ R, cn(f + a) = exp(ina)cn(f).

Proposition 1.13.2 (Coefficients de la dérivée)
Soit f ∈ C1

mx, continue et 2π-périodique. Alors cn(f ′) =
incn(f). Pour f Ck−1, Ck

mx, 2π-périodique, cn(f (k)) =
(in)kcn(f).

Théorème 1.13.3 (Rieman-Lebesgue)
Soit f ∈ E alors limn→±∞ cn(f) = 0. Pour f Ck−1, Ck

mx,

2π-périodique, cn(f) = o(1/nk).

Déf. et prop. 1.13.4 (Produit scalaire)
– On note D ⊂ C0

mx(R,C) les fonctions 2π-périodiques
telles que ∀(f, x) ∈ D × R, limy→x,y<x f(y) (resp.
y > x) existe et est noté f(x−) (resp. f(x+)) et f(x) =
f(x+)+f(x−)

2 .
– E est un sev de D.
– Pour (f, g) ∈ D2 on pose 〈f |g〉 = 1/(2π)

∫ 2π

0
fg. (D, 〈|〉)

est un préhilbertien. On note ‖.‖2 la norme associée
(attention au facteur 1/(2π) par rapport à la norme 2
classique).

– La famille des en = t 7→ exp(int) est orthonormée et
pour f ∈ D, cn(f) = 〈f |en〉.

– Avec Pp = vect(e1, . . . , ep), on définit Sp(f) =∑p
n=−p cnen = projPp

(f).
– Inégalité de Bessel : ∀p ∈ N, ‖Sp(f)‖22 ≤ ‖f‖22.

Théorème 1.13.5 (Cv en moyenne quadratique)
Soit f ∈ D ; alors limp→∞ ‖f − Sp(f)‖2 = 0.

Théorème 1.13.6 (Bessel-Parseval)
Soit f ∈ D ; alors ‖f‖22 =

∑
n∈Z |cn(f)|2. En corollaire on a

l’injectivité de la fonction D → `2, f 7→ (cn(f)).

Théorème 1.13.7 (Convergence normale)
Soit f ∈ C0(R,C), C1

mx et 2π-périodique ; alors la famille
(cn(f)) est sommable et la série de Fourier de f converge
normalement vers f .

Théorème 1.13.8 (Dirichlet)
Soit f ∈ C1

mx 2π-périodique ; alors la série de Fourier de f

converge simplement sur R vers 1
2 (f(x+) + f(x−)).

1.14 Systèmes différentiels

Dans cette section, E est un ev de dimension n, Ω un
ouvert de R× E et f : Ω → E.

Définitions 1.14.1 – Résoudre le système (E) x′ =
f(t, x) c’est trouver les couples (I, φ) avec φ ∈ D(I,R)
tels que ∀t ∈ I, φ′(t) = f(t, φ(t)).

– Une solution (I, φ) de (E) est prolongeable s’il existe une
solution (I ′, ψ) de (E) telle que I ⊆ I ′ et ψ|I = φ. Une
solution non prolongeable strictement est dite maxi-
male.

Proposition 1.14.2 (Equation différentielle autonome)
Si f ne dépend pas du temps, l’ensemble des solutions de (E)
est invariant par translation, ie. en notant ψα : t 7→ t + α, si
(I, φ) est solution alors ∀α ∈ R, (ψ−α(I), φ ◦ψα) est solution
de (E).

Théorème 1.14.3 (Solution de X ′ = AX)
Pour tout (t0, X0) il existe une unique solution maximale au
système différentiel X ′ = AX (A ∈ Mn(K)) ; elle est définie
sur tout R et X(t) = exp((t− t0)A)X0.

Corollaire 1.14.4 L’ensemble des solutions de X ′ = AX
définies sur R est un sev de KR de dimension n.

1.15 Équations différentielles

Proposition 1.15.1 (Prolongement)
Soit (E) : x′ = f(t, x), f ∈ C0(Ω,Rn), et (I, φ) une solution
de E, avec I =]a, b]. Si φ a une limite finie en a, on peut
prolonger φ en une solution de E sur [a, b].

Proposition 1.15.2 (Diminution de l’ordre) Soit Ω un
ouvert de R × E2, g ∈ C0(Ω, E). On considère (E) :
x′′ = g(t, x, x′). Pour I intervalle non trivial de R, on note
Sol(E, I) = {φ ∈ D2(I,R) |φ solution de E }. On pose f :
Ω → E, (t, x, x′) 7→ x′, et (SE) : (x′, y′) = (f, g)(t, x, y).
Alors l’application Sol(SE , I) → Sol(E, I), (φ, ψ) 7→ φ est
bien définie et bijective.

Théorème 1.15.3 (Cauchy-Lipschitz)
On considère Ω un ouvert de R × E, f ∈ C1(Ω, E) et (E) :
x′ = f(t, x). Pour tout (t0, x0) ∈ Ω, il existe α > 0 tel qu’une
solution à (E) vérifiant φ(t0) = x0 existe sur [t0 − α, t0 + α]
et qu’elle soit unique.

Corollaire 1.15.4 Si f est C1, toute solution maximale a un
intervalle de définition ouvert.



Corollaire 1.15.5 (HP) Dans les hypothèses du théorème,
deux solutions (I, φ) et (I, ψ) de (E) : x′ = f(t, x) coincidant
en un point sont égales.

Théorème 1.15.6 (Cauchy-Lipschitz global)
Soit Ω un ouvert de R×E, f ∈ C1(Ω, E), (E) : x′ = f(t, x) et
(t0, x0) ∈ Ω. Alors il existe une unique solution au problème
de Cauchy.

Dans la suite, on s’intéresse aux équations différentielles
linéaires : E désigne un evn de dimension finie, I désigne un
intervalle de R, (a, b) ∈ F (I, E) × F (I,L(E)), (E) : x′ =
[a(t)](x) + b(t) et (H) : x′ = [a(t)](x).

Proposition 1.15.7 Soit J un intervalle contenu dans I.
Sol(H,J) est un sev de F (J,E). Sol(E, J) est un sous espace
affine de F (J,E) et pour φ ∈ Sol(E, J), on a Sol(E, J) =
φ+ Sol(H,J).

Théorème 1.15.8 (Cauchy)
Si (a, b) sont continues sur I, pour (t0, x0) ∈ I × E, il existe
une unique solution φ définie sur I telle que φ(t0) = x0. Au-
trement dit, E et Sol(I, E) sont isomorphes par Sol(I, E) →
E, x→ x(t0) pour un t0 quelconque dans I.

Désormais, E = Rn, et (A,B) ∈ C0(I,Mn(R)).

Déf. et prop. 1.15.9 (Wronskien)
– On appelle système fondamental de solutions de (E)

toute base de l’espace vectoriel Sol(I, E).
– Soit (Xi) ∈ (C1(I,Rn))n solutions d’une équation dif-

férentielle linéaire d’ordre 1. On appelle wronskien de
(Xi) le déterminant W (t) = det(X1(t), . . . , Xn(t)).

– Soient (X1, . . . , Xn) ∈ Sol(I, E)n. Alors X1, . . . , Xn

est un système fondamental de solution ⇐⇒ ∃t ∈
I tq W (t) 6= 0.

– Dans le cas où E = R et où (E) est une équation dif-
férentielle linéaire d’ordre p, on passe à une équation
différentielle (E1) d’ordre 1 avec E1 = Rp comme dans
1.15.2 et on a alors, avec (v1, . . . , vp) ∈ Cp(I,R)p une
famille de solutions de (E),

W (v1, . . . , vp)(t) = det

 v1(t) . . . vp(t)
... v

(i)
j

...
v
(p)
1 (t) . . . v

(p)
p (t)


1.16 Calcul différentiel
Déf. et prop. 1.16.1 (Différentiabilité)

– Soit E un evn, U un ouvert de E, f : U → F et
a ∈ U . On dit que f est différentiable en a s’il existe
u ∈ Lc(E,F ) tq f(a+ h) = f(a) + u(h) + o(‖h‖). u est
appellée application linéaire tangente.

– Il existe au plus une application linéaire tangente à f
en a, qu’on appelle différentielle de f en a et qu’on note
df(a).

– Lorsque f est différentiable en tout point de U , on dit
qu’elle est différentiable sur U , et l’application U →
Lc(E,F ), x 7→ df(x) est appellée application différen-
tielle de f .

– La différentiabilité implique la continuité.

Déf. et prop. 1.16.2 (Dérivées partielles)
– Soit h ∈ E ; par définition d’un ouvert, si a ∈ U , il

existe r tel que Ir =]a − r × h; a + r × h[⊆ U . Si
φa,h : ] − r, r[→ E, t 7→ f(a + th) est dérivable en 0,
on dit que f a une dérivée suivant h en a, qu’on note
Dhf(a) = ∂f

∂h (a) = φ′a,h(0).

– On appelle dérivées partielles de f en a les dérivées en
a selon les vecteurs (e1, . . . , ep) (qui forment une base
de E).

– Si f : U → F est différentiable en a alors f est déri-
vable selon tout vecteur en a et pour h ∈ E, df(a)(h) =
Dhf(a).

Définition 1.16.3 On dit que f est continûment différen-
tiable (ou C1) sur U lorsque f est différentiable en tout point
selon tout vecteur et que pour tout h ∈ U , l’application Dhf
est continue.

Théorème 1.16.4 (Fondamental)
Soient f : U → F , (e1, . . . , ep) une base de E. Si f a en tout
point de U des dérivées partielles et que les fonctions Deif
sont continues sur U alors f est de classe C1.

Proposition 1.16.5 (HP) f de classe C1 sur U ⇐⇒ (f est
différentiable sur U et l’application x 7→ df(x) est continue).

Propriétés 1.16.6 – Soit f ∈ C1(U, V ) (V ⊆ F un sev
de dim finie), et g ∈ C1(V,G). Alors g ◦ f ∈ C1(U,G) et
d(g ◦ f)(a) = dg(f(a)) ◦ df(a)

– En particulier, si U = I un intervalle de R, d(f ◦φ)(x) =
df(φ(x)) ◦ φ′(x).

– C1(U,F ) est un sev de FU .
– Soit f ∈ F (U,F ), (v1, . . . , vn) une base de F . On pose
fi = v∗i ◦ f , de sorte que f(x) =

∑
i fi(x)vi. Alors :

f ∈ C1(U,F ) ssi ∀i, fi ∈ C1(U,R). Si c’est le cas,
Dhfi(x) = v∗i ◦Dhf(x) et dfi(x)(h) = v∗i ◦ df (x)(h).

– Cas F = R. C1(U,R) est une sous algèbre de F (U,R)
et on a, pour (f, g) ∈ C1(U,R), d(f × g)(x)(h) =
df(x)(h) × g(x) + f(x) × dg(x)(h). De plus si g est
non nulle sur U , f/g ∈ C1(U,R) et d(f/g)(x)(h) =
g(x)−2(df(x)(h)× g(x)− f(x)× dg(x)(h)).

Déf. et prop. 1.16.7 (Jacobi)
– Soit f ∈ C1(U,F ) et (Vi) (resp. (Wj)) une base de E

(resp. F ). On note Jf (x) = matV,W df(x).

jf (x) =


∂f1
∂x1

(x) · · · ∂f1
∂xp

(x)
... ∂fi

∂xj
(x)

...
∂fn

∂x1
(x) · · · ∂fn

∂xp
(x)


– Lorsque E = F la matrice jacobienne est carrée, son

déterminant, appelé jacobien de f est noté Jf (x).
– Composition. jg◦f (x) = jg(f(x)) · jf (x). C’est à dire :
Dj(g ◦ f)i(x) =

∑n
k=1Dkgi(f(x)) ·Djfk(x).

Déf. et prop. 1.16.8 (Difféomorphismes)
– Soit f ∈ C1(U, V ) (V ouvert de F ). Si f est bijective et

que f−1 ∈ C1(V,U), f est un difféomorphisme de U sur
V .

– Si f : U → V est un difféomorphisme alors ∀x ∈
U, df(x) est un isomorphisme.

– En particulier, ceci impose dimE = dimF . On a alors
Jf (x) 6= 0.

Théorème 1.16.9 (Carac. des difféomorphismes)
Soit f ∈ C1(U,F ) (U ouvert de E) injective. Alors f(U) est
ouvert et f est un C1-difféomorphisme de U sur f(U) ssi
∀x ∈ U, df(x) est un isomorphisme (ie dimF = dimE et
0 /∈ Jf (U)).



Déf. et prop. 1.16.10 (Classe Ck)
– f ∈ C1(U,F ) est dite de classe C2 si ∀j ∈ J1, pK, Djf ∈
C1(U,F ).

– Théorème de Schwarz : pour f ∈ C2(U,F ), DiDjf =
DjDif .

– Une fonction f ∈ Ck−1(U,F ) dont les dérivées partielles
d’ordre k − 1 sont C1 est dite de classe Ck.

– Si g ∈ Ck(U, V ), f ∈ Ck(V, F ) alors f ◦ g ∈ Ck(U,F ).
– Théorème de Schwarz généralisé : les Dj commutent sur
Ck.

– On appelle Ck-difféomorphisme une bijection Ck dont la
réciproque est aussi Ck.

Théorème 1.16.11 (Carac. Ck-difféomorphismes)
Soit f ∈ Ck(U,F ). f est un Ck-difféomorphisme de U sur f(U
ssi elle est un C1-difféomorphisme de U sur f(U).

Déf. et prop. 1.16.12 (Gradient)
– Soit f ∈ C1(U,R). Pour x ∈ U , il existe un unique vec-

teur de E appelé gradient et noté
−−→
gradf(x) ou ∇f(x)

tel que ∀h ∈ E, df(x)(h) = 〈
−−→
gradf(x)|h〉.

– Soit e = (e1, . . . , ep) une base orthonormée de E. Alors
pour f ∈ C1(U,R), ∇f(x) =

∑p
j=1Djf(x)ej .

Proposition 1.16.13 (Inégalité de la moyenne)
Etant donnés U un ouvert connexe de E, et f ∈ C1(U,R), on a
∀(a, b) ∈ U2, |f(a)− f(b)| ≤ sup[0,1] |df(a+ t(b− a))(b− a)|

En particulier, si on suppose U est connexe (voire même
connexe par arc) et f ∈ C1(U,R), alors f est constante ssi
df(U) = {0}.

Théorème 1.16.14
Soit f ∈ C1(U,R), U ouvert de E. Si f a un extrémum local
en x ∈ U alors x est un point critique (ie df(x) = 0).

Proposition 1.16.15 (Taylor-Young) Soit f ∈ C2(U,R),
U ouvert de R2 et a ∈ U . Alors

f(a+h)−f(a)−df(a)(h)− 1
2!

∑
1≤i,j≤2

DiDjf(a)hihj = o(‖h‖2)

Théorème 1.16.16 (C.S. d’extrémum)
Soit f ∈ C2(U,R) U ouvert de R2 et a un point critique de f .
La formule de Taylor-Young donne : f(a+h) = f(a)+Q(h)+
o(‖h‖2) où Q(h) =

∑
i h

2
i

∂2f
∂x2

i
(a) + 2

∑
i<j hihj

∂2f
∂xi∂xj

(a).
Si Q est une forme quadratique définie positive (resp. défi-

nie négative) alors f admet un minimum (resp. un maximum)
relatif en a.

Corollaire 1.16.17 (C.S. d’extrémum en dimension 2)
Soit f ∈ C2(U,R) U ouvert de R2 et a un point critique de f .

On note r = ∂2f
∂x2 f(a), s = ∂2f

∂x∂y , t = ∂2f
∂y2 f(a). Si rt− s2 > 0,

f a un extrémum local en a (minimum local si r > 0 maxi-
mum local sinon). Si rt− s2 < 0, f n’a pas d’extrémum local
en a.

2 Algèbre

2.1 Arithmétique

Déf. et prop. 2.1.1 (Idéaux) – Un idéal d’un anneau
commutatif A est un sous groupe de (A,+) stable par
multiplication par tout élément de A.

– L’image réciproque d’un idéal par un morphisme d’an-
neau est un idéal. En particulier, le noyau d’un mor-
phisme d’anneau est un idéal (en fait, tous les idéaux
sont de cette forme).

– Une intersection – finie ou infinie – d’idéaux est un idéal.
– Soient i, j deux idéaux. On note i + j = {x+ y | (x, y) ∈

i× j} ; c’est un idéal. On définit ainsi par récurrence la
somme de n idéaux.

Déf. et prop. 2.1.2 (Idéaux d’un anneau principal)
– On dit d’un anneau A qu’il est principal si tous ses

idéaux sont de la forme xA (avec x ∈ A). Z et K[X]
sont principaux, c’est à dire que tout idéal de Z (resp.
K[X]) est de la forme nZ (resp. P ×K[X]).

– Soit A intègre, x 6= 0 et y ∈ A. (x | y et y | x) ⇐⇒
∃u inversible , y = ux ; y et x sont dits associés. (Re-
marquez que x | y ⇐⇒ x ∈ yA ⇐⇒ xA ⊆ yA. La
proposition exprime que si xA = yA, y = ux avec u
inversible).

Définition 2.1.3 (Pgcd, ppcm)
– La relation a � b ⇐⇒ a est associé à b est une rela-

tion d’équivalence, dont l’ensemble des classes est noté
A/�. J’appelle fonction de normalisation une applica-
tion N : A/� → A telle que N(ab) = N(a)N(b) et
N(1) = 1. (Attention cette appelation est personnelle !).

– Soit A un anneau principal, N une normalisation, et
a1, . . . , an ∈ A. On note pgcd(a1, . . . , an) = N(δ) où δ
est tel que δA =

∑n
i=1 aiA. On note ppcm(a1, . . . , an) =

N(δ) où δ est tel que δA =
⋂n

i=1 aiA.
– Plus concrètement, Z peut être muni de la normalisation
N(x) = |x| ; pour K[X], on peut choisir N(P ) = P/an

(où an est le coefficient dominant de P ). On retrouve
alors les définitions de ppcm et pgcd habituelles.

Propriétés 2.1.4 Dans la suite, A est un anneau principal
muni d’une normalisation.

– Théorème de Bézout : pgcd(a1, . . . , an) = 1 ⇐⇒ il
existe v1, . . . , vn tel que

∑n
i=1 aivi = 1.

– Si (a1, . . . , an) ∈ An et ∀i 6= j, pgcd(ai, aj) = 1, alors,
ppcm(a1, . . . , an) = N(a1 . . . an).

– Lemme de Gauss : si a | bc et pgcd(a, b) = 1, alors a | c.
– Si pgcd(a, b) = pgcd(a, c) = 1 alors pgcd(a, bc) = 1.

Déf. et prop. 2.1.5 (Anneau quotient)
– Soit A un anneau commutatif, i un idéal de A. Alors la

relation a ≡ b ⇐⇒ a − b ∈ i (a, b ∈ A) est une rela-
tion d’équivalence. Les classes d’équivalence sont de la
forme a = a + i (où a ∈ A) et leur ensemble muni des
lois a+ b = a+ b et a · b = a× b est aussi un anneau.

– La surjection canonique Π : A → A/i, a 7→ a est un
morphisme d’anneau.

Exemple 2.1.6 En prenant A = Z et i = nZ on construit
l’anneau des entiers modulo n, Z/nZ. On peut mettre cette
ensemble en bijection avec J0, n− 1K, avec les règles de calcul
modulo n.

Propriétés 2.1.7 – Pour m ∈ Z, m ∈ Z/nZ est inver-
sible ssi m ∧ n = 1. On déduit de cela que Z/nZ est un
corps ssi n est premier.

– Théorème Wilson : n est premier ssi (n− 1)! ≡ −1[n].
– Lemme chinois : pour (m,n) ∈ Z, premiers entre eux,

Z/mZ×Z/nZ ' Z/mnZ. Autrement dit un système de
congruence x ≡ a [n], x ≡ b [m] a au moins une solu-
tion, et si on en connait une les autres sont de la forme
x+mnk (k ∈ Z).



– Indicateur d’Euler : Soit n ∈ N∗, on note φ(n) le
nombre d’éléments inversibles de Z/nZ. Si m ∧ n = 1,
φ(nm) = φ(n)φ(m).

Remarque 2.1.8 La première propritété énoncée vaut aussi
pour K[X] : K[X]/(P ) est un corps ssi P est irréductible. Sa
dimension comme K-espace vectoriel est degP . L’application
K → K[X]/(P ), a 7→ a est un morphisme injectif de corps, et
le polynôme P a une racine dans K[X]/(P ) (c’est X). Ainsi,
par récurrence, pour P ∈ K[X], il existe une extension de
corps dans laquelle P est scindé.

2.2 Groupes

Théorème 2.2.1 (Isomorphisme)
Soient G et H des groupes, et φ un morphisme de G dans H.
Alors Im φ ' G/Kerφ.

Déf. et prop. 2.2.2 (Ordre d’un élément)
– Soit G un groupe et a ∈ G. L’application γa : Z →
G, k 7→ ak est un morphisme de groupe. On note
gr(a) = Im γa le sous groupe engendré par a.

– Par théorème d’isomorphisme, soit gr(a) est fini d’ordre
n, et isomorphe à Z/nZ, soit il est infini isomorphe à Z.

– Un groupe G est dit monogène s’il est égal à gr(a) pour
un certain a ∈ G. S’il est fini, il est dit cyclique. Le
point précédent montre qu’un groupe monogène est iso-
morphe à Z ou à Z/nZ.

Définition 2.2.3 (Groupe engendré)
Soit G un groupe, et A ⊆ G. L’intersection des sous-groupes
de G contenant A est appelé sous groupe engendré par A noté
gr(A) ; c’est un sous groupe de G contenant A.

gr(A) est aussi l’ensemble de produits finis d’éléments de
A ou d’inverses d’éléments de A.

Théorème 2.2.4 (Lagrange)
L’ordre de tout sous groupe d’un groupe fini divise l’ordre du
groupe. En particulier l’ordre de tout élément divise l’ordre
du groupe, ie ∀a ∈ G, aCard G = e.

Corollaire 2.2.5 (Petit théoreme de Fermat)
Si p est premier, ∀a ∈ Z/nZ, ap−1 = 1. (le groupe multiplica-
tif (Z/pZ)∗ est d’ordre p− 1).

Déf. et prop. 2.2.6 (Action de groupe)
– On appelle action (ou opération) de groupe toute appli-

cation G×X → X, (g, x) 7→ g · x telle que ∀(g, h, x) ∈
G2 ×X, g · (h · x) = (gh) · x et ∀x ∈ X, e · x = x.

– Soit G un groupe opérant sur X. L’application σ(g) :
X → X, x 7→ g ·x est une permutation de X. L’applica-
tion σ est un morphisme deG dans le groupe symétrique
S(X).

– La relation x ∼ y ⇐⇒ ∃g ∈ G, x = g · y est une rela-
tion d’équivalence. La classe de x, notée Gx est appelée
orbite de x.

– L’ensemble Sx = {g ∈ G | g · x = x} pour x ∈ X est
appelé stabilisateur de x. C’est un sous groupe de G et
on a CardG = CardGx CardSx.

Théorème 2.2.7 (Equation aux classes)
Soit G un groupe fini opérant sur un ensemble fini X. Soit Θ
une partie contenant un représentant de chaque orbite. Alors :
CardX =

∑
x∈Θ

Card G
Card Sx

2.3 Algèbre générale

Déf. et prop. 2.3.1 (Caract. d’un anneau comm.)
– Soit A un anneau commutatif. L’application Z →
A, k → k · 1 est le seul morphisme de Z dans A ; son
noyau est de la forme nZ pour un unique n ∈ N appelé
caractéristique de A.

– La caractéristique d’un anneau intègre est soit 0 soit un
nombre premier.

Déf. et prop. 2.3.2 (Polynômes annulateurs)
– Soit A une K-algèbre non nulle et a ∈ A. L’application
φa : K[X] → A,

∑
i biX

i 7→
∑

i bia
i est un morphisme

de K-algèbre. Son image est notée K[a] ; son noyau est
l’ensemble des polynômes annulateurs de A qui forme
un idéal de K[X]. Quand Kerφa est non nul, on ap-
pelle polynôme minimal de A et on note πa son unique
générateur unitaire.

– Il existe un polynôme annulateur non nul de a de degré
≤ n ⇐⇒ (e, a, . . . , an) est liée. Si πa, existe, en notant
n = deg πa, la famille (e, a, . . . , an−1) est une base de
K[a].

– Si P annule a, est irréductible et unitaire, alors P = πa.
– Réciproquement si A est intègre, πa est irréductible.
– Supposons dim K[a] < +∞. Alors : P (a) est inversible
⇐⇒ P ∧ πa = 1 et dans ce cas P (a)−1 ∈ K[a].

– En combinant les deux résultats précédents, on montre
que si A est intègre et si dim K[a] < +∞ alors K[a] est
un corps.

2.4 Réduction des endomorphismes

Théorème 2.4.1 (Décomposition des noyaux)
Soient (P1, ..., Pn) ∈ K[X]n premiers entre eux deux à deux,
u ∈ L(E). Alors Ker(

∏n
i=1 Pi)(u) =

⊕n
i=1 KerPi(u)

Déf. et prop. 2.4.2 Soit u ∈ L(E).
– λ ∈ K est valeur propre de u ssi u−λId n’est pas injec-

tif, c’est à dire qu’il existe x ∈ E \ {0} tq u(x) = λx. x
est appelé vecteur propre de u associé à la valeur propre
λ. On note Eλ(u) = Ker(u− λId) l’espace propre asso-
cié à la vp λ (cet espace est stable par u). L’ensemble
des valeurs propres de u est noté Spu.

– Si λ est vp de u associée à x, λn est vp de un associée
à x. Plus généralement, pour P ∈ K[X], P (λ) est vp de
P (u) associée à x.

– Toute racine du polynôme minimal est valeur propre
de u. Réciproquement, si λ ∈ Spu et P (u) = 0, alors
P (λ) = 0.

– Soit a ∈ GL(E). λ ∈ Sp(u) si λ ∈ Sp(aua−1).
Eλ(aua−1) = a(Eλ(u)).

Proposition 2.4.3 (Polynôme caractéristique)
– λ ∈ K est vp de u ∈ L(E) ssi det(u− λId) = 0.
– La fonction K → K, λ 7→ det(u − λId) est polynomiale

en λ de degré n. Le coefficient de λn est (−1)n, celui de
λn−1 est (−1)n−1 tru et le terme constant est detu.

– Deux matrices semblables ont le même polynome carac-
téristique.

Propriétés 2.4.4 – On note mλ l’ordre de multiplicité
de λ en tant que racine de χu. On a dimEλ(u) ≤ mλ.

– Lorsque χu est scindé, les relations entre coefficients
et racines donnent tru =

∑
λ∈Sp(u)mλλ et detu =∏

λ∈Sp(u) λ
mλ .



– Si les Ei sont des espaces stables par u tels que⊕r
i=1Ei = E alors χu(X) =

∏r
i=1 χui(X) en notant

ui ∈ L(Ei) la restriction de u à Ei.

Théorème 2.4.5 (Cayley-Hamilton)
Le polynôme caractéristique de u ∈ L(E) est annulateur de
u.

Proposition 2.4.6 (Diagonalisation) Les assertions sui-
vantes sont équivalentes (E désigne un K-ev de dimension
finie n) :

(i) u ∈ L(E) est diagonalisable.

(ii) il existe une base de E formée de vecteurs propres de u.

(iii) E =
⊕

λ∈Sp(u)Eλ.

(iv) il existe une décomposition de E en somme directe de
sev stables par u sur chacun desquels u induit une ho-
mothétie.

(v)
∑

λ∈Sp(u) dimEλ(u) = n.

(vi) χu est scindé et ∀λ ∈ Sp(u), mλ = dimEλ(u).

(vii) il existe un polynome annulateur de u scindé et à racines
simples.

Proposition 2.4.7 (Trigonalisation) u ∈ L(E) est trigo-
nalisable si et seulement si χu(X) est scindé ssi il existe un po-
lynôme annulateur scindé. En particulier, toute matrice à co-
efficients dans un corps algébriquement clot (C par exemple)
est trigonalisable.

2.5 Formes quadratiques

Dans toute la suite, on suppose que K est un corps de
caractéristique différente de 2.

Déf. et prop. 2.5.1
– Une forme bilinéaire est une application φ : E×F → K

(où E et F sont deux K-ev) telle que ∀(x, y) ∈ E × F ,
les applications φx : y 7→ φ(x, y) et φy : x 7→ φ(x, y)
soient linéaires. Dans la suite, E = F .

– Soit B = (e1, . . . , en) une base de E ; soient x, y ∈ E
et X,Y les vecteurs coordonnées associés dans B. Alors
φ(x, y) = tXMY avec M = (φ(ei, ej))1≤i,j≤n. En par-
ticulier, q(x) = tXMX.

– L’application qui associe à une forme bilinéaire sa ma-
trice dans une base donnée est un isomorphisme d’es-
paces vectoriels.

– Une forme quadratique est une application du type
q : E → K, x 7→ φ(x, x) où φ est une forme bilinéaire
symétrique. φ est appelée forme polaire associée à q.

– On appelle matrice de q la matrice de sa forme polaire ;
on appelle rang de q le rang de cette matrice.

Propriétés 2.5.2 (Polarisation) Étant donnée une forme
quadratique q, l’application définie par φ(x, y) = 1

4 (q(x+y)−
q(x− y)) = 1

2 (q(x+ y)− q(x)− q(y)) est une application bi-
linéaire symétrique telle que φ(x, x) = q(x).

Proposition 2.5.3 (Isomorphismes) L’application qui a
une forme bilinéaire symétrique φ associe la forme quadra-
tique q : x 7→ φ(x, x) est un isomorphisme d’espaces vecto-
riels.

Théorème 2.5.4 (Loi d’inertie de Sylvester)
Pour toute décomposition d’une forme quadratique de la

forme q(x) =
∑r

i=1 |gi(x)|2 −
∑s

j=1 |fj(x)|2, où les (gi), (fj)

sont des formes linéaires linéairement indépendantes, les en-
tiers (r, s) sont égaux, et on appelle signature de q le couple
(r, s). On a alors r + s = rg q.

Théorème 2.5.5 (Inégalité de Schwarz)
Si q est une forme quadratique positive (ie. q(x) ≥ 0 pour

tout x), alors ∀(x, y) ∈ E2, |φ(x, y)|2 ≤ q(x)q(y).

2.6 Espaces préhilbertiens

Dans la suite, K = R ou C.

Définition 2.6.1 (Produit scalaire) On appelle produit
scalaire sur E un K-ev une application φ : E × E → K
linéaire à droite (ie. ∀x ∈ E, φx : y → φ(x, y) est li-
néaire), à symétrie hilbertienne (φ(x, y) = φ(y, x)) et telle
que ∀x ∈ E, x 6= 0 7→ φ(x, x) > 0.

Proposition 2.6.2 (Inégalités) Soit (E, 〈|〉) un préhilber-
tien, on note ‖x‖ = 〈x|x〉1/2.

– Cauchy-Schwarz : ∀(x, y) ∈ E2, |〈x|y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖.
– Minkowski : ∀(x, y) ∈ E2, ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ ; corol-

laire : ‖.‖ est une norme.

Proposition 2.6.3 Pour x ∈ E, on pose φx(y) =
〈x|y〉, c’est une forme bilinéaire continue. On a alors :
‖x‖ = sup‖y‖≤1 |〈x|y〉|, et donc ∀u ∈ Lc(E), |||u||| =
sup‖y‖≤1, ‖x‖≤1 |〈u(x)|y〉|.

Propriétés 2.6.4 (Égalités) Identités de polarisation :
K = R : ‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2〈x|y〉
‖x− y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 − 2〈x|y〉
4〈x|y〉 = ‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2

K = C : ‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2× Re〈x|y〉
‖x− y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 − 2× Re〈x|y〉
4〈x|y〉 = ‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2 + i ‖y + ix‖2 − i ‖y − ix‖2

Identité du parallélogramme : K = R ou C : ‖x+ y‖2 +
‖x− y‖2 = 2 ‖x‖2 + 2 ‖y‖2

Déf. et prop. 2.6.5 (Orthogonalité)
– Une famille (ei) ∈ RI orthogonale (ie. ∀(i, j) ∈ I2, i 6=
j =⇒ 〈ei|ej〉 = 0) ne contenant pas le vecteur nul est
libre.

– Orthogonal d’une partie : A⊥ = {x ∈ E | ∀y ∈
A, 〈x|y〉 = 0} =

⋂
x∈A kerφx

– Deux sev orthogonaux sont en somme directe.
– F , G deux sev de E. Si F ⊕ G = E, F et G sont sup-

plémentaires orthogonaux ssi G ⊆ F⊥ (ssi F ⊆ G⊥) et
alors F = (F⊥)⊥

Théorème 2.6.6 (Orthogonalisation de Gram-Schmidt)
Soit (x1, . . . , xn) une famille libre d’un espace préhilbertien.
Il existe une famille (y1, . . . , yn) orthonormale tq ∀1 ≤ k ≤ n,
vect(x1, . . . , xk) = vect(y1, . . . , yk). (Autrement dit : pour
toute famille libre il existe une famille orthonormale de même
drapeau)

Proposition 2.6.7 (Orthogonalité en dim. finie)
Soit E un préhilbertien de dimension finie.

– E admet une base orthonormale.
– Toute famille orthonormale de E peut être complétée

en une base orthonormale.
– Soit F un sev de E. E = F ⊕ F⊥.

Proposition 2.6.8 (En dimension quelconque)
– Soit F un sev de E de dimension finie, alors E = F⊕F⊥.



– Soit F un sev de E de dimension finie, (e1, . . . , er) une
base de F , et pF la projection orthogonale sur F . Alors
pF (x) =

∑r
i=1〈ei|x〉ei.

– Corollaire : inégalité de Bessel : ‖x‖2 ≥
∑r

i=1 |〈ei|x〉|2.

Théorème 2.6.9
Soit F un sev de dimension finie de E un préhilbertien et
x ∈ E. Alors la fonction y → ‖x− y‖ pour y ∈ F ad-
met un minimum atteint en un unique point de F à savoir
y = pF (x) on a alors d(x, F ) = ‖x− pF (x)‖, et ‖x‖2 =
‖x− pF (x)‖2 + ‖pF (x)‖2.

Théorème 2.6.10
Soit E un espace euclidien ou hermitien. L’application f :
E → E∗, x 7→ φx est un isomorphisme d’espace vectoriels.
Toute forme linéaire se met donc sous la forme y 7→ 〈a|y〉
pour un unique a.

Déf. et prop. 2.6.11 (Adjoint) E est un espace euclien ou
hermitien.

– ∀u ∈ L(E), ∃!u∗ ∈ L(E) tq ∀(x, y) ∈ E2, 〈u∗(x)|y〉 =
〈x|u(y)〉 : c’est l’adjoint de u.

– L’application f : L(E) → L(E), u 7→ u∗ est un auto-
morphisme involutif (ie f2 = Id) de L(E).

– Un sev F est stable par u ssi F⊥ est stable par u∗

– Ker(u∗) = (Imu)⊥ ; Im(u∗) = (Keru)⊥.
– Soit u ∈ L(E) et B une base orthonormée de E alors

matE(u∗) =
t
(matE(u)).

– De ceci on tire : rg u = rg u∗ et detu = detu∗.

Déf. et prop. 2.6.12 (Endomorphismes autoadjoints)
Soir E euclidien.

– Un endomorphisme u ∈ L(E) tq u = u∗ est dit symé-
trique.

– Soit B une base orthonormée de E. Alors u est symé-
trique ssi matB(u) est symétrique.

– Un endomorphisme symétrique réel est diagonalisable
dans une base orthonormale.

– Toute matrice symétrique à valeurs réeeles s’écrit M =
tPDP où D est diagonale et P est une matrice ortho-
gonale.

– Pour un endomorphisme symétrique on a : |||u||| =
sup‖x‖≤1 |〈u(x)|x〉| = maxλ∈Sp u |λ| (rayon spectral de
u).

Déf. et prop. 2.6.13 (Positivité, définition)
– Un endomorphisme d’un espace euclidien E est dit posi-

tif (resp. défini positif) si ∀x ∈ E, x 6= 0 7→ 〈u(x)|x〉 ≥ 0
(resp. > 0).

– E étant Euclidien, soit u ∈ L(E) (resp. ∈ GL(E)). Alors
u∗u et uu∗ sont des endomorphismes symétriques posi-
tifs (resp. définis positifs).

– Si u ∈ L(E) est positif (resp. défini positif), alors
Spu ⊆ R+ (resp. ⊆ R∗+).

– Réciproquement, si u est symétrique, il est positif si et
seulement si Spu ⊆ R+.

Remarque 2.6.14 (HP) Tout endomorphisme symétrique
positif est de la forme u∗u.

Proposition 2.6.15 (Endomorphime orthogonal)
Soit u un endomorphisme d’un espace euclidien. On dit qu’il
est orthogonal s’il vérifie l’une des cinq assertions suivantes,
qui sont équivalentes :

(i) ∀(x, y) ∈ E2, 〈u(x)|u(y)〉 = 〈x|y〉 (conservation du pro-
duit scalaire).

(ii) ∀x ∈ E, ‖u(x)‖ = ‖x‖ (conservation de la norme).

(iii) u est inversible et u−1 = u∗.

(iv) u transforme toute base orthonormée en une base or-
thonormée.

(v) dans toute base orthonormée B, A = matB(u) vérifie
tAA = In.

Proposition 2.6.16 (Matrices orthogonales)
Une matrice est dite orthogonale si elle vérifie l’une des as-
sertions suivantes, qui sont équivalentes :

(i) A ∈Mn(R) a pour endomorphisme canoniquement as-
socié un automorphisme orthogonal.

(ii) Les vecteurs colonnes de A forment une famille ortho-
normale de Rn

(iii) Les vecteurs lignes de A forment une famille ortho-
normale de Rn

(iv) tAA = AtA = In.

Proposition 2.6.17 – Si B et B′ sont deux bases ortho-
normées, la matrice de passage PBB′ est orthogonale.

– Soit B une base orthonormée de E. B′ = (e′1, . . . , e
′
n)

est orthonormée ssi matB(e′1, . . . , e
′
n) est orthogonale.



3 Formulaire

3.1 Trigonométrie

Addition, duplication :

cos(a+ b) = cos(a) cos(b)− sin(a) sin(b)
cos(a− b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
sin(a+ b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)
sin(a− b) = sin(a) cos(b)− cos(a) sin(b)
tan(a+ b) = (tan(a) + tan(b))/(1− tan(a) tan(b))
tan(a− b) = (tan(a)− tan(b))/(1 + tan(a) tan(b))

cos(2a) = cos2(a)− sin2(a) = 1− 2 sin2(a)

= 2 cos2(a)− 1
sin(2a) = 2 sin(a) cos(a)

Transformation tangente : t = tan(x/2)

sin(x) = 2t/(1 + t2) ; cos(x) = (1− t2)/(1 + t2)

tan(x) = 2t/(1− t2)

Transformation de somme en produit :

sin(a) + sin(b) = 2 sin
(
a+ b

2

)
cos

(
a− b

2

)
sin(a)− sin(b) = 2 cos

(
a+ b

2

)
sin

(
a− b

2

)
cos(a) + cos(b) = 2 cos

(
a+ b

2

)
cos

(
a− b

2

)
cos(a)− cos(b) = −2 sin

(
a+ b

2

)
sin

(
a− b

2

)
Dérivées des fonctions réciproques :

(arcsin)′(x) = 1/
√

1− x2

(arccos)′(x) = −1/
√

1− x2

(arctan)′(x) = 1/1 + x2

Divers :

arctan(x) + arctan(1/x) = sgn(x)× π/2
arcsin(x) + arccos(x) = π/2

3.2 Trigonométrie hyperbolique

Addition, duplication :

cosh(a+ b) = cosh(a) cosh(b) + sinh(a) sinh(b)
sinh(a+ b) = cosh(a) sinh(b) + sinh(a) cosh(b)

cosh(2a) = 2 cosh2(a)− 1
sinh(2a) = 2 sinh(a) cosh(a)

Transformation tangente : t = tanh(x/2)

cosh(x) =
1 + t2

1− t2
; sinh(x) =

2t
1− t2

3.3 Intégrales et primitives

Proposition 3.3.1 (Changements de variable)
– Règle de Bioche. f(x) = F (cos(x), sin(x)). Si f paire,

on prend u = cos(x) ; si f est impaire, u = sin(x) ; si f
T -périodique, u = tan(πx/T ) ; sinon u = tan(x/2).

– Fractions rationnelles de fonctions hyperboliques : le
plus simple est souvent de prendre u = exp(x).

– Intégrales abéliennes. f(x) = F (x, n

√
ax+b
cx+d ), on prend

u = n

√
ax+b
cx+d .

Proposition 3.3.2 (Fractions rationnelles)
On veut trouver une primitive de F ∈ R(X). F peut s’écrire
comme somme d’un polynome et de morceaux de la forme :

1
x−α , 1

(x−α)n , αx+β
x2+ax+b et αx+β

(x2+ax+b)n .
Pour intéger ces morceaux on utilise les relations sui-

vantes :
∫

dx
x−α = ln |x− α| ;

∫
dx

(x−α)n = (x−α)−n+1

−n+1 . Pour cal-

culer
∫

αx+β
x2+ax+bdx on se ramène aux deux intégrales connues :∫

2x+a
x2+ax+bdx = ln

∣∣x2 + ax+ b
∣∣ et

∫
dx

x2+a2 = 1
a arctan x

a . Pour
intégrer

∫
αx+β

(x2+ax+b)n dx on se ramène à deux intégrales du

type :
∫

2x+a
(x2+ax+b)n dx = (x2+ax+b)−n+1

−n+1 et In =
∫

du
(u2+1)n

qu’on calcule en intégrant par partie et en trouvant une for-
mule de récurrence.

3.4 Développements limités

3.5 Séries entières



4 Démonstrations

Démonstration (Point fixe, 1.4.9) La fonction x ∈ A 7→
φ(x) = ‖f(x)− x‖ est continue, prend ses valeurs dans R+

et l’ensemble de départ est compact donc elle atteint son
minimum m = φ(x0). Si on suppose m > 0, ie f(x0) 6=
x0, alors par hypothèse, φ(f(x0)) = ‖f(f(x0))− f(x0)‖ <
‖f(x0)− x0‖ = m ; ceci contredit la minimalité de m donc
il existe x tq f(x) = x. Si y est tel que f(y) = y 6= x alors
‖f(x)− f(y)‖ < ‖x− y‖ = ‖f(x)− f(y)‖ ; ceci est absurde
donc le point fixe est unique. La convergence de la suite vers
le pointt fixe se montre facilement en utilisant φ(un).

Démonstration (Darboux, 1.5.6) Soit F : (x, y) 7→
(f(x)−f(y))/(x−y), et soit A = {(x, y) |x > y}. L’ensemble
Γ = F (A) = {(f(x) − f(y))/(x − y) | (x, y) ∈ [a, b]2, x > y}
est connexe comme image d’un connexe (A est même convexe)
par une fonction continue. Il est évident que Γ ⊆ f ′([a, b]), en
appliquant le théorème des accroissements finis. Et d’autre
part, si on note xn = x+ (b− x)/n, f ′(x) = limn→∞ yn avec
yn = (f(xn) − f(x))/(xn − x) ∈ Γ. Donc Γ ⊆ f ′([a, b]) ⊆
Γ̄. Comme Γ est connexe, ceci implique par théorème que
f ′([a, b]) est connexe, sachant que les connexes de R sont les
intervalles, on obtient le théorème.

Démonstration (Raab-Duhamel, 1.6.5) Notons vn =
ln(un/n

α). On montre que vn+1−vn = O(1/n2) donc la série∑
vn+1 − vn a une limite, donc vn a une limite, qu’on note l.

Alors evn = un/n
α → el > 0 d’où le résultat.


