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1 Analyse

1.1 Espaces vectoriels normés

Déf. et prop. 1.1.1 (Norme) — Soit £ un K-ev et N :
E — R,. N est une norme pour E si elle vérifie les
trois axiomes : Vo € E,N(zx) =0 =2 =0; V(\,z) €
K x E, N(Az) = |\ N(z); Y(z,y) € E>,N(z +y) <
N(z)+ N(y)

— Si E est une algebre et N(xy) < N(x)N(y), on parle de
norme d’algebre.

— Soit (E,]|.]|) un evn et F' un sev de E. La restriction de
Il & F définit la norme induite sur F

— Soient (Ey,Ni),...,(En,N,) des evn. L’application
x = (r1,...,2,) € [[E; — N(z) = max; N;(z;) dé-
finit une norme sur [ E;.

- V(a,y) € B, |N(z) — N(y)| < N(z —y)

— Deux normes Np, Ny sur un evn E sont dites équiva-
lentes 8'il existe (o, 8) € (R%)? tq Vo € E, aN;i(z) <

. et prop. 1.1.2 (Distance) — (E,N) un evn. On
appelle distance associée a N 'applicationd : Ex F —
Ry, (x,y) — N(x —y). d vérifie les trois axiomes d’une
distance (métrique) : V(z,y) € E? d(z,y) = 0 &
r = Y; V(m,y) € E27d($7y) = d<y’$); V(Jc,y,z) €
E3, d(x,2) <d(x,y) +d(y, 2).

— Poura € Eet AC E, on note d(a, A) = infyead(a,z);

pour B C E, on note d(A, B) = infyepd(z, A).

THEOREME 1.1.3 (EQUIVALENCE DES NORMES)
Dans un evn de dimension finie, toutes les normes sont équi-
valentes

Remarque 1.1.4 Pour montrer que deux normes N; et No
ne sont pas équivalentes, on peut chercher (z,,) € (E \ {0})N

No(zn)
Nl(CEn)

telle que tende vers 0 ou oo.

1.2 Topologie

Définitions 1.2.1 (Ouverts, fermés) — On appelle to-
pologie sur un ensemble £ un ensemble O de parties de
E (les ouverts) stable par réunion (quelconque) et in-
tersection finie et contenant E et (). Les fermés sont les
complémentaires des ouverts.

— Soit (E,]|.]|) est un evn. Par définition, O C E est un
ouvert si pour tout x € O, il existe une boule contenant
x et contenue dans O.

— Un voisinage de « € F est une partie de E' contenant un
ouvert qui contient x. Je noterais V(a) I’ensemble des
voisinages de a.

Définitions 1.2.2 (Adhérence, intérieur) —a € A
est un point adhérent & A si VV € V(a),V N A # 0.

L’adhérence de A, notée A est I'ensemble des points
adhérents a A.

— a € A est un point intérieur a A si A € V(a). On note
A et on appelle intérieur de A I'ensemble des points
intérieurs a A.

~ On note Fr A = 4\ A la fronticre de A.

— On dit que A est dense dans Bssi AC BC A

Propriétés 1.2.3 — A est un fermé. A C A.

~ Si F fermé, A C F = A C F (A est le plus petit fermé
contenant A). A est fermé ssi A = A.

— La relation A = E\ E\ A permet de retrouver toutes
les propriétés de lintérieur : AcCA A est un ouvert,
tout ouvert inclus dans A est inclus dans A.

— a € A ssi a est limite d’une suite d’éléments de A.

— A C F est un fermé ssi la limite de toute suite conver-
gente d’éléments de A est dans A.

— A est dense dans B ssi A C B et tout élément de B est
limite d’éléments de A.

Proposition 1.2.4 (Bolzano-Weierstrafl) De toute suite
bornée de réels on peut extraire une sous-suite convergente.

1.3 Limite, continuité

Définition 1.3.1 (Limite, continuité) — Soient E et
Fdesevn, f: AC E — F. On dite que f admet [ pour
limite en a € A si pour tout VV € V(I), IW € V(a)
tq f(W) C V. (c’est a dire : Ve > 0, Ja > 0, Vz €
A lz —al| <o = [|f(z) =1l <e).

— f est dite continue en a € A si lim, ., f(x) = f(a).

Définition 1.3.2 (Cont. uniforme, lipschitzité)
— On dit que f : A — F est uniformément continue
ssi Ve > 0, Ja > 0,V(x,2) € A% ||z —2'|| < a =
1f(z) = fa)] <e.
-f + A — F est k-lipschitzienne si V(z,y) €
A2 |[f(@) = f)ll < klz =yl

Proposition 1.3.3 — f € F4 est continue en a € A ssi
pour tout suite (u,) € AN convergeant vers a, f(u,)
converge vers f(a).

— Lipschitzité = continuité uniforme = continuité.

Proposition 1.3.4 (Cas réel) — Théoreme de la va-
leur intermédiaire. Soit f : [a,b] — R continue. Si
f(a)f(b) < 0, alors il existe ¢ €]a,b] tq f(c) = 0 (Au-
trement dit : si f continue, f([a,b]) est un intervalle).

— Soit f: I — J (I, J intervalles de R) une application
monotone surjective ; alors f est continue.
— Une application de C°(I, J) injective est monotone.

THEOREME 1.3.5 (“CONTINUITE TOPOLOGIQUE”)
Soit f: AC E — F (E, F deux evn) ; alors les trois assertions
sont équivalentes :

(i) f est continue sur A;
(ii) I'image réciproque de tout ouvert par f est un ouvert;
(iii) Iimage réciproque de tout fermé par f est un fermé.

Proposition 1.3.6 (Continuité des app. lin.)

— Une application linéaire v € L(E, F) est continue ssi
Jk>0tqVe € E, ||Ju(z)| < k||

— Soit E de dimension finie, toute application linéaire
u € L(E, F) est continue.

— L.(E,F) désigne lalgebre des applications linéaires
continues de F dans F. L’application ||.|| : L.(E, F) —
RT,u +— sup{|lu(z)|| |z € E et ||z]| < 1} est une norme
d’algebre sur L.(F, F'), appelée norme triple.

= V(u,z) € L(E,F) x E, [lu(@)[| < [[lulll =[]



1.4 Compléments de topologie

Définition 1.4.1 — Une partie A d’'un evn est dite com-
pacte ssi de toute suite d’éléments de A on peut extraire
une sous suite convergente dont la limite est dans A.
— (HP) Ceci est équivalent a la propriété de Borel-
Lebesgue : de tout recouvrement de A par des ouverts
(ie. famille d’ouverts de F dont I'union contient A) on
peut extraire un recouvrement fini.

Propriétés 1.4.2 — Une partie compacte est nécessaire-
ment fermée bornée. Dans K" (et dans tout evn de di-
mension finie) la réciproque est vraie.

— L’image d’une partie compacte par une fonction conti-
nue est compacte. En particulier une fonction réelle
continue sur un compact est bornée et atteint ses
bornes.

— Théoreme de Heine. Une fonction continue sur un com-
pact est uniformément continue.

— Si (uy,) € EN converge vers | € E, {u,, |n € N}U{l} est
une partie compacte.

. et prop. 1.4.3 (Complétude) - (u
dite de Cauchy ssi Ve > 0, 3N € N tq ¢
N = [lup — uql| <e.

— Une suite de Cauchy est nécessairement bornée.

— Une partie A de E est dite complete si toute suite de
Cauchy d’éléments de A converge vers un élément de A.

- R, C, K™ sont complets. Tout espace vectoriel de dimen-

sion finie est complet.

n) € EN est
>N, p>

. et prop. 1.4.4 (Suites de fonctions)

— B(A, F) est ensemble des applications bornées de A
dans F (c’est un sev de F4); lapplication .|,
B(A,F) — Ry, [ sup,c4 | (z)] est appelée norme
de la convergence uniforme.

— (fn) converge simplement (cvs) vers f si Vo € A, Ve >
0, INeN, n>N = || fu(z) — f(2)| <e.

— (fn) converge uniformément (cvu) vers f si Ve >
0, INeN, Ve € A, n > N = | fu(x) — f(x)H €.
Ceci équivaut a : Ve > 0, AN € N, n > N =
Sup, 4 | fal@) = f(@)] < <.

— Si f (limite simple de f,) est bornée, alors f, cvu vers

f ssi f, est bornée a partir d'un certain rang et f,

converge vers f au sens de |||

Proposition 1.4.5 (Cauchy et Cvu) — Une suite de
fonctions (f,) € F(A, F)Y satisfait le critere de Cauchy
pour la convergence uniforme si Ve > 0, 3N € N, Vx €
Aa b, q Z N = pr(x) - fq(x)” S €. En fixant T, on
obtient que f, (x) est une suite de Cauchy.

— Si F est complet (f : A — F) alors toute suite satisfai-
sant le critere de Cauchy uniforme converge uniformé-
ment.

— Si F est complet, B(A, F') est complet pour |||

Proposition 1.4.6 (Cvu et continuité) — Une limite
uniforme de fonctions continues est continue.
~ CY%A, F) avec A compact et F complet est complet.
— Convergence compacte. Si (f,) € C°(A,F) converge
uniformément sur toute partie compacte de A alors sa
limite simple est continue.

THEOREME 1.4.7 (INTERVERSION DES LIMITES)
Soit F' un evn complet, A C E un evn, a €
F(A PN

A, (fn) €

converge uniformément vers f. On suppose que

l, = lim,_,, fn(x) existe pour tout n et que (l,) converge
vers l. Alors f admet une limite en a égale a l. Au-
trement dit, sous ces hypothéses lim, o lim,—q fn(z) =
limg o limy,— 0o frn ().

THEOREME 1.4.8 (POINT FIXE)
Soit A une partie compléte non vide d'unevn E; et f : A — A
une application contractante (c’est a dire k-lipschitzienne avec
k < 1). Alors Yug € A, la suite up+1 = f(uy,) converge vers
I'unique point fixe de f dans A.

THEOREME 1.4.9 (POINT FIXE, HP)

Soit K un compact non vide d’'un evn E et f: K — K telle
queVz #y || f(x) = f(y)|l < ||z =yl Alors Vug € K, la suite
Unt1 = f(uy) converge vers I'unique point fixe de f dans K.

1.5 Dérivation des fonctions d’une variable
réelle

Déf. et prop. 1.5.1 (Dérivabilité) — f est dérivable
enas’ilexistel € E tq f(t) = f(a)+({t—a)l+o(||t — al])
— Si f dérivable en a, f est continue en a.

— Soient E,F,G 3 evn de dimension finie, B : E X
F — G bilinéaire, et f, g dérivables en a € I; B(f,g
est dérivable en a et (B(f,g)) (a) = B(f'(a),g(a)) +
B(f(a), (a).

— Soit f : I — FE dérivable. f est constante sur I ssi
7(1) = {0},

~ Formule de Leibniz. Pour f et g C*, (fg)®(t) =

K CLEO (6)g* (1)

Déf. et prop. 1.5.2 (Difféomorphismes)

— Une fonction bijective, C* dont la réciproque est C* est
appelée CF-difféomorphisme (si k = 0 on parle d’homéo-
morphisme).

— f : I — R de classe C' est un C!-difféomorphisme
de I sur f(I) ssi Vo € I,f'(z) # 0 et dans ce cas
(fH'(y) = m

THEOREME 1.5.3 (ROLLE, ACCROISSEMENTS FINIS)

Soit f : [a,b] — R continue, dérivable sur |a,b[ (b > a). Rolle :
fla) = f(b) = Fc €la,b], f'(c) = 0. Accroissements finis :
Je €a, b, 7() fla) — f/(¢)

THEOREME 1.5.4 (PROLONGEMENT CF)
Soit f :Ja,b] — E de classe C* tq f*) ait une limite [ en a.
Alors f se prolonge en une fonction de classe C* sur [a, b].

Déf. et prop. 1.5.5 (Convexité)

— Une fonction f : I — R vérifiant V(z,y,t) € I? x
[0,1], f(tz + (1 — t)y) < tf(x) + (1 —t)f(y) est dite
convexe.

—~ Si f : I — R convexe, alors Vn € N,V(zq,...
I"V(A,...,\) € R, st 30N
FOimy Miwa) < 3000 Naf ().

— Si f est C', f convexe <= f' est croissante.

— Si f est C2, f convexe <= f" > 0.

~ Une fonction convexe sur I est continue sur A.

1 Tp) €
1, alors

THEOREME 1.5.6 (DARBOUX, HORS PROGRAMME)

f : I — R dérivable (mais pas nécessairemement C'). Alors
f'(I) est un intervalle (lire : une dérivée vérifie la propriété
des valeurs intermédiaires méme si elle n’est pas continue).



1.6 Séries

Propriétés 1.6.1 (Convergence) — Le terme général
d’une série convergente tend nécessairement vers 0.
— Soit (u,) € RY. La série Y u,, converge ssi la suite des
sommes partielles (37 _ uy), est majorée.
— La série de terme général u,, satisfait le critere de Cau-
chy si la suite des sommes partielles le vérifie. Ve >

0,INEN, ¢g>p>N = Hz;i:punH <e.

. et prop. 1.6.2 (Convergence absolue)

— Silasérie Y |luy|| est convergente, on dit que > u,, est
absolument convergente.

— Soit (u,) € EN, E étant complet. Si > u,, est absolu-

ment convergente, elle est convergente.

Déf. et prop. 1.6.3 (Deux séries classiques) F désigne
une algebre normée complete.

— Soit u € F tq |lu]| < 1 alors la série Y u™ converge et a
pour somme (e — u)~ L.

— Soit u € E; la série de terme général %u” est conver-

gente, et sa somme est notée e*. Si u et v commutent,
eu+v — eu . ev

Désormais on considére uniquemement les séries numé-
rique : E =R ou C.

Proposition 1.6.4 (Recettes)

— Regle de D’Alembert : (u,) est & termes positifs, et
UZ—II — . Alors sil > 1, Y u, diverge, sil <1, > u,
converge.

— Séries alternées. Soit (u,) € le; si limy, o0 un, = 0, et
que (uy) est décroissante & partir d'un certain rang,
alors la série > (—1)"u, converge, et on a de plus
|Rp| < |upt1]| (R, désigne le reste partiel d’ordre p).

— Série de Riemann. n% est convergente ssi a > 1

Proposition 1.6.5 (Recettes HP)
~ Séries de Bertrand. La série Y, 5o —15—
gentessia >loua=1et 3> 1.
~ Regle de Raab-Duhamel : si (u,) € RY et “o =
1+a/n+0(1/n?) alors il existe A > 0 tel que u,, ~ An®.

est conver-

THEOREME 1.6.6 (COMPARAISON SERIES-INTEGRALES)
Soit f: Ry — Ry décroissante. Alors la série de terme géné-

ral w, = f(n) — f:H f(t)dt est convergente. En particulier
la série y, f(n) et Pintégrale [° f(t)dt ont méme nature.

THEOREME 1.6.7 (COMPARAISON ASYMPTOTIQUE)
Soient deux séries Y a, et Y b, a termes positifs.

— Si Y by, converge et a, = O(by,), alors > a, converge
et les restes vérifient (377 1 an)y = OS2, 41 bn)
(idem pour o et ~).

— Si b, diverge et a, ~ by, alors > a, diverge et les
sommes partielles vérifient (3-8 _ an)p ~ (3-8 _bn)p-

- Si > b, diverge et a, = o(b,) (resp O(bn))
alors les sommes partielles vérifient (30 _ an), =
o((3=0=0bn)p) (resp O).

Proposition 1.6.8 (Stirling) n! ~ (n/e)™v/2mn.

1.7 Familles sommables

Déf. et prop. 1.7.1 ~ Soit (a;)ier € RL ; la famille est
dite sommable si 'ensemble {} . ;a;|J C I, J finie }
est majoré. Soit (b;)ie;r € KI; la famille est dite som-
mable si la famille (]b;|) Pest.

— Une famille (a;) € R% est sommable ssi pour toute suite
croissante (J,,) de parties finies de I dont 'union vaut
I (suite convenable pour 1), la suite (3 ;c; ai)n est
majorée.

~ Soit @ € K! une famille sommable. Alors pour
toute suite .J,, convenable pour I, la suite (3_;c; ai)n
converge, et sa limite, qui ne dépend pas de (J,,) est
appelée somme de a (notée s(a)).

. et prop. 1.7.2 (Sommabilité et suites)

— Une suite (u,) € Rl}‘_ est sommable ssi la série de
terme général u,, est convergente et dans ce cas s(u) =
2 o Un-

— Une suite (u,) € KN est sommable ssi > u,, est absolu-
ment convergente et dans ce cas s(u) = Yo Up.

— Soit /1(K) = {u € KN |u sommable}, et pour u € ¢}(K),
llull, = s(u). Alors (¢*(K),|.||,) est un evn.

— (un) € K% est sommable ssi (tn)nen €t (U_p)nen sont

sommables et alors s(u) = Y cxUn + D, cye U—n-

THEOREME 1.7.3 (SUITES DOUBLES)

: 2 .
Soit u = (up,) € KN une suite double. u est sommable
ssi Vp la série 3 up 4 est absolument convergente et la sé-
rie ), Z;io |up,q| est convergente, ssi Vq la série } - upq est
abs. convergente et 37 % [up,q| est convergente.

THEOREME 1.7.4 (INTERVERSION DES SOMMATIONS)
R 2
Soit (up,q) € K" sommable. Alors s(u) =372 (>0 (g =

Z;io Z;ozo Up,q

Corollaire 1.7.5 Soient (a,b) € (KY)? deux familles som-
mables. Alors la famille (ayb,) € KN

Z(p7q)eN2 apbg = (ZpeN ap)(ZpeN by).

est sommable et

1.8 Intégration sur un segment

Propriétés 1.8.1 — Linéarité de l'intégrale. L’applica-
tion C° ([a,b], E) — E, f f[a p f est linéaire.

— L’intégrale d’une fonction positive est positive.

— L’intégrale d'une fonction C° est nulle ssi la fonction
est nulle (donc || f]|; = f[a b f2(t)dt est une norme sur
C°([a, b], R)).

— Relation de Chasles. f[a’b} f= f[a’c] f+ f[c,b] f.

— Soit f € C2. ([a,b], E) et w € L(E,F); alors uo f est
CO et f[a,b] uof = u(f[a,b] f).

THEOREME 1.8.2

Soit (f,) € C°,([a,b], B)N une suite de fonction convergent
uniformément vers une fonction f € C° ([a,b],E). Alors
la suite des intégrales est convergente et lim,, . f[%b] fn =

f[a,b] hmn—>oo fn

Proposition 1.8.3 (Normes) — Norme de la conver-
gence en moyenne. L’application |||, : C%([a,b], E) —
Ry, = [l If] est une norme.
— Norme de la convergence en moyenne quadratique.
Lapplication I, : C°(la,6,K) — Ry, f o
(Jjap | /1>)/2 est une norme.

Proposition 1.8.4 (Inégalités)
— Inégalité de Cauchy-Schwarz. Soient f et g deux fonc-
tions continues sur [a,b], & valeurs dans K. Alors

o 9] < Uiy L2y l1)1/2



— Minkowski. Avec les memes hypotheses,

(f[a,b] |f +9|2)1/2 < (fab |f| 1/2 f[a b] |g|

on a
)1/2

THEOREME 1.8.5 (SOMMES DE RIEMANN)

Soit f € C%([a,b], E) (NB : je note p(c) le pas de la subdivi-
sion o). Ve > 0, Ja > 0 tq Vo = (ag,a1,...,an_1,a,) avec
ap = a, ap, =b, V¢ = (&) € R, & € [ai,ai+1], p(0) < o=

Hf[a,b} f=3 (@i - az‘)f(&)H <e

1.9 Dérivation et intégration

Définition 1.9.1 On appelle primitive d'une fonction f €
C0 (I, E) toute fonction g continue, C} tq en tout point ot
g est continue, ¢'(z) = f(x).

THEOREME 1.9.2 (THEOREME FONDAMENTAL)

Soit f: I — E continue (resp. C° ) et a € I. La fonction dé-
finie par g(z) = [ f(t)dt qui est C' (resp. Cl,) est I'unique
primitive de f s’annulant en a. On en déduit que deux primi-
tives difféerent d’une constante.

Proposition 1.9.3 — Changement de variable. Soit f €
Co.(I,E), et ¢ € C'(o, 4], 1) une fonction strictement
monotone. Alors ff &' () f(o(t))dt = ff((m (x)dx.

— Intégration par partie. Soit B Ex F — G

(trois evn de dim finie) une application bilinéaire, et
soient f : [a, b] — E g [a,b] — F de classe
ch. On a : [ B(f'(0),9(t)dt = [B(f(t),9®)]} —
[ B9/ (1) de.

- Inegahte de la moyenne. f : [a,b] — E continue
de classe C! sur |a,b] tq ||f/(t)|| < X alors Va,y €
Ja, b, [1f(z) = f()ll < Alx —yl.

Proposition 1.9.4 (Taylor)
— Formule de Taylor-Lagrange. Soit f : I — E de classe
CF et Ck+1 sur I. Pour a,b € I, on a I'égalité suivante :
7(0) = Th o S5 O a) + [7 O pD eyt
— Inégalité de Taylor-Lagrange. Avec les mémes hypo-
theses, et en notant M = supy, Hf(’”l)(t)H, on a :

ba b—alFt
[0) - 320 5 10| < e

— Formule de Taylor-Young. Soit f de classe C* sur I et
a € I. Alors f admet un d.l & 'ordre k en a donné par :
k
f(lf) = f&)+(@—a)f () + ...+ 51 ) (@) + o(w —
a)®.

THEOREME 1.9.5 (PRIMITIVE D’UNE SUITE DE FONCTION)
Soit (f,) € C°(I, E)N, a € I. Soit (h,,) la suite des primitives
des f, s’annulant en a. Si (f,,) cvs vers f, la cv étant uniforme
sur tout segment inclus dans I (f est donc continue), alors la
suite (hy,) cvs vers la primitive de f qui s’annule en a, la cv
étant uniforme sur tout segment inclus dans I.

THEOREME 1.9.6 (DERIVEE D’UNE SUITE DE FONCTION)
Soit (f,) € C*(I, E)N. On suppose (f,) cvs vers f et (f!) cvs
vers g, la cv étant uniforme sur tout segment inclus dans 1.
Alors f est Ct et sa dérivée est g.

THEOREME 1.9.7 (DERIVEES D’UNE SUITE DE FONCTION%

Soit (f,) € C*(I,E)YN. On suppose que Y0 < | < k, (f7(,))
cvs, et que f*) cvu sur tout segment inclus dans I. Si on
note f = lim, .o fn et ¢ = lim,, f,(Lk), alors f est C* et

Proposition 1.9.8 Soit (A4, |.||) une algebre normée com-
plete et a € A. Soit ¢,(t) = exp(ta). ¢do est CP(R, A) et

O = aF g (t).

THEOREME 1.9.9 (CONTINUITE SOUS LE SIGNE SOMME)
Soit A C E evn de dimension finie et f € C°(A x [a,b], E).

Alors g(z f f(z,t)dt est continue sur A.

THEOREME 1.9.10 (DERIVATION SOUS LE SIGNE SOMME)
Soit f € C°(I x [a,b], E) telle que pour i <

continue sur I X [a,b]. Alors la fonction g(x f f(z,t)dt
b

est de classe C* et pour i <k, g (z) = [, gm{( ,t)dt.

Proposition 1.9.11 (Formule de Fub1n1)

Soit f € C%[e,d] x [a,b],E). Alors f f (z,t)dtdz =

I [ (@, t)dwdt.

1.10 Intégration sur un intervalle quel-

conque

Déf. et prop. 1.10.1 (Intégrales impropres sur R, )

— Soit f € CO(I,Ry). f est intégrable sur I ssi existe
(Jn) € PN une suite croissante de segments tq
Updyn = I telle que ([, f) est majorée (on parle de
suite de segments convenable pour I); on note alors
Jif =t ], f

— Soient f,g € C° (I,R,) tq f < g. Alors si g est inté-
grable, f lest.

— Soit f € C% ([a,b[,Ry). f est intégrable sur [a,b] si la
fonction z < b — f[a,m] f a une limite en b.

Déf. et prop. 1.10.2 (Intégrales impropres sur K)

— Soit f € C?_(I,KK). On dit que f est intégrable sur I ssi
|f| est intégrable sur I.

~ Si f € C2.(I,K), alors pour toute suite de segments
(J5,) convenable pour I, la suite ([ 5, [) est convergente
et sa limite ne dépend pas de (J,,) : on I'appelle intégrale
sur I de f.

— Théoréme de comparaison. Soit f € C2 (I,K) et ¢ €
CO (I,Ry) tq Vo € I, |f(t)] < ¢(t). Alors si ¢ est inté-
grable sur I, f Vest et : | [, f| < [, ¢

THEOREME 1.10.3 (COMPARAISON ASYMPTOTIQUE)

— Soit f € C%, ([a,b],K) et ¢ € CL.(a,b[,R) intégrable.
Si f = Oy(¢) alors f est intégrable sur [a, b].

— Soient ¢,v € CY. (la,b[,Ry). Si 1 est intégrable sur
[a,b et ¢ = Op(¥)) (resp ¢ ~b ¥, ¢ = 0p(1))), alors ¢ est
intégrable et frb o(t)dt = Ob(ff p(t)dt) (resp ~u, op).

— Soient ¢, € C2 ([a,b[,R4). Si ) n’est pas intégrable
sur [a,b] et ¢ ~p ¥ (resp ¢ = Op(Y), resp ¢ = op(V)),
alors ¢ n'est pas intégrable et [* ¢(t)dt ~y [T ap(t)dt
(resp Oy, 0p).

THEOREME 1.10.4

Soit I un intervalle borné; soit (f,) € C°(I, E)N une suite de
fonctions intégrables sur I, qui cvu vers f. Alors f est conti-
nue, intégrable sur I, la suite (f,) converge en moyenne vers

fethf”_)fIf

Proposition 1.10.5 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Soient f, g € CO. (I,K) de carré intégrable. Alors fg est in-

tégrable et on a : | [, fg| < ([, [FI)2([, la]*)"/2.



THEOREME 1.10.6 (CONVERGENCE MONONOTONE)

Soit (f,) € C2.(I,R)YN une suite croissante de fonctions inté-
grables sur I et simplement convergentes vers une fonction f
supposée CO._. Alors f est intégrable sur I ssi la suite (fI fn)
est majorée et dans ce cas [; f = limy_.o [} fn-

THEOREME 1.10.7 (CONVERGENCE DOMINEKE)

Soit (fn) € CO.(I,K)N une suite de fonctions intégrables
sur I et simplement convergentes vers une fonction f sup-
posée CO_. S’il existe ¢ € CO (I,R,) intégrable et telle que
V(n,t) e Nx I, |fo(t)| < ¢(t), alors f est intégrable sur I et

f[f:hmnﬁoof]fn

THEOREME 1.10.8 (CONTINUITE SOUS LE SIGNE SOMME)
Soit f € C°(A x I,K) telle que Vx 6 Ala fonctjon t— f(z,t)
soit intégrable sur I. On pose g(x f[ x,t)dt. En suppo-
sant de plus que VK C A compact il existe ¢K € CO(I,Ry)
intégrable sur I tq V(z,t) € K x I, |f(x,t)] < ¢k (t). Alors g
est continue sur A.

THEOREME 1.10.9 (DERIVATION SOUS LE SIGNE SOMME)
Soit f € C°(A x I,K) une fonction admettant une dérivée
partielle par rapport a x continue sur A X I, telle que Vx € A
les fonctions t +— f(as t) et t— gf (x,t) soient intégrables
sur I. On pose g(x fI x,t)dt. On suppose qu’en outre,
VK C A compact 11 existe ¢x € CO (I, R, ) intégrable sur I

tq V(z,t) € K x I, |f(a: t) ﬂ( )‘ < ¢k (t). Alors g est
C! sur A et de plus g'( fI SL(x, t)dt.

Déf. et prop. 1.10.10 (Fonction Gamma)

On définit I'(z) = +°° e~ 't*~1dt pour z > 0. Cette fonction
est C™ et convexe sur R**. On aenoutre Vo > 0, I'(z+1) =
al'(x) et pour n € N*, T'(n + 1) = nl.

1.11 Séries de fonctions

Déf. et prop. 1.11.1 (Convergence normale)

— Une série de fonctions bornée Y f,, est dite normale-
ment convergente si la série Y || fn ||, est convergente.

— > fn est normalement convergente sur A ssi il existe
une suite (a,) € RY telle que Vz € A, || fu(z)]| < s et
> au, est convergente.

— Convergence normale = convergence uniforme =—
convergence simple.

THEOREME 1.11.2 (CONTINUITE DE LA LIMITE)

Soit > fn une série de fonctions continues convergeant uni-
formément sur A vers f (resp. cvs sur A avec convergence
uniforme sur tout segment contenu dans A si A C R) alors f
est continue sur A.

THEOREME 1.11.3 (INTERVERSION DES LIMITES)
Soit > f, une série de fonctions convergeant uniformément

sur A vers f, et soit a € A. On suppose que Vn, lim,_,, fn = L,
(la limite existe) ; alors Y I, converge, f a une limite en a, et

ZZO:O lim,_q frn(x) = lim,_, Z’ZOIO fn().

THEOREME 1.11.4 (INTERVERSION DES SIGNES SOMME)
Soit Y fn une série de fonctions C% ([a,b], E) qui cvu vers

f €C.([la,b], E) alors la série Y, f falz
vers fab f(z)dz

)dx est convergente

THEOREME 1.11.5 (PRIMITIVATION)

Soit Y f, une série de fonctions continues sur un intervalle I
non trivial et a € I. On note hy,( f fn(t)dt la primitive
de f, s’annulant en a. En supposant que Y fn a pour limite

simple f, la convergence étant uniforme sur tout segment C I,
alors la série de fonctions Y, hy cvs sur I vers h = [ f(t)dt
la primitive de f s’annulant en a, la convergence étant uni-
forme sur tout segment C I.

THEOREME 1.11.6 (DERIVATION)

Soit 3~ f, une série de fonctions de classe C!, convergent sim-
plement vers f sur un I. On suppose que Y . f! cvs vers g sur
I, avec cvu sur tout segment C I. Alors f est C est f' = g.

THEOREME 1.11.7 (CONVERGENCE MONOTONE)

Soit Y f, une série de fonctions C2 (I, R,) intégrables sur
I et simplement convergente vers f € CO. (I,R}). La fonc-
tion f est intégrable ssi la série ) [, fn est convergente (ie

majorée) et dans ce cas [; f =3~ [; fn-

THEOREME 1.11.8

Soit " f, une suite de fonctions C2 (I,R) intégrables sur
I, simplement convergente vers f supposée CO.. Alors si
>, J; |fn] est convergente, f est intégrable et on a | f|l; <

Lz I fnlly ainsi que [; f =302 [y fa-

1.12 Séries entieres

Proposition 1.12.1 (Lemme d’Abel) Soit > a,2" une
série entiere et p € R% tq la suite a,p™ soit bornée. Alors
Vz € K tq |z| < p, la série ), an2™ est absolument conver-
gente.

Déf. et prop. 1.12.2 (Rayon de convergence)

— Soit ), anz™ une série entiere. Il existe un unique élé-
ment de R noté R, appelé rayon de convergence de la
série entiere et ayant la propriété : Vz € K, |2| < R =
danz™ est abs. cv. et Vz € K, |2] > R = > a,2"
diverge.

— Regle de d’Alembert :

telle que Vn € N, a, # 0. Alors si

R+ U {+o0} alors le rayon de convergence de la série
vaut 1/1.

Soit Y, anz™ une série entiere

— | €

An L1
An

Proposition 1.12.3 (Continuité) — Soit Y, anz™ une
série entiere de rayon de convergence R > 0. Alors il y
a convergence normale donc uniforme sur tout disque
fermé inclus dans le disque de convergence.
— On note f(z) = D07 jan2" pour |z| < R. Alors f est
continue sur le disque de convergence.

Propriétés 1.12.4 (Opérations élementaires)

— Soient Y a,z" et > b,2" deux séries entieres de rayon
de convergence R et R'. Alors > (a, +b,)z™ a un rayon
de convergence > min{R, R'} avec égalité si R # R'.

— Soit A € K*. >~ Aa,2z™ a un rayon de convergence égal
a R.

— Le produit de Cauchy >, (3", _, arbn—r)z™ des séries
entiéres a un rayon de convergence > min{R, R'}.

Déf. et prop. 1.12.5 (Série dérivée, primitive)
Soit -7, anz™ une série entiere.

~ On appelle série dérivée la série > o, na,z""*

et sé-

rie primitive une série de la forme o + > il
(a € K).

— Ces deux séries ont le méme rayon de convergence que
la série entiere initiale.

An
n>0 ntl?



THEOREME 1.12.6 (PRIMITIVATION)

Soit > ant™ une série entiére de rayon de convergence
R > 0. On note f(t) sa somme sur | — R; R|. La série entiére
Zn —0 n“jl 2"*t1 a pour rayon de convergence R et la somme
de cette série est la primitive de f sur | — R, R| s’annulant en
0.

THEOREME 1.12.7 (DERIVATION)

Soit Y7 ,a,t™ une série entiére de rayon de convergence
R>0,et f sa somme sur |— R; R[. Alors f est C*°(]—R, R[,K)
et la dérivée kiéme de f vérifieVk > 1, Vt €]—R, R|, f®)(t) =

S n(n = 1) (n—k+ Da,tn=F =300 ki, g,

Déf. et prop. 1.12.8 (Développement en séries entiéres)Soit f € Cl

— Une fonction f est dit développable en série entiere s’il
existe r > 0 tel qu’il existe une série entiere de rayon de
convergence R > r dont la somme coincide avec f sur
| —rrf

— Si f est développable en série entiere sur | — r,r[ alors
elle est C>*(] — r,r[,K).

— Il y a unicité du développement en série entiere de f.

THEOREME 1.12.9
Soit f € C>=(] — r,r[,K) est développable en série entiére sur

| =i ssi Vo €] —r,r[, limp—oo [3 %f("ﬂ)(t)dt =0.

1.13 Séries de Fourier
Déf. et prop. 1.13.1 (Coefficients de Fourier)
— Dans la suite on note E l'ev des fonctions CO. 27-
périodiques.
~ On pose Vn € Z,c,(f) = 1/ (2m) fo
Vn € N, an( ) = 1/77 (t) cos(nt)dt
Vn € N*, b =1/x fo ) sin(nt)dt
— VneNl, an(f) —Cn(f)"‘cf (f)
Vn € N*, by (f) = i(cn(f) — cn(f))

— Pour n € Z l'application ¢, est linéaire.
~feEE= feEetc,f)=c_n(f)

— Pour f paire, b,(f) =0, pour f impaire, a,(f) =
—~Pour fe FEetacR, c,(f+a)= exp(ma)cn(f)

t) exp(—int)dt

Proposition 1.13.2 (Coefficients de la dérivée)

Soit f € CL_, continue et 27w-périodique. Alors c,(f') =
incy(f). Pour f CF-1 CF | 2r-périodique, c,(f®) =
(in)*cu(f)-

THEOREME 1.13.3 (RIEMAN-LEBESGUE)
Soit f € E alors lim,, 4o c,(f) = 0. Pour f Ck~!
2r-périodique, c,(f) = o(1/n*).

Ck

mx’

Déf. et prop. 1.13.4 (Produit scalaire)
— On note D C C2 (R,C) les fonctions 2m-périodiques
telles que Y(f,z) € D x R, limy_.; <o f(y) (resp.
y > x) existe et est noté f(z_) (resp. f(zy)) et f(x) =
et

- F estQun sev de D.

- Pour (f,9) € D on pose (flg) = 1/(27) [, " Fg. (D, (]))
est un préhilbertien. On note |.||, la norme associée
(attention au facteur 1/(27) par rapport a la norme 2
classique).

— La famille des e,, = t — exp(int) est orthonormée et

pour f € D, Cn(f) = <f|en>
— Avec P, = vect(e1,...,ep), on définit S,(f) =
P

n=—p Cn€n = prOij(f)'
— Inégalité de Bessel : Vp € N, HSp(f)H; < I£I3.

THEOREME 1.13.5 (Cv EN MOYENNE QUADRATIQUE)
Soit f € D ; alors lim,_.o || f — Sp(f)]l, =0

THEOREME 1.13.6 (BESSEL-PARSEVAL)
Soit f € D; alors ||f\|§ =D ez len (f)|?. En corollaire on a
I'injectivité de la fonction D — (2, f +— (c,(f)).

THEOREME 1.13.7 (CONVERGENCE NORMALE)
Soit f € C°(R,C), CL. et 2m-périodique; alors la famille
(cn(f)) est sommable et la série de Fourier de f converge

normalement vers f.

THEOREME 1.13.8 (DIRICHLET)
2m-périodique; alors la série de Fourier de f
converge 51mp]ement sur R vers £(f(z+) + f(z—)).

1.14 Systemes différentiels

Dans cette section, E est un ev de dimension n, {2 un
ouvert de Rx Fet f:Q — FE.

Définitions 1.14.1 — Résoudre le systeme (E) o/ =
f(t,x) c’est trouver les couples (I, ¢) avec ¢ € D(I, R)
tels que Vt € I, ¢'(t) = f(t, P(1)).

— Une solution (I, ¢) de (E) est prolongeable s’il existe une
solution (I,v) de (E) telle que I C I" et ¢; = ¢. Une
solution non prolongeable strictement est dite maxi-
male.

Proposition 1.14.2 (Equation différentielle autonome)
Si f ne dépend pas du temps, ’ensemble des solutions de (E)
est invariant par translation, ie. en notant 9, : t — t + a, si
(I,¢) est solution alors Vo € R, (¢_o (1), do 1)) est solution
de (B).

THEOREME 1.14.3 (SOLUTION DE X' = AX)

Pour tout (tg, Xo) il existe une unique solution maximale au
systeme différentie] X' = AX (A € M,(K)); elle est définie
sur tout R et X (t) = exp((t — t9)A)Xo.

Corollaire 1.14.4 L’ensemble des solutions de X’ = AX
définies sur R est un sev de KR de dimension n.

1.15 Equations différentielles

Proposition 1.15.1 (Prolongement)

Soit (E) : 2’ = f(t,z), f € CO(Q,R"), et (I,¢) une solution
de E, avec I =la,b]. Si ¢ a une limite finie en a, on peut
prolonger ¢ en une solution de F sur [a, b].

Proposition 1.15.2 (Diminution de ’ordre) Soit 2 un
ouvert de R x E?, g € C°Q,E). On considere (E)

" = g(t,xz,2"). Pour I intervalle non trivial de R, on note
Sol(E,I) = {¢ € D*(I,R)| ¢ solution de E }. On pose f :
Q — E, (t,z,2') — 2/, et (Sg) : (2,y) = (f,9)(t,2,y).
Alors application Sol(Sg,I) — Sol(E,I), (¢,¢) — ¢ est
bien définie et bijective.

THEOREME 1.15.3 (CAUCHY-LIPSCHITZ)

On considére 2 un ouvert de R x E, f € CH(Q, E) et (E) :
a2’ = f(t,z). Pour tout (to,zq) € Q, il existe a > 0 tel qu’une
solution & (F) vérifiant ¢(tg) = xo existe sur [tg — o, tg + @
et qu’elle soit unique.

Corollaire 1.15.4 Si f est C!, toute solution maximale a un
intervalle de définition ouvert.



Corollaire 1.15.5 (HP) Dans les hypotheses du théoréme,
deux solutions (I, ¢) et (I,v) de (F) : ' = f(t,x) coincidant
en un point sont égales.

THEOREME 1.15.6 (CAUCHY-LIPSCHITZ GLOBAL)

Soit Q un ouvert de Rx E, f € CY(Q, E), (E) : 2/ = f(t,x) et
(to,x0) € Q. Alors il existe une unique solution au probléme
de Cauchy.

Dans la suite, on s’intéresse aux équations différentielles
linéaires : E désigne un evn de dimension finie, I désigne un
intervalle de R, (a,b) € F(I,E) x F(I,L(E)), (E) : 2/ =
[a(t)](z) +b(t) et (H) : 2" = [a(t)](x).

Proposition 1.15.7 Soit J un intervalle contenu dans I.
Sol(H, J) est un sev de F(J, E). Sol(E, J) est un sous espace
affine de F(J, E) et pour ¢ € Sol(E,J), on a Sol(E,J) =
¢+ Sol(H,J).

THEOREME 1.15.8 (CAUCHY)

Si (a,b) sont continues sur I, pour (tg,zo) € I x E, il existe
une unique solution ¢ définie sur I telle que ¢(tp) = xo. Au-
trement dit, E et Sol(I, E) sont isomorphes par Sol(I,E) —
E, © — xz(tyg) pour un ty quelconque dans I.

Désormais, E = R", et (A, B) € C°(I, M, (R)).

Déf. et prop. 1.15.9 (Wronskien)

— On appelle systeme fondamental de solutions de (FE)
toute base de I’espace vectoriel Sol(I, E).

— Soit (X;) € (CY(I,R™))"™ solutions d'une équation dif-
férentielle linéaire d’ordre 1. On appelle wronskien de
(Xi) le déterminant W (t) = det(X1 (%), ..., Xn(t)).

— Soient (Xi,...,X,) € Sol(I,E)"™. Alors Xi,...,X,
est un systeme fondamental de solution < Jt €
ItqW(t)#0.

— Dans le cas ot E = R et ot (E) est une équation dif-
férentielle linéaire d’ordre p, on passe a une équation
différentielle (E7) d’ordre 1 avec Eq = RP comme dans
1.15.2 et on a alors, avec (v1,...,vp) € CP(I,R)P une
famille de solutions de (E),

vit) . o)
W (v1,...,0p)(t) = det : O :
uP(t) o (t)

1.16 Calcul différentiel

Déf. et prop. 1.16.1 (Différentiabilité)

— Soit E un evn, U un ouvert de E, f : U — F et
a € U. On dit que f est différentiable en a s’il existe
u€ L(E,F) tq f(a+h) = f(a) +u(h) + o(||h]]). u est
appellée application linéaire tangente.

— II existe au plus une application linéaire tangente a f
en a, qu’on appelle différentielle de f en a et qu’on note
df (a).

— Lorsque f est différentiable en tout point de U, on dit
qu’elle est différentiable sur U, et 'application U —
L.(E,F), x — df(z) est appellée application différen-
tielle de f.

— La différentiabilité implique la continuité.

Déf. et prop. 1.16.2 (Dérivées partielles)
— Soit h € E; par définition d'un ouvert, si a € U, il
existe r tel que I, =Ja —r x h;a + r x h[C U. Si
Gan 2| —1r[— E,t — f(a+ th) est dérivable en 0,
on dit que f a une dérivée suivant h en a, qu’on note

Dnf(a) = GE(a) = ¢/, ,,(0).

— On appelle dérivées partielles de f en a les dérivées en
a selon les vecteurs (eq,...,e,) (qui forment une base
de E).

- Si f: U — F est différentiable en a alors f est déri-
vable selon tout vecteur en a et pour h € E, df (a)(h) =

Dy f(a).

Définition 1.16.3 On dit que f est continiment différen-
tiable (ou C') sur U lorsque f est différentiable en tout point
selon tout vecteur et que pour tout h € U, 'application Dy, f
est continue.

THEOREME 1.16.4 (FONDAMENTAL)

Soient f : U — F, (e1,...,ep) une base de E. Si f a en tout
point de U des dérivées partielles et que les fonctions D, f
sont continues sur U alors f est de classe C'.

Proposition 1.16.5 (HP) f de classe C! sur U <= (f est
différentiable sur U et Papplication x +— df (z) est continue).

Propriétés 1.16.6 — Soit f € CYU,V) (V C F un sev
de dim finie), et g € C1(V, G). Alors go f € C1(U,G) et
d(g o f)(a) = dg(f(a)) o df (a)

— En particulier, si U = I un intervalle de R, d(fo¢)(z) =
df (¢(x)) o ¢' ().

~ CYU, F) est un sev de FY.

— Soit f € F(U,F), (v1,...,v,) une base de F. On pose
fi = vi o f, de sorte que f(xz) = >, fi(x)v;. Alors :
f € CYU,F) ssi Vi, f; € CL({U,R). Si c'est le cas,
Dy fil) = 0f 0 Dy f(2) et dfs(2)(h) = vf o dy () (h).

— Cas F = R. C}(U,R) est une sous algebre de F(U,R)
et on a, pour (f,g) € CHU,R), d(f x g)(z)(h) =
df (z)(h) x g(z) + f(z) x dg(x)(h). De plus si g est
non nulle sur U, f/g € C*U,R) et d(f/g)(z)(h) =
9(x) 2 (df (@)(h) % g(x) — (x) x dg(z)(h).

Déf. et prop. 1.16.7 (Jacobi)
— Soit f € CHU,F) et (V;) (resp. (W;)) une base de E
(resp. F'). On note Js(x) = maty,w df (x).

o 0
S0 (@) aT’f;(I)
o . of,
(@) = . L () .
e €)) 5= (x)

— Lorsque E = F' la matrice jacobienne est carrée, son
déterminant, appelé jacobien de f est noté Jy(z).
— Composition. jgor(z) = jg(f(x)) - jr(x). Clest & dire :
Dj(go f)i(x) = 34—y Degi(f(x)) - Dj fr(z).
Déf. et prop. 1.16.8 (Difféomorphismes)
Soit f € CY(U,V) (V ouvert de F). Si f est bijective et
que f~1 € CH(V,U), f est un difféomorphisme de U sur
V.
- Si f : U — V est un difféfomorphisme alors Vx €
U, df(x) est un isomorphisme.
En particulier, ceci impose dim £ = dim F'. On a alors

Jp(z) # 0.

THEOREME 1.16.9 (CARAC. DES DIFFEOMORPHISMES)

Soit f € CY(U,F) (U ouvert de E) injective. Alors f(U) est
ouvert et f est un Cl'-difféomorphisme de U sur f(U) ssi
Vo € U, df(x) est un isomorphisme (ie dimF = dim E et

0¢ Jp(U)).



Déf. et prop. 1.16.10 (Classe C*)
— f€CYHU,F) est dite de classe C% si Vj € [1,p], D;f €
CHU, F).
— Théoreme de Schwarz : pour f € C*(U,F), D;D;f =
D;D;f.

— Une fonction f € C*~1(U, F) dont les dérivées partielles
d’ordre k — 1 sont C! est dite de classe C*.

~ SigecCkU,V), feCFV,F)alors fogeCFU,F).

— Théoreme de Schwarz généralisé : les D; commutent sur
ck.

— On appelle C*-difféomorphisme une bijection C* dont la
réciproque est aussi C*.

THEOREME 1.16.11 (CARAC. CK-DIFFEOMORPHISMES )
Soit f € C¥(U, F). f est un C*-difféomorphisme de U sur f(U
ssi elle est un C'-difféomorphisme de U sur f(U).

Déf. et prop. 1.16.12 (Gradient)

— Soit f € CH(U,R). Pour x € U, il existe un unique vec-
teur de F appelé gradient et noté @f(x) ou Vf(x)
tel que Yh € B, df(z)(h) = (gradf(z)|h).

— Soit e = (eq,...,ep) une base orthonormée de E. Alors
pour f € CY(U,R), Vf(z)=3_, D f(x)e;

Proposition 1.16.13 (Inégalité de la moyenne)

Etant donnés U un ouvert connexe de E, et f € C}(U,R), on a

V(a,b) € U, |f(a) — f(b)] < suppoy |df(a + t(b— a))(b— a)|
En particulier, si on suppose U est connexe (voire méme

connexe par arc) et f € CL(U,R), alors f est constante ssi

df (U) = {0}

THEOREME 1.16.14
Soit f € CY(U,R), U ouvert de E. Si f a un extrémum Iocal
en x € U alors x est un point critique (ie df (z) = 0).

Proposition 1.16.15 (Taylor-Young) Soit f € C?(U, R),
U ouvert de R? et a € U. Alors

- Z DD, f(a

1<z J<2

fla+h)—f(a)—df(a =o(|[n]1?)

THEOREME 1.16.16 (C.S. D’EXTREMUM)
Soit f € C?(U, R) U ouvert de R? et a un point critique de f.
La formule de Taylor—Young donne : f(a+h) = f(a)+Q(h)+

2
of[|]*) oit Q) = 32, h234(a) + 250, hihy 524 (),
Si Q est une forme quadratique définie positive (resp. défi-

nie négative) alors f admet un minimum (resp. un maximum)
relatif en a.

Corollaire 1.16.17 (C.S. d’extrémum en dimension 2)
Soit f € C?(U, R) U ouvert de R2 et a un point critique de f.

52 .
Onnoter—aﬁf( a), s 6183}7 t= ff( ). Sirt—s?>0,
f a un extrémum local en a (mlmmum local si r > 0 maxi-

mum local sinon). Si rt — s? < 0, f n’a pas d’extrémum local
en a.

2 Algebre

2.1 Arithmétique

Déf. et prop. 2.1.1 (Idéaux) — Un idéal d’un anneau
commutatif A est un sous groupe de (A, +) stable par
multiplication par tout élément de A.

— L’image réciproque d’un idéal par un morphisme d’an-
neau est un idéal. En particulier, le noyau d’un mor-
phisme d’anneau est un idéal (en fait, tous les idéaux
sont de cette forme).

— Une intersection — finie ou infinie — d’idéaux est un idéal.

— Soient i, j deux idéaux. On note i+j = {z+y|(z,y) €
i xj}; c’est un idéal. On définit ainsi par récurrence la
somme de n idéaux.

Déf. et prop. 2.1.2 (Idéaux d’un anneau principal)

— On dit d’'un anneau A qu’il est principal si tous ses
idéaux sont de la forme zA (avec x € A). Z et K[X]
sont principaux, c’est a dire que tout idéal de Z (resp.
K[X]) est de la forme nZ (resp. P x K[X]).

— Soit A integre, x Z O ety € A. (x | yety | ) <
Ju inversible , y = ux; y et = sont dits associés. (Re-
marquez que ¢ | y <= x € yA < A C yA. La
proposition exprime que si A = yA, y = ux avec u
inversible).

Définition 2.1.3 (Pgcd, ppcm)

— La relation a ¢ b <= a est associé a b est une rela-
tion d’équivalence, dont ’ensemble des classes est noté
A/o. Jappelle fonction de normalisation une applica-
tion N : Afo — A telle que N(ab) = N(a)N(b) et
N(1) = 1. (Attention cette appelation est personnelle!).

— Soit A un anneau principal, N une normalisation, et
ai,...,an, € A. On note pged(ay,...,a,) = N(6) ou §
est tel que 04 = 31" | a;A. On note ppem(ay, ..., a,) =
N(8) o § est tel que 64 =, a;A

— Plus concretement, Z peut étre muni de la normalisation
N(z) = |z|; pour K[X], on peut choisir N(P) = P/a,
(ot a,, est le coefficient dominant de P). On retrouve
alors les définitions de ppcm et pged habituelles.

Propriétés 2.1.4 Dans la suite, A est un anneau principal
muni d'une normalisation.

— Théoreme de Bézout : pged(ai,...,a,) = 1 < il

existe v, ..., v, tel que > i | a;v; = 1.
- Si(a1,...,a,) € A™ et Vi # j, pged(a;,a;) = 1, alors,
ppem(ay, ..., an) = N(ay...an).

— Lemme de Gauss : si a | be et pged(a,b) =1, alors a | c.
Si pged(a, b) = pged(a, ¢) = 1 alors pged(a, be) = 1.

Déf. et prop. 2.1.5 (Anneau quotient)

— Soit A un anneau commutatif, i un idéal de A. Alors la
relation a = b <= a — b € i (a,b € A) est une rela-
tion d’équivalence. Les classes d’équivalence sont de la
forme @ = a +1i (ot @ € A) et leur ensemble muni des
loisa+b=a+beta-b=a x best aussi un anneau.

— La surjection canonique IT : A — A/i, a — @ est un
morphisme d’anneau.

Exemple 2.1.6 En prenant A = Z et i = nZ on construit
Panneau des entiers modulo n, Z/nZ. On peut mettre cette
ensemble en bijection avec [0,n — 1], avec les régles de calcul
modulo n.

Propriétés 2.1.7 — Pour m € Z, m € Z/nZ est inver-
sible ssi m An = 1. On déduit de cela que Z/nZ est un
corps ssi n est premier.

— Théoreme Wilson : n est premier ssi (n — 1)! = —1[n].

— Lemme chinois : pour (m,n) € Z, premiers entre eux,
Z/mZ x Z/nZ ~ Z/mnZ. Autrement dit un systéme de
congruence x = a [n], * = b [m] a au moins une solu-
tion, et si on en connait une les autres sont de la forme
x +mnk (k € Z).



— Indicateur d’Euler : Soit n € N*, on note ¢(n) le
nombre d’éléments inversibles de Z/nZ. Si m An = 1,

¢(nm) = ¢(n)d(m).

Remarque 2.1.8 La premiere propritété énoncée vaut aussi
pour K[X] : K[X]/(P) est un corps ssi P est irréductible. Sa
dimension comme K-espace vectoriel est deg P. L’application
K — K[X]/(P),a — @ est un morphisme injectif de corps, et
le polynoéme P a une racine dans K[X]/(P) (c’est X). Ainsi,
par récurrence, pour P € K[X], il existe une extension de
corps dans laquelle P est scindé.

2.2 Groupes

THEOREME 2.2.1 (ISOMORPHISME)
Soient G et H des groupes, et ¢ un morphisme de G dans H.
Alors Im ¢ ~ G/ Ker ¢.

Déf. et prop. 2.2.2 (Ordre d’un élément)
— Soit G un groupe et a € G. L’application v, : Z —

G, k — a* est un morphisme de groupe. On note
gr(a) = Im ~, le sous groupe engendré par a.

— Par théoreéme d’isomorphisme, soit gr(a) est fini d’ordre
n, et isomorphe & Z/nZ, soit il est infini isomorphe & Z.

— Un groupe G est dit monogene s’il est égal a gr(a) pour
un certain a € G. S’il est fini, il est dit cyclique. Le
point précédent montre qu'un groupe monogene est iso-
morphe & Z ou & Z/nZ.

Définition 2.2.3 (Groupe engendré)
Soit G un groupe, et A C G. L’intersection des sous-groupes
de G contenant A est appelé sous groupe engendré par A noté
gr(A); c’est un sous groupe de G contenant A.

gr(A) est aussi 'ensemble de produits finis d’éléments de
A ou d’inverses d’éléments de A.

THEOREME 2.2.4 (LAGRANGE)

L’ordre de tout sous groupe d’un groupe fini divise I'ordre du
groupe. En particulier I'ordre de tout élément divise I’ordre
du groupe, ie Ya € G, a®™1C = e,

Corollaire 2.2.5 (Petit théoreme de Fermat)
Si p est premier, Va € Z/nZ, a*~! = 1. (le groupe multiplica-
tif (Z/pZ)* est d’ordre p — 1).

Déf. et prop. 2.2.6 (Action de groupe)
— On appelle action (ou opération) de groupe toute appli-
cation G x X — X, (g,z) — g -z telle que ¥(g, h,z) €
G*xX,g-(h-z)=(gh) - zetVx e X, e-z=z.

— Soit G un groupe opérant sur X. L’application o(g) :
X — X, x — g-x est une permutation de X. L’applica-
tion o est un morphisme de G dans le groupe symétrique
S(X).

— La relation x ~ y <= dg € G, © = g - y est une rela-
tion d’équivalence. La classe de z, notée G, est appelée
orbite de x.

— L’ensemble S, = {g € G|g-z = z} pour z € X est
appelé stabilisateur de z. C’est un sous groupe de G et
on a Card G = Card G, Card S,.

THEOREME 2.2.7 (EQUATION AUX CLASSES)
Soit G un groupe fini opérant sur un ensemble fini X. Soit ©
une partie contenant un représentant de chaque orbite. Alors :

_ Card G
Card X = ZZL’E@ Card S,

2.3 Algebre générale

Déf. et prop. 2.3.1 (Caract. d’un anneau comm.)
— Soit A un anneau commutatif. L’application Z —
A, k — k-1 est le seul morphisme de Z dans A; son
noyau est de la forme nZ pour un unique n € N appelé
caractéristique de A.
— La caractéristique d’un anneau integre est soit 0 soit un
nombre premier.

Déf. et prop. 2.3.2 (Polynoémes annulateurs)

— Soit A une K-algeébre non nulle et a € A. L’application
b K[X] — A, >, b;X" — >, b;a’ est un morphisme
de K-algebre. Son image est notée K|a]; son noyau est
I’ensemble des polynomes annulateurs de A qui forme
un idéal de K[X]. Quand Ker ¢, est non nul, on ap-
pelle polynéme minimal de A et on note 7, son unique
générateur unitaire.

— Il existe un polynome annulateur non nul de a de degré
<n <= (ea,...,a") est liée. Si 7, existe, en notant
n = degm,, la famille (e,a,...,a" 1) est une base de
Kla].

— Si P annule a, est irréductible et unitaire, alors P = 7.

— Réciproquement si A est intégre, 7, est irréductible.

— Supposons dim K[a] < 4o00. Alors : P(a) est inversible
<= P Am, =1 et dans ce cas P(a)~! € K|a].

— En combinant les deux résultats précédents, on montre
que si A est integre et si dim K[a] < 400 alors K[a] est
un corps.

2.4 Reéduction des endomorphismes

THEOREME 2.4.1 (DECOMPOSITION DES NOYAUX)
Soient (P, ..., P,) € K[X]™ premiers entre eux deux a deux,

u € L(E). Alors Ker(IT}"_, P)(u) = @;-_, Ker P;(u)

Déf. et prop. 2.4.2 Soit u € L(F).

— X € K est valeur propre de u ssi u — AId n’est pas injec-
tif, c’est & dire qu'’il existe x € E'\ {0} tq u(x) = Az.
est appelé vecteur propre de u associé a la valeur propre
A. On note E)(u) = Ker(u — AId) l'espace propre asso-
cié a la vp A (cet espace est stable par u). L’ensemble
des valeurs propres de u est noté Sp u.

— Si A est vp de u associée a x, A" est vp de u™ associée
a x. Plus généralement, pour P € K[X], P(\) est vp de
P(u) associée a x.

— Toute racine du polynéme minimal est valeur propre
de u. Réciproquement, si A € Spu et P(u) = 0, alors
P(x) =0.

— Soit @ € GL(E). A € Sp(u) si A € Sp(aua™t).
Ej(aua™t) = a(Ex\(u)).

Proposition 2.4.3 (Polynéme caractéristique)
- AeKest vpdeue L(E) ssi det(u — AId) =0.
— La fonction K — K, A — det(u — AId) est polynomiale
en A de degré n. Le coefficient de \™ est (—1)™, celui de
A" Lest (—1)" " tru et le terme constant est det u.
— Deux matrices semblables ont le méme polynome carac-
téristique.

Propriétés 2.4.4 — On note my l'ordre de multiplicité
de X en tant que racine de x,. On a dim E)(u) < m.

— Lorsque x, est scindé, les relations entre coefficients

et racines donnent tru = ZAeSp(u) miA et detu =

H)\ESp(u) AT



— Si les E; sont des espaces stables par u tels que
@D, E; = E alors x,(X) = [[/—; Xu:(X) en notant
u; € L(E;) la restriction de u & E;.

THEOREME 2.4.5 (CAYLEY-HAMILTON)
Le polynéme caractéristique de u € L(FE) est annulateur de
u.

Proposition 2.4.6 (Diagonalisation) Les assertions sui-
vantes sont équivalentes (E désigne un K-ev de dimension
finie n) :

(i) u € L(F) est diagonalisable.

(i)
(i)

)

(iv

il existe une base de F formée de vecteurs propres de u.

E= @)\ESp(u) Ej.

il existe une décomposition de F en somme directe de
sev stables par u sur chacun desquels u induit une ho-
mothétie.

Z)\ESp(u) dim E)(u) = n.
Xu €st scindé et VA € Sp(u), my = dim Ej (u).

(v)
(vi)
(vii) il existe un polynome annulateur de u scindé et & racines
simples.

Proposition 2.4.7 (Trigonalisation) u € L(F) est trigo-
nalisable si et seulement si x,,(X) est scindé ssi il existe un po-
lynome annulateur scindé. En particulier, toute matrice a co-
efficients dans un corps algébriquement clot (C par exemple)
est trigonalisable.

2.5 Formes quadratiques

Dans toute la suite, on suppose que K est un corps de
caractéristique différente de 2.

Déf. et prop. 2.5.1

— Une forme bilinéaire est une application ¢ : £ x F' — K
(o E et F sont deux K-ev) telle que V(z,y) € E X F,
les applications ¢, : y — ¢(z,y) et ¢y : T — P(z,y)
soient linéaires. Dans la suite, F = F.

— Soit B = (e1,...,e,) une base de E; soient z,y € F
et X, Y les vecteurs coordonnées associés dans B. Alors
(b(l‘,y) = tXMY avec M = ((b(ei,ej))lgi’jgn. En par-
ticulier, ¢(z) = "XMX.

— L’application qui associe & une forme bilinéaire sa ma-
trice dans une base donnée est un isomorphisme d’es-
paces vectoriels.

— Une forme quadratique est une application du type
q: E—>K, z— ¢(x,z) ou ¢ est une forme bilinéaire
symétrique. ¢ est appelée forme polaire associée a q.

— On appelle matrice de ¢ la matrice de sa forme polaire;
on appelle rang de q le rang de cette matrice.

Propriétés 2.5.2 (Polarisation) Etant donnée une forme
quadratique ¢, Papplication définie par ¢(z,y) = %(q(w—i—y) -
q(z —y)) = 2(g(z +y) — q(x) — q(y)) est une application bi-
linéaire symétrique telle que ¢(z, ) = g(x).

Proposition 2.5.3 (Isomorphismes) L’application qui a
une forme bilinéaire symétrique ¢ associe la forme quadra-
tique ¢ : © — ¢(x, ) est un isomorphisme d’espaces vecto-
riels.

THEOREME 2.5.4 (LOI D’INERTIE DE SYLVESTER)
Pour toute décomposition d’une forme quadratique de la

forme g(x) = i_, |gi(2)|* = 325_, | f5(@)I, oit les (90). (f;)

sont des formes linéaires linéairement indépendantes, les en-
tiers (r, s) sont égaux, et on appelle signature de q le couple
(r,s). On a alors r + s = rgq.

THEOREME 2.5.5 (INEGALITE DE SCHWARZ)
Si q est une forme quadratique positive (ie. q(x) > 0 pour

tout x), alors ¥(z,y) € E2, |¢(z,y)|° < a(z)q(y).-

2.6 Espaces préhilbertiens
Dans la suite, K =R ou C.

Définition 2.6.1 (Produit scalaire) On appelle produit
scalaire sur £ un K-ev une application ¢ : E x F — K
linéaire & droite (le. Vx € E, ¢, : y — oé(x,y) est li-
néaire), & symétrie hilbertienne (¢(z,y) = &(y,z)) et telle
queVr € E, x #0 — ¢(z,z) > 0.

Proposition 2.6.2 (Inégalités) Soit (E,(|)) un préhilber-
tien, on note ||z|| = (x|z)'/2.
"~ Cauchy-Schwarz - ¥(z, ) € B, [(zly)]| < |12l ]
— Minkowski : V(z,y) € E?, ||z +y| < ||z|| + ||ly||; corol-
laire : ||.|| est une norme.

Proposition 2.6.3 Pour z € E, on pose ¢,(y) =
(x|y), c’est une forme bilinéaire continue. On a alors :
el = supyy < (@)l et donc Vu € Le(E), [lull =

Sup|y|<1, |lz|<1 [(u(z)|y)]-

Propriétés 2.6.4 (Egalités) Identités de polarisation :

K=R: [z+y|* = llz)* + lyl* + 2(z|y)

lz = ylI* = [l]® + Iy - 2(zly)

Azly) = [lz +y* = o -y

K=C: [lz+y|* = llz|* + ly]* + 2 x Re(x|y)

2 —ylI* = l=)|* + [lyllI* — 2 x Re(zly)

Aaly) = llz+yl* = |z —ylI* +illy +izl|® — i |ly — iz

Identité du parallélogramme : K = R ou C : Hx‘FyHQ +
2 2 2

z—yll” = 2z]" + 2yl

Déf. et prop. 2.6.5 (Orthogonalité)

— Une famille (e;) € R! orthogonale (ie. ¥(i,5) € I2, i #
j = (eilej) = 0) ne contenant pas le vecteur nul est
libre.

— Orthogonal d’une partie :
A7 <.’E|y> = 0} = ﬂmeA ker (b:v

— Deux sev orthogonaux sont en somme directe.

- F,Gdeuxsevde E.Si F®& G = E, F et GG sont sup-
plémentaires orthogonaux ssi G C F+ (ssi F C G*) et
alors F = (F4H)+

A+t = {z € E|vy ¢

THEOREME 2.6.6 (ORTHOGONALISATION DE GRAM-SCHMIDT)

Soit (x1,...,%,) une famille libre d’un espace préhilbertien.
Il existe une famille (y1, ..., yy) orthonormale tq V1 < k < n,
vect(x1,...,x,) = vect(y1,...,yx). (Autrement dit : pour

toute famille libre il existe une famille orthonormale de méme
drapeau)

Proposition 2.6.7 (Orthogonalité en dim. finie)
Soit E un préhilbertien de dimension finie.
— FE admet une base orthonormale.
— Toute famille orthonormale de E peut étre complétée
en une base orthonormale.
— Soit Funsevde E. E=F @ F*.

Proposition 2.6.8 (En dimension quelconque)
— Soit F un sev de E de dimension finie, alors E = FQF*.



— Soit F' un sev de E de dimension finie, (eq,...,e,) une
base de F, et pp la projection orthogonale sur F. Alors
pr(z) =3 i (eilz)e;.

— Corollaire : inégalité de Bessel : ||z > iy [(eql)]?.

THEOREME 2.6.9

Soit F' un sev de dimension finie de E un préhilbertien et
x € E. Alors la fonction y — ||z —y| pour y € F ad-
met un minimum atteint en un unique point de F' & savoir
y = pp(z) on a alors d(z,F) = ||z —pp(a)|, et ||lz||> =
|z = pr (@) + llpe ()]

THEOREME 2.6.10
Soit E un espace euclidien ou hermitien. L’application f :
FE — E*, © — ¢, est un isomorphisme d’espace vectoriels.
Toute forme linéaire se met donc sous la forme y — {(aly)
pour un unique a.

Déf. et prop. 2.6.11 (Adjoint) E est un espace euclien ou
hermitien.
— Vu € L(E), 3* € L(E) tq V(z,y) € E?, (u*(2)|y) =
(z|u(y)) : c’est Padjoint de u.
— L’application f : L(E) — L(E), u — u* est un auto-
morphisme involutif (ie f2 = Id) de L(E).
— Un sev F est stable par u ssi F'- est stable par u*
— Ker(u*) = (Imu)* ; Im(u*) = (Ker™)* .
— Soit w € L(F) et B une base orthonormée de E alors
matg(u*) = t(matE(u)).
— De ceci on tire : rgu = rgu* et detu = det u*.

Déf. et prop. 2.6.12 (Endomorphismes autoadjoints)
Soir E euclidien.
— Un endomorphisme v € L(F) tq u = u* est dit symé-
trique.
— Soit B une base orthonormée de E. Alors u est symé-
trique ssi matp(u) est symétrique.
— Un endomorphisme symétrique réel est diagonalisable
dans une base orthonormale.
— Toute matrice symétrique a valeurs réeeles s’écrit M =
YPDP on D est diagonale et P est une matrice ortho-

gonale.

— Pour un endomorphisme symétrique on a : [|ul| =
sup|jz <1 [(u(®)|r)| = maxyespu |A| (rayon spectral de
u).

. et prop. 2.6.13 (Positivité, définition)

— Un endomorphisme d’un espace euclidien E est dit posi-
tif (resp. défini positif) siVz € E, z # 0 — (u(z)|z) >0
(resp. > 0).

— E étant Euclidien, soit u € L(F) (resp. € GL(E)). Alors
u*u et uu* sont des endomorphismes symétriques posi-
tifs (resp. définis positifs).

— Si u € L(E) est positif (resp. défini positif), alors
Spu € Ry (resp. € RY).

— Réciproquement, si u est symétrique, il est positif si et

seulement si Spu C R,

Remarque 2.6.14 (HP) Tout endomorphisme symétrique
positif est de la forme u*u.

Proposition 2.6.15 (Endomorphime orthogonal)
Soit u un endomorphisme d’un espace euclidien. On dit qu’il
est orthogonal s’il vérifie I'une des cing assertions suivantes,
qui sont équivalentes :
(i) Y(z,y) € E?, (u(x)|u(y)) = (x]y) (conservation du pro-
duit scalaire).

(ii) Vo € E, |Ju(z)|| = ||=|| (conservation de la norme).
(iii) u est inversible et u=! = u*.

(iv) u transforme toute base orthonormée en une base or-
thonormée.

(v) dans toute base orthonormée B, A = matpg(u) vérifie
"AA =1,

Proposition 2.6.16 (Matrices orthogonales)
Une matrice est dite orthogonale si elle vérifie I'une des as-
sertions suivantes, qui sont équivalentes :
(i) A€ M, (R) a pour endomorphisme canoniquement as-
socié un automorphisme orthogonal.
(ii) Les vecteurs colonnes de A forment une famille ortho-
normale de R"
(iii) Les vecteurs lignes de A forment une famille ortho-
normale de R"

(iv) TAA = A"A =1,,.

Proposition 2.6.17 — Si B et B’ sont deux bases ortho-

normées, la matrice de passage Ppp’ est orthogonale.
— Soit B une base orthonormée de E. B’ = (e,...,€el)

rn
est orthonormée ssi matp(ef,...,e,) est orthogonale.



3 Formulaire

3.1 Trigonométrie

Addition, duplication :

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)

sin(a 4 b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)

sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b)

tan(a + b) = (tan(a) + tan(d))/(1 — tan(a) tan(d))

tan(a — b) = (tan(a) — tan(b))/(1 + tan(a) tan(d))
cos(2a) = cos®(a) — sin®(a) = 1 — 2sin’(a)

sin(2a) = 2sin(a) cos(a)
Transformation tangente : t = tan(z/2)

sin(z) = 2t/(1 +t?); cos(x) = (1 —t3)/(1 +t%)
tan(z) = 2t/(1 — t2)

Transformation de somme en produit :

sin(a) 4 sin(b) = 2sin (a;—b) cos (a ; b

)
sin(a) — sin(b) = 2 cos (a;rb> sin (a - b)
)
b

cos(a) + cos(b) = 2 cos <c12—|—b> cos <
a—

cos(a) — cos(b) = —2sin (tl;rb) sin < 2 >

Dérivées des fonctions réciproques :

(arccos) (z) = —1/y/1 — 22
(arctan)’(z) = 1/1 + 22
Divers :
arctan(x) 4+ arctan(1/x) = sgn(z) x /2

arcsin(z) + arccos(z) = m/2

3.2 Trigonométrie hyperbolique
Addition, duplication :
cosh(a + b) = cosh(a) cosh(b) 4 sinh(a) sinh(b)
sinh(a 4+ b) = cosh(a) sinh(b) + sinh(a) cosh(b)
cosh(2a) = 2cosh?(a) — 1
sinh(2a) = 2sinh(a) cosh(a)
Transformation tangente : ¢ = tanh(z/2)

1+42 2t
1o @)=

cosh(z) =

3.3 Intégrales et primitives

Proposition 3.3.1 (Changements de variable)

n/ax+b
cx+d

— Intégrales abéliennes. f(x) = F(z, ), on prend

_ n/az+b
U= \ ca+d”

Proposition 3.3.2 (Fractions rationnelles)
On veut trouver une primitive de F' € R(X). F peut s’écrire

comme somme d’un polynome et de morceaux de la forme :
1 1 az+ et az+p0
z—a’ (z—a)"’ z?2+az+b (z2+az+b)" "
Pour intéger ces morceaux on utilise les relations sui-
(éE*O{) —n-+41
—n+1

culer [ 2248 12 on se raméne aux deux intégrales connues :
z2+ax+b

2z+a _ 2 de  __ 1 x
[ g de = 1n |22 + az + b| et [ 7 = 5 arctan 7. Pour
az+f

intégrer [ mdm on se ramene a deux intégrales du

. Pour cal-

vantes : [ -2 =In|z —af; [ (11—12)" =

2, —n41
2x+a dr = (z”+ax+b) t I — f du

type : [ Grrasimr —n 1 @

qu’on calcule en intégrant par partie et en trouvant une for-
mule de récurrence.

3.4 Développements limités

3.5 Séries entieres

— Reégle de Bioche. f(z) = F(cos(z),sin(z)). Si f paire,
on prend u = cos(x); si f est impaire, u = sin(z); si f
T-périodique, u = tan(wz/T) ; sinon u = tan(x/2).

— Fractions rationnelles de fonctions hyperboliques : le
plus simple est souvent de prendre u = exp(z).



4 Démonstrations

Démonstration (Point fixe, 1.4.9) La fonctionz € A —
¢(x) = ||f(x) — z|| est continue, prend ses valeurs dans Ry
et I'ensemble de départ est compact donc elle atteint son
minimum m = ¢(xg). Si on suppose m > 0, ie f(xg) #
w0, alors par hypothise, ¢(f(zo)) = IIf(f(z0)) — f(zo)|| <
| f(zo) — xo|| = m; ceci contredit la minimalité de m donc
il existe x tq f(z) = . Si y est tel que f(y) = y # x alors
1£(2) — F@I < lle — yll = 1£(z) — F()]; ceci est absurde
donc le point fixe est unique. La convergence de la suite vers
le pointt fixe se montre facilement en utilisant ¢(uy,).

Démonstration (Darboux, 1.5.6) Soit F : (z,y) —

(f(x)=f(y))/(x—y), et soit A = {(z,y) |z > y}. L’ensemble
I'=F(A) ={(f(=) - f@)/(x - y)|(z.y) € [a,0]*,z > y}
est connexe comme image d’un connexe (A est méme convexe)
par une fonction continue. Il est évident que T C f/([a, b]), en
appliquant le théoréme des accroissements finis. Et d’autre
part, si on note z, = x + (b — x)/n, f'(x) = lim,— o yn avec
Yo = (F(@n) — f())/(@ — 2) € T Donc T C f'([a.b])
I'. Comme I' est connexe, ceci implique par théoreme que
f'(la, b]) est connexe, sachant que les connexes de R sont les
intervalles, on obtient le théoreme.

Démonstration (Raab-Duhamel, 1.6.5) Notons v, =
In(uy, /n®). On montre que v, 11 — v, = O(1/n?) donc la série
> Up+1 — Uy a une limite, donc v, a une limite, qu’on note .
Alors e’ = u, /n® — €l > 0 d’ot le résultat.



