Séries
Outils Mathématiques 3 (PCGI 2)

Chapitre 1 : Séries numériques

Définitions et Propositions 1.1

n
Soit (un)nen une suite de nombres réels ou complexes. On note S,, = Z U = Uy + UL+ ...+ Up.
k=0
La suite (S,)nen est appelée série de terme général u,, et notée Zun ou Zun et S, est appelée somme
n>=0
partielle d’ordre n.
On dit que la série Zun converge vers S si la suite (S, )nen converge vers S, c’est-a-dire si :

n
Ve >0 , dN telque:Vn > N | Zuka <e
k=0
ou | | désigne la valeur absolue si la série est a termes réels et le module si la série est & termes complexes.
+oo
Dans ce cas S est appelée somme de la série et notée Z Uy, .
n=0

Sinon, si la suite (Sp,)nen n’admet pas de limite, on dit que la série est divergente.

n
De méme on définit la série Z U, comme étant la suite (S, )nen o S, = Z ug , Vn = ng.
nz=ng k=ng
Deux séries qui ne different que d’un nombre fini de termes sont de méme nature, c’est-a-dire sont soit toutes
les deux convergentes, soit toutes les deux divergentes.

Si la série Z u,, converge vers S, on appelle reste d’ordre n: R, =S5 — 5, .

—+o00
Ce reste vérifie: lim R, =0 et R, = E U, -
n—-+oo
k=n-+1

Proposition 1.2
Soient Z Uy, € Z vy, deux séries a termes réels convergentes telles que Vn € N | u,, < v, .

+oo +oo
Alors : E Uy < g Up,
n=0 n=0

Définition et Proposition 1.3
Soient z Uy, et Zvn deux séries a termes dans K(=RouC) et A\, u € K.

On définit A Z Up + b Z v, comme étant la série de terme général \u,, + uv,, .
Si Z Uy, €6 Z vy, sont convergentes, il en va de méme pour A Z Uy + 1 Z Up ;

+oo +oo +oo
et dans ce cas : Z()\un + pvy) = /\Zun + MZ%-
n=0 n=0 n=0

Aussi, si A € K* et Z v, est convergente, Z Up , A Z U, et A Z Up + /LZ v, sont de méme nature.
Mais attention, la somme de deux séries divergentes peut étre convergente !



Définition et Proposition 1.4
Soit Z zp, une série a termes complexes. On note z,, = a,, + ib,, 'écriture algébrique de z, .

On définit E zn comme étant la série de terme général Z,, = a,, — b, .

+oo “+o0
Si g zn converge, il en va de méme pour E Zyp et : g Zn = E Zn -
n=0 n=0

Enfin, Z Zp converge <> ZE converge <— Zan et an convergent.

+oo —+oo —+o0
Et dans ce cas : E Zn = E an—i—ig by, .
n=0 n=0 n=0

Proposition et Définition 1.5

Le terme général d’une série convergente tend vers zéro.

Mais attention, il existe des séries divergentes dont le terme général tend vers zéro!

Lorsque le terme général d’une série ne tend pas vers zéro, on dit que la série diverge grossiérement.

Proposition 1.6

La série géométrique g p",p € K, converge si et seulement si |p|] < 1 et dans ce cas la somme
n>=0

+oo —+o0
1
SZE p":l_petleresteRn:k_EHpk:

pn+1

1—-p°

n=0

Théoremes 1.7
1. Soit Zun une série a termes réels positifs, c’est-a-dire u,, € RT, ¥n € N.

Alors (Sp)nen est une suite croissante et E u, converge si et seulement si cette suite est majorée.

2. Soient Z Un €t Z vy, deux séries a termes réels positifs vérifiant : 0 < u,, < v, , Vn € N.
“+oo —+00
Si Zvn converge, alors Zun converge et 0 < Z Up < Z Up,
n=0 n=0

Si Z“" diverge, alors ZU” diverge.

Théoréme 1.8
Soient E Uy €t E v, deux séries & termes réels positifs vérifiant u, ~ v, .

Alors Z Uy, et Z v, sont de méme nature.

Attention, 'hypothése ”a termes réels positifs” est nécessaire pour conclure; il existe des séries telles que :
Uy, ~ Uy g Uy converge et g vy, diverge!

Théoréme 1.9
Soit Z U, une série a termes réels positifs. On suppose que liIJIrl Yu, existe et vaut £. Alors :
n—-+oo

sif<1, Z Uy, converge; si £ > 1, Z uy, diverge grossierement.

Ce critere est appelé la regle de Cauchy. Elle ne permet pas de conclure lorsque £ = 1.



Théoréme 1.10

Soit E Uy, une série a termes réels strictement positifs. On suppose que lim
n—-+o0o Up,

! existe et vaut £. Alors :

sif<1, Z Uy, converge; si £ > 1, Z uy, diverge grossierement.

Ce critere est appelé la regle de d’Alembert. Elle ne permet pas de conclure lorsque £ = 1.
Si o lim

n—-+oo Unp,

1. . . . - ,
existe, il en va de méme pour hrJIrl Yu, et les deux limites sont égales.
n—-—1+0oo

Théoréme 1.11
Soit f : [ng, +0o[— RT une fonction continue positive décroissante.

Alors Z f(n) converge si et seulement si f est intégrable sur [ng, +0o[ et dans ce cas on a :

n>=ngo

“+oo 400 +oo 400 +o0 +oo

> fn) < / fydt < > f(n) et / fydt < Y f(n) < f(n0)+/ f(t)dt.
n=ng+1 o n=ng no n=ng no

Corollaire 1.12
Soit o un réel donné.

1
La série, dite de Riemann, de terme général u, = — converge si a > 1 et diverge si a <1.
n

Corollaire 1.13
Soit Z Uy une série a termes réels positifs.

1. Sl existe a > 1 tel que lim n%u, =0, alors Zun converge.
n—-+4o0o

2. Sl existe a < 1 et M € R™ tels que n®u,, > M, ¥n > ng (ceci est le cas notamment si  lim n%u, = L

n—-+o0o

avec L € RT™ U {+00}), alors Z u, diverge.

Ce corollaire est appelé "regle n®u,,”.

Corollaire 1.14

1
Soient « et § deux réels donnés. La série, dite de Bertrand, de terme général u,, =

———  — converge si a > 1,
n(fn n)P &

diverge si @« < 1, convergesia=1et 3> 1, divergesia=1et < 1.

Théoréme et Définition 1.15
Soit E Uy une série a termes réels ou complexes.

On rappelle que |\| désigne le module de A si A est complexe et donc la valeur absolue de X si A est réel.

+oo —+oo
> un| < 3 funl.
n=0 n=0

Si la série g || converge alors la série E U, converge et on a :

Si Z |un| converge, on dit que Zun est absolument convergente.

Et si E U, converge mais que E |uy,| diverge, on dit que g u, est semi-convergente.

Définition et Théoréme 1.16
La série a termes réels Zun est dite alternée si uy, - Uupy1 <0, Vn.

Si E u, est une série alternée et que (|un|)nen est une suite décroissant vers zéro, alors E u, est convergente
et le reste d’ordre n vérifie : |R,| < |uny1]-



Théoréme 1.17
Soit la série de terme général réel ou complexe u,, = a, b,, vérifiant les conditions suivantes :

n
(i) Tl existe M tel que : Vn > 0, Zak <M
k=0
(ii) (bp)nen est une suite réelle décroissant vers zéro.

Alors Z uy, est convergente. (Ce théoréme est appelé le théoreme d’Abel.)

C’est le cas, en particulier, pour les séries alternées avec (Jun)|)nen décroissant vers zéro ainsi que pour les
séries, dites trigonométriques : E (cosnb)v, , E (sinnd)v, , E (e™m?)u,, avec (vy)nen suite réelle décroissant
vers zéro et 0 # 2km.

Définition et Théoréme 1.18

Soient une série a termes réels ou complexes Z Un , (Pn)nen une suite strictement croissante d’entiers naturels
Po Pn

et Z vy, la série définie par vy = Z ug et v, = Z u ,¥n = 1. On dit qu’on somme par tranches ou par
k=0 k=pn_141

paquets. Alors :

—+oo —+oo
1. E Uy CcOnverge — E vy, Cconverge et E Up = E U, -
n=0

n=0

Attention, Zvn converge #= Zun converge. Toutefois :

2. Si lim wu, =0 et (Prnr1 — Pn)nen est bornée, alors Zun et Z v, sont de méme nature et, si elles sont

n—-+oo

convergentes, ont méme somme.

3. Siu, € RT,¥n €N, alors Zun et Z v, sont de méme nature et, si elles sont convergentes, ont méme
somme.

Théoréme et Définition 1.19
Soit E Uy une série & termes réels ou complexes absolument convergente.

+oo —+oo
Alors pour toute bijection ¢ de N dans N, Z Ug(n) COnverge et Z Uy = Z Ug(n) -
n=0 n=0

On dit que Zun est commutativement convergente.

On peut donc changer 'ordre des termes puis regrouper par tranches avant de calculer la somme.
Attention, ceci n’est plus vrai pour les séries semi-convergentes.

Définition et Théoréme 1.20
Soient E Uy, et E v, deux séries a termes réels ou complexes absolument convergentes.

n
Alors la série de terme général : w,, = Z Uk Vp—fp = UQ Uy, + UL Un—1 + ... + Uy Vg, appelée produit de Cauchy

k=0
—+oo —+o0 +o0
des séries E Uy, et g Uy, st absolument convergente et g w, = g Uy, | - E [/
n=0 n=0 n=0

Attention, il peut arriver que le produit de Cauchy de deux séries semi-convergentes soit divergent.



Séries
Outils Mathématiques 3 (PCGI 2)

Chapitre 2 : Suites et séries de fonctions

Définitions 2.1
Soient I un intervalle de R et (uy)nen une suite de fonctions définies sur I et & valeurs dans K(= R ou C).
On dit que la suite de fonctions (u,)nen converge simplement vers la fonction w sur [ si :

Veel, liIJIrl un(x) =u(z) <= Ve €I,Ve>0,IN(z,¢) tel que Vn > N(z,¢), |up(z) —ulx)| <e

(ot |v| désigne le module de v si v € C et donc la valeur absolue de v si v € R).

On dit que la suite de fonctions (u,)nen converge uniformément vers la fonction w sur I si :
lim sup |up(z) —u(x)| =0<= Ve >0, IN(e) tel que Vn > N(e),Vz € I, |u,(z) —u(z)| < €.
zel

n——+00
La convergence uniforme de (u,)nen vers u entraine bien siir sa convergence simple. Mais la réciproque est
fausse.

Définitions et Proposition 2.2
Soit (un)nen une suite de fonctions définies sur 'intervalle I de R et & valeurs dans K.

On dit que la série de terme général u,, , notée E un , converge simplement (respectivement uniformément)

n>=0
+oo n
vers S, notée S = E Uy, , sur [ sila suite de fonctions | S, = E U, converge simplement (respectivement
n=0 k=0 néeN

uniformément) vers la fonction S sur 1.

On dit que la série E u, converge normalement sur I s’il existe une série numérique E an, convergente
n=0 n>=0
vérifiant : Vn € N, Vo € I, |u,(z)| < ay, .

La convergence normale de E Uy, sur I entraine la convergence uniforme de E uy, sur I ainsi que la convergence
n=0 n=0

+oo +o0o
absolue de Z up(z) pour tout x de I et, Vo € I, Z up ()] < Z Q-
n=0 n=0 n=0

Enfin, soit (u,)nen une suite de fonctions définies sur un domaine D de C et & valeurs dans C.
On définit la convergence simple et uniforme sur D de la suite (u,)nen et de la série Zun ainsi que la
n=0
convergence normale sur D de la série Z u,, de maniére tout a fait analogue.
n=0

Définitions 2.3
Soient v une fonction définie sur intervalle I de R et a valeurs dans C, v; et vg les fonctions a valeurs dans R
définies par vy () = Re(v(x)) et vo(x) = Im(v(z)), Ve € I.

On dit que v est continue sur I si v et vo sont des fonctions continues sur I.
b

b b
Dans ce cas, on définit : / v(t)dt = / vy (t) dt + z/ vo(t)dt, Va,be I.

On dit que v est dérivable sur I si vy et vg le sont et on appelle dérivée de v la fonction v = v} +ivh. Si v’ est
continue sur I, on dit que v est continuement dérivable ou encore de classe C! sur I.

Mais on ne parlera pas ici de continuité, dérivée, primitive pour des fonctions a variable complexe et donc la
suite de ce chapitre ne concerne que les fonctions & variable réelle.



Théorémes 2.4

1. Soit (un)nen une suite de fonctions continues sur lintervalle I de R et & valeurs dans K convergeant
uniformément vers la fonction w sur I.
Alors u est continue sur 1.
Aussi, si la suite (up)nen converge simplement vers u sur I, que les u,, sont continues sur I, mais que u
ne l'est pas, on peut en conclure que la convergence n’est pas uniforme sur I.

2. Soit (un)nen une suite de fonctions continues sur 'intervalle I de R et a valeurs dans K convergeant
uniformément vers la fonction u sur I et soient a € I, b€ I. Alors :

x x
la suite < / U (t) dt) converge (uniformément si I est borné) vers / u(t)dt sur I, donc :
a neN a

b b b
lim Un (t) dt = / u(t) dt = / lim w,(t)dt (on peut intervertir la limite et I'intégrale).
n—-+oo a a a n—-+oo
3. Soit (un)nen une suite de fonctions de classe C! sur I'intervalle I de R et & valeurs dans K. On suppose
que la suite (u),)nen converge uniformément vers la fonction v sur I et qu'il existe a € I pour lequel
(un(a))nen est convergente de limite . Alors :
(tn)nen converge (uniformément si I est borné) vers la fonction u de classe C! sur I vérifiant u(a) = a et
v = v, donc :

!
( lim un> = lim wu), (on peut intervertir la limite et la dérivation).
n—+00 n—+00

Théorémes 2.5

1. Soit (un)nen une suite de fonctions continues sur I'intervalle I de R et & valeurs dans K telle que la série

“+o0
E Uy, converge uniformément vers la fonction S = g Uy sur 1 .
n>=0 n=0

Alors S est continue sur I .

2. Soit (un)nen une suite de fonctions continues sur U'intervalle I de R et & valeurs dans K telle que la série

“+o0
Z Uy, converge uniformément vers la fonction S = Z Uy sur I et soient a € I, b€ 1. Alors :
n=0 n=0

T
la série Z / U, (t) dt converge (uniformément si I est borné) vers / Zun t)dt sur I, donc :
a

n=0 a

b +oo
/ Z up(t) dt = Z / un(t) dt (on peut intervertir intégrale et la somme).
a

3. Soit (un)neN une suite de fonctions de classe C' sur lintervalle I de R et & valeurs dans K. On suppose

+oo
s . ! . , . _ / 9s .
que la série E u,, converge uniformément vers la fonction 7' = E u,, sur I et qu'il existe a € I pour
n=0 n=0
lequel la série E un(a) est convergente de somme «. Alors :
n>=0
—+oo
E uy, converge (uniformément si I est borné) vers la fonction S = g u, de classe C! sur I vérifiant
n>=0 n=0

S(a)=aet §"=T, donc :

/!

+oo

<Z un> = Z u,, (on peut intervertir la dérivation et la somme).
n=0
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Chapitre 3 : Séries entieres

Définition 3.1
Soient (@, )nen une suite de nombres réels, (¢, )nen une suite de nombres complexes,(u, )nen la suite de fonctions
de R dans R définie par u,(z) = a,z" et (v)nen la suite de fonctions de C dans C définie par v, (z) = ¢,2™.

Les séries de fonctions correspondantes : g U, notées g anpx" et g v, notées E cn 2" sont appelées séries
n=0 n>0 n=0 n=0
entieres, réelles et complexes respectivement.

Plus rarement, on définit des séries entieres E cp,x™ & variable réelle x et & valeurs dans C.
n=0

Théoréme et Définition 3.2

Rappelons que si z € C, |z| désigne le module de z et donc si z € R, |z| désigne la valeur absolue de z. Notons :
B,(0,7) = {z € C,|z| < r}, Bs(0,r) = {z € C,|z| < 7},5(0,7) = {z € C,|z2] = r},Vr € Rt et
B, (0, +00) = Bf(0,4+00) = C.

Soit la série entiere complexe Z cn2™. 1l existe un unique réel R € R U {+o0} tel que :
n=0
Vz € B,(0,R) , Z cnz" converge absolument et Vz € (Bf(0, R))°, Z cp 2" diverge grossierement.
n=0 n=0
R est appelé le rayon de convergence et B, (0, R) le disque de convergence de Z cp2™.
n=0

Si R # +oo et si z € S(0, R), il peut arriver que Z cp 2" diverge, converge simplement ou absolument ; S(0, R)
n=0
est appelé le cercle d’incertitude.

Enfin, si R # 0, Z ¢p 2" converge normalement, et donc uniformément, sur B(0, p), Vp €]0, R].
n=0

Soit la série entiere réelle Z anx™. Il existe alors un unique réel R € R U {+o0} tel que :
n=0
Yz €] - R,RJ[, Z apx™ converge absolument et Vo € [-R, R]°, Z an,x" diverge grossierement.
n=0 n>=0
R est appelé le rayon de convergence et | — R, R[ l'intervalle de convergence de Z anx".
n>=0

Si R+# 4+c0etsiz=—Rousiz =R, il peut arriver que Z an,x™ diverge, converge simplement ou absolument.

Enfin, si R #0, Z apx™ converge normalement, et donc uniformément, sur [—p, p|, Vp €]0, R|.

Remarquons que ce théoreme nous donne aussi, apres translation, le type des domaines de convergence de séries

de la forme Z en(z — 20)" et Z an(x — x0)".

n>=0 n=0



Théorémes 3.3
Soit la série entiere complexe E cn2™.
n=0

Si les ¢, sont non nuls a partir d’un certain rang et si  lim

n—-+oo

existe et vaut £ € R U {400}, alors le rayon

Cn

1 1
de convergence R de Z cn 2" vaut — , avec la convention — = 400 et —— = 0.
= L 0 +o00

. C . 1
De méme, si  lim {/|c,| existe et vaut ¢, alors le rayon de convergence R de E cp 2" vaut 7
n—-+o0o
n=0

Mais, ces limites n’existent pas toujours, comme par exemple pour les séries entieres, dites lacunaires, de type :
kyn __ kn+r —
2" E Y (27)" = E Chnir? avec Crnir = Yn-

n=0 n>0
. . Yn+1 . Ck(n+1)+r . n . " .
Dans ce cas, si  lim |42 = lim ROADIT oy lim Vil = Um  {/|cknir| existe et vaut ¢, alors le
n—-+00 Yn n—-—+o00 Ckndr n—-—+00 n—-+00

|1
rayon de convergence de E c;erTzk”J”" vaut { 7
n=0

Et, bien siir, nous avons les mémes expressions pour le calcul du rayon de convergence des séries entieres réelles.

Théoréemes 3.4

Soient les séries entieres complexes Z cnz" de rayon de convergence R, et Z dnz" de rayon de convergence
n=0 n=0

R, et soit v € C*. Alors :

1. Le rayon de convergence de la série entiere E (n+ 1)epp12™ vaut R,..
n>=0

2. Le rayon de convergence de la série entiere E cp2"t = g ~vep 2™ vaut R, et
n=0 n=0

—+oo —+oo
Vz € B,(0,R.) , 7 Z cn2" = Z yenpz™.
n=0 n=0

3. Le rayon de convergence Ry de la série entiere Z cpz" + Z dpz" = Z(C" +dy,)z" vérifie :

n=0 n=0 n=0
Rs; =min(R.,Rq) si R. # Ry, et Rs > R. = Ry sinon, et
“+o00 “+oo +oo
Vz € B,(0,min(R, , Ry)) , Z cpz" + Z dpz" = Z(cn +dp)2".
n=0 n=0 n=0

n
4. Le rayon de convergence R, de la série entiere E 2" E d,z" | = E E cpdn_p | 2" vérifie :
k=0

n>=0 n>=0 n=0
R, > min(R., Rq) et
—+o00 —+o0o —+oo n
Vz € B,(0,min(R., Ry)) , 2" Z dp2" | = Z chdn,k 2",
n=0 n=0 n=0 \k=0

Et, bien str, nous avons des résultats analogues pour les séries entieres réelles (remplacer B, (0, R) par |— R, R|).

Dorénavant, nous ne considérons plus que des séries entieres réelles dont la somme, définie sur I'intervalle de
convergence, est notée f. On peut alors s’intéresser a la primitive et aux dérivées de f. Les résultats obtenus sont
aisément transposables & des séries entieres a variable réelle et a valeurs dans C, mais ne le sont pas directement
a des séries entieres & variable complexe (pour ce, il faudrait développer la théorie des fonctions holomorphes).



Théorémes 3.5

Soient, Zanx" une série entiere réelle de rayon de convergence R non nul et f(z Zan ,
n>=0
Va €] — R, R, sa somme. Alors :

1. f est continue sur | — R, R[, la série entiere Z 1$"+1 a pour rayon de convergence R et
n=0 n
T +o0 a
t)dt = "_ gt Vx €] - R,R][.
a=3 o |- BRI
2. feC>®( - R,R[, R), les séries entieres Z na,x" L, ..., Z nn—1)...(n—k+1)a, 2" %, ...
n>1 n>k
ont pour rayon de convergence R, Vk € N* et
+oo
=Y nana™ ' fP@) =) nn—-1)...(n—k+1)a, 2", ... Vo €] - R,R[,Vk € N*.
n=1 n==k

3. ag = f(0) et a, = ,Vn € N*.

f(”)( )

Définitions et Théorémes 3.6
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I de R contenant 0 et a valeurs dans R.

On dit que f est développable en série entiere en 0 s’il existe une série entiere E anx™ et un intervalle ouvert

n=0
J non vide centré en 0 et inclus dans I tels que f(z Z anx”, Vr € J.
0
Alors le rayon de convergence de Z anpx" est évic{;mment non nul, f est C* sur J, nécessairement
ap, = f(:j( ) ,Vn € N et donc la série Z anx" est unique et f(z) = ‘*‘Z“’ f(’Z'(O) ", Vx e J.
’ n=0 n=0 :

(n)

E ! '( ) " est appelée le développement en série entiére ou la série de Taylor de f en 0.
n!

n=0

Inversement, soit f une fonction de classe C* sur un intervalle ouvert I de R contenant 0 et a valeurs dans R.

k!
Alors f est développable en série entiere en 0 si et seulement s’il existe un intervalle ouvert non vide J centré
en 0 et inclus dans I sur lequel la suite de fonctions (R,)nen converge simplement vers la fonction nulle.

Cette derniere condition est vérifiée s’il existe un intervalle ouvert non vide K centré en 0 et inclus dans I et
o, B€RT tels que : [f)(z)| <a-p*-n!, Vze K, VneN.

n o p(k)
On note R, (z) = f(x) — Z /0 z* le reste de la formule de Taylor & ordre n en 0 de f.
k

De méme, soit f une fonction définie sur un intervalle I de R contenant x( et & valeurs dans R.
On dit que f est développable en série entiere en xq si la fonction g définie par g(y) = f(xo + y) V'est en 0 et
donc si et seulement s’il existe un intervalle ouvert J non vide centré en x et inclus dans I sur lequel f est de

() (
classe C™ et vérifie f(x Z f xo —x0)", Vo € J, c’est-a-dire sur lequel la fonction f est égale a la

somme de sa série de Taylor en Q.

Signalons qu’il existe des fonctions de classe C*° dans un intervalle centré en un point et non développables en
série entiére en ce point.



Théorémes 3.7

Soient f et g deux fonctions développables en séries entieres en 0, de développements respectifs Z a,x" et

n=0
Z bpx™.
n>0
1. Soient A\, p € R.
Af + pg est développable en série entiére en 0, de développement Z()\an + pby,)z"™.
n=0
2. f - g est développable en série entiere en 0, de développement Z anz” | - Z bpa™
n=0 n=0
3. f’ est développable en série entiere en 0, de développement Znan:ﬂnfl ..., et, Vk e N*, fF) est
n>1
développable en série entiere en 0, de développement Z nin—1)...(n—k+1)a, 2"
n>k
xr
4. / f(t) dt est développable en série entiere en 0, de développement Z In_ pn+1,
0 n+1

n=0
Et bien sir on a des résultats analogues pour les fonctions développables en séries entieres en xg.

Remarque : le troisieme théoréme est utile pour chercher des solutions d’équations différentielles sous la forme de
leur développement en série entiére (a rayon de convergence non nul!), ou inversement & trouver le développement
en série entiere d’'une fonction a partir d’une équation différentielle qu’elle vérifie.

Liste 3.8
+oo n +oo 2n+1 +0oo 2n
x T x
z - hoy = —_— hay = , VreR
¢ nzzo al 0 Y HZ:O Cntnl T HZ:O (2n)! *
+oo n..2n+1 +oo n..2n
o (-1)"= (-1)"=
smm—nz::o @n+ 1)1 , Cosx—g::o 2n)! , YVxeR
1 +o00 +o00 on
= "o In(l—x)= - — , Vxel—-1,1
— ngo z n(l - ) 2 -5 z € [

+oo n
VOLGR*,(l-ﬁ-l')a:]_—i-Z CY(OZ 1)7(710'[ ﬂ+1)1’ 7 Vl’é}—l,l[.
n=1 :

Et aussi :

:Z 2", Vze{zeC, |z <1}.
n=0



Séries
Outils Mathématiques 3 (PCGI 2)

Chapitre 4 : Séries de Fourier

Définitions 4.1
Soit f une fonction définie sur R & valeurs dans K(= R ou C).

On dit que f est périodique s’il existe T' € R tel que f(z+T) = f(x), Vx € R; dans ce cas, on appelle période
2w

de f le plus petit réel T vérifiant la propriété ci-dessus, fréquence v = T et pulsation w = T

On suppose dorénavant f de période T'.

On dit que f est continue par morceaux, ou encore C° par morceaux, si elle I'est sur [0, 7], c’est-a-dire si elle

est continue sur cet intervalle sauf éventuellement en un nombre fini de points z1,...,Z;,...,x, ou elle possede

une limite & droite f(z;) et une limite & gauche f(x;).

Et on dit que f est C' par morceaux si elle est continuement dérivable sur [0,7] sauf éventuellement en un

nombre fini de points ol f ainsi que f’ possédent une limite & droite et une limite & gauche.

fEt) + fa7)

Si f est CY par morceaux, on définit la régularisée de f, qu’on note f, par f(x) = 5 Vo € R (et
donc f(z) = f(z) en tout point ol f est continue).
Propositions 4.2
Soit f une fonction définie sur R & valeurs dans K, T-périodique et C° par morceaux.
T T/2 a+T
Alors / £t dt = / F(#)dt = / f(t)dt, Va €R.
0 —-T/2 a
T T/2 T
De plus, si f est paire, / ft)ydt =2 / f(t)dt et si f est impaire, / fit)ydt=0.
0 0 0
Enfin, si f est de période T et C' par morceaux, alors f’ est de période T et C° par morceaux.
Définition et Proposition 4.3
2
Soient f et g deux fonctions de R dans K, continues par morceaux, de période T, et soit w = % .
1 /T
On défnit < f,g>= 1, / T g(t) dt.
0 .
On note e, les fonctions de R dans C, de période T, définies par e, () = €' "“* Vz e R, Vn € Z.
Alors : < s={ Losin=m
OIS = S € €m 2= 1 0 sinon

Et, si on note €, et n, les fonctions de R dans R, de période T, définies par e,(x) = cosnwzx,
vz € R, Vn € Net n,(z) =sinnwz, Ve € R, Vn € N*, on a :

1 1 sin=m=0

— 1 = N* 1
< €n;Mm >:OVHEN7vaN*a<nnvnm >= 2 st =m € y < €py €m >= - sin=meN*

0 sinon 2

0 sinon

Définition et Propositions 4.4
On appelle série trigonométrique toute série de fonctions de R dans K de la forme :

%o € + Z (@n€n +bpuMn) 5 any by € K, w € RT™ et on la note : 40 + Z (an cosnwz + by, sinnwx).

2 n>1 2 n>1

Elle peut aussi s’écrire cgeq + Z (cnen + c_pne_p) quon note : co + Z (Cp €™9% 4 ¢, e 9T avec :
n>=1 n>1
o a, — 1 by,

{ Z: ; zCZnJr—Cz_cn_n et donc " aytib, ,Vn €N | sion pose bg =0.

2
La série trigonométrique ci-dessus converge normalement et donc uniformément, sur R si et seulement si

Z lan| et Z |bn| sont convergentes (ce qui est équivalent & Z len| et Z |c_n| le sont).
n=0 n=1 n=>0 n=1



Si (an)nen et (bn)nen+ sont deux suites de réels décroissant vers 0, alors cette série trigonométrique est conver-
T . , . -

gente, Vo € R —<kT =k — k€ Z} et uniformément convergente sur tout intervalle fermé inclus dans
w

I’ensemble ci-dessus.

R P ag . ; i
Supposons & présent que 3 + g (ancosnwz + by sinnwz) = ¢o + g (ch €Y% + c_p e "' ™¥T) converge
n=1 n=1
uniformément sur [0, 7], et donc sur R, et appelons f sa somme.

2 I ;
Alors f est de période T' = T oot vérifie: < en, [ >= T/ ft)ye ""tdt = ¢, ,Vn €7,
w 0

1 T (07%% 1 T . bn *
<eé€pn, f>== f@t) cosnwtdt=— VneN, <n,, [f>== f(t) sinnwtdt = — ,Vn € N*.

Définitions et Propositions 4.5

2w
Soit f une fonction de R dans K, de période T, de pulsation w = T et continue par morceaux.

17 ;
On appelle coefficients de Fourier de f : ¢, (f) =< en, f >= T/ ft)e ""“tdt Nn € 7,
0

T T
an(f) =2<en, f >:%/ f@) cosnwtdt by (f) =2 <nn, f >=%/ f(t) sinnwtdt,Vn € N
0 0

(bo(f) = 0,Vf est uniquement défini pour la commodité de I’écriture).
_»an(f)__ibn(f)

e [ anl(f) = ealf) +emnlf) en(f) =
Ces coefficients vérifient : { bl F) = i en(f) —icnl(f) et e an(f)2+ibn(f) ,Vn € N.

2
On appelle série de Fourier de f la série trigonométrique :

ao —|— Z (an(f) cosnwz + b, (f)sinnwzx) = co + Z (cn(f) €% + c_p(fe™ ") .
n=1 n=1
4

T/2
Si f est paire : b,(f) =0 et an(f) = T/ f(t) cosnwt,Vn e Net c_,,(f) =cn(f), Vn€Z.
0

Si f est impaire : a,(f) =0 et b,(f) = T / f(t) sinnwt, ¥n € Net c_,,(f) = —cn(f), Vn € Z.
0

Si f est & valeurs dans R : a,(f) € Ret b,(f) €R,Vn € Net c_,(f) = ca(f), Vn € Z.
Si f est continue et C! par morceaux, on peut définir la série de Fourier de f’ et on a :
an(f') =nwb,(f) et bu(f') = —nwa,(f),Vn e Net ¢, (f) =inwe,(f),Vn e Z.

Théoréme 4.6

Soit f une fonction de R dans K, T-périodique et C! par morceaux (ou plus généralement C° par morceaux et
admettant en tout point une dérivée a gauche et a droite).

Alors la série de Fourier de f est convergente et admet pour limite la régularisée de f (voir définitions 4.1).
Enfin, la convergence est uniforme sur tout intervalle fermé sur lequel la régularisée de f est continue.

Ce théoreme est appelé le théoreme de Dirichlet.

Théoréme 4.7
Soit f une fonction de R dans K, T-périodique et C° par morceaux. Alors :

Z |an(f)|2,z b (F)I?, Z \cn(f)|2,z lc_n(f)|? convergent (rappel : [A|2 = AX,VA € C) et

n=0 n=1 n=0 n>1

e 2 2 2 2 |a0 2 2
<ff>=—/0|<>|dt |co|+2\cn P+ len(DR) = l0OF 1 Z DE+ (5.

Cette formule s’appelle 1'égalité de Parseval Bessel.



