
PCSI 2 – CPGE Casablanca

Semaine 7 : Fonctions réelles
Mercredi le 07 Janvier 2004

Exercice 1:

1. Soit fR −→ R continue telle que lim
x−→+∞

f(x + 1)− f(x) = a ∈ R.

(a) Montrer que : lim
n−→+∞

f(n)
n = a.

(b) Montrer que : lim
n−→+∞

f(x)
x = a.

2. Soit a ∈ R∗+, a 6= 1, b ∈ R, f ∈ ℘1(R) tels que : ∀x ∈ R : f(ax + b) = af(x) + b .

(a) Montrer que ∀n ∈ N,∀x ∈ R : f ′(x) = f ′
(

anx +
an − 1
a− 1

b

)
.

(b) En déduire lorsque a<1 .

(c) En déduire lorsque a>1 .

Exercice 2:

1. Soeint : f, g : R −→ R telles que : f v
+∞

g; lim
x−→+∞

f = +∞ .Montrer que : ln(f) v
+∞

ln(g) .

2. On pose u0 = a ∈]0, 1[, un+1 =
√

1+un
2 .Montrer que un est bien dé�nie croissante majorée

par 1 puis en déduire sa limite l .

Exercice 3:

1. Soeint : f, g : R −→ R .Montrer les propriétés suivantes :

sup(f, g) = f + (g − f)+; inf(f, g) = g − (g − f)+; (f + g)+ 6 f+ + g+

2. Soit f : [0, 1] −→ R dérivable .Montrer que f' véri�e le théorème des valeurs intermidiaires :

Soient a, b ∈ [0, 1], α ∈ R tels que : f ′(a) < α < f ′(b) alors ∃c : f ′(c) = α .

Indication : On dé�nit g1, g2 sur [a, b] par : g1(x) = f(x)−f(a)
x−a si x 6= a et g1(a) = f ′(a) puis

g2(x) = f(x)−f(b)
x−b si x 6= b et g2(b) = f ′(b) .Montrer que g1, g2 sont continues et qu'elles ont

une image commune puis conclure .

a

Exercice 4:

1. Soit : f : R −→ R telle que : fof croissante , fofof strictement décroissante .Montrer que f est

strictement décroissante .

2. Soit n ∈ N∗; f : [0, 1] −→ R dérivable telle que : f(0) = 0, f(1) = 1

(a) Montrer que : ∃ 0 < x1 < x2 < · · · < xn < 1 tels que :
n∑

i=1
f ′(xi) = n .

(b) Montrer que : ∃ 0 < y1 < y2 < · · · < yn < 1 tels que :
n∑

i=1

1
f ′(yi)

= n .

1



Exercice 5:

1. Soit : f : R −→ R continue telle que : f(Q) ⊂ (Q), f(Q) ⊂ Q .

(a) Montrer que : ∀x ∈ R : f(x) + x ∈ Q .

(b) En déduire que f est constante .

(c) Dégager une contradiction puis conclure .

2.

Exercice 6:

1. Soit f : R −→ R, a ∈ R .On dit que f admet une dérivée symetrique en a si lim
h−→0

f(a+h)−f(a−h)
2h

existe et soit �nie .

(a) Montrer que : f dérivable à gauche et à droite en a =⇒ f admet une dérivée symetrique

en a .

(b) Etudier la réciproque .

2. Montrer que : ∀n ∈ N∗ :
dn

dxn
(xn−1 ln(x)) =

(n− 1)!
x

.
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