
PCSI 2 – CPGE Casablanca

Semaine 8 : Fonctions usuelles-convexes
Mercredi le 14 Janvier 2004

Exercice 1:

1. Soit f continue et croissante sur R+. On pose F (x) =
∫ x
0 f , et l'on suppose que F (x) =

x2 + o(x). Montrer que f(x) = 2x + o(
√

x).

2. Soient 0 < a < b. Montrer que la fonction

 f : R+
∗ −→ R

x 7−→ ln(1 + ax)
ln(1 + bx)

est croissante.

Exercice 2:

1. Soit f : R −→ R convexe dérivable telle que f(x) = a + bx +
cx2

2
+ o

x−→0
(x2).

Montrer que f est deux fois dérivable en 0 et f ′′(0) = c

Indication : encadrer f ′(x) par les taux d'accroissements de f entre x− εx, x et x + εx.

2. Montrer que : ∀ x, y > 0,

(
1 +

x

y

)y

< ex <

(
1 +

x

y

)x+y

.

Exercice 3:

1. Soit (an) une suite bornée de réels. On pose f(x) = lim
N−→+∞

N∑
n=0

|x− an|
3n

.

Montrer que f est bien dé�nie , convexe, et n'est pas dérivable aux points an.

2. Montrer que : ∀ t > 1,

(
1 +

1
t

)t

< e <

(
1 +

1
t− 1

)t

.

a

Exercice 4:

Caractérisation des fonctions convexes ou concaves par le TAF :Soit f : R −→ R
dérivable telle que :

∀ a, b ∈ R tel que a < b, ∃! c ∈]a, b[ tel que f(b)− f(a) = (b− a)f ′(c)

1. Montrer que pour tout a ∈ R, la fonction x 7−→ f(x)− f(a)
x− a

est monotone sur ]−∞, a[ et sur

]a,+∞[.

2. En déduire que f est strictement convexe ou strictement concave.

Exercice 5:

Pseudo-dérivée seconde : Soit f : R −→ R continue. On suppose que :

∀ x ∈ R, D2f(x) = lim
h−→0

f(x + h) + f(x− h)− 2f(x)
h2

existe et soit �nie

1



1. Si f est de classe C2, calculer D2f(x).

2. Soit f quelconque et a < b < c tels que f(a) = f(b) = f(c).Montrer qu'il existe x ∈ ]a, c[ tel

que D2f(x) 6 0.

3. On suppose à présent que : ∀ x ∈ R, D2f(x) > 0.

(a) Soient a < b < c et P le polynôme de degré inférieur ou égal à 2 coïncidant avec f aux

points a, b, c. Montrer que P ′′ > 0.

(b) Calculer P ′′ en fonction de a, b, c et f(a), f(b), f(c). En déduire que f est convexe.

Exercice 6:

1. Tangentes passant par un point : Soit f : R −→ R convexe dérivable, et A = (a, b) ∈ R2.

Étudier le nombre maximal de tangentes à Cf passant par A.

2. Calcul de limite : Montrer que : ∀ x > 0, x− x2

2
< ln(1 + x) < x.

En déduire : lim
n−→∞

(
1 +

1
n2

) (
1 +

2
n2

)
. . .

(
1 +

n

n2

)
.
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