
Mamouni, CPGE RabatMPSI-Maths Résumé de oursArithmétique mamouni.myismail�gmail.ommyismail.hez.omPrpas G.S High Teh, Rabat Résumé de ours: Arithmétique
7 mars 2010Blague du jour :Un prof dit ses élèves : Les hommes intelligents sont toujours dans le doute. Seuls lesimbéiles sont onstamment a�rmatifs.- Vous en tes ertain, monsieur ? demande une élève.- Absolument ertain !Mathématiien du jour Bezouttienne Bézout (1730-1783), est un mathématiien français. Il est l'auteur d'une Théoriegénérale des équations algébriques sur la théorie de l'élimination et des fontionssymétriques sur les raines d'une équation1 Généralités.Division dans N.Dé�nition 1 .Soit (a, b) ∈ N

∗2, on dit que a divise b si et seulement si : ∃k ∈ N
∗ tel que b = kaRemarque 1 . Si c divise a et b, alors c divise ua + vb, ∀u, v ∈ Z.Division eulidienne.Théorème 1 .

∀(a, b) ∈ N
2 ∃!(q, r) ∈ N

2 tel que a = bq + r ave 0 ≤ r < b, q s'appelle le quotient de la divisioneulidienne de a par b et r son reste.Propriétés. Soit (a, b) ∈ N
2 et (q, r) ∈ N

2 tel que a = bq + r, ave 0 ≤ r < b, alors :� a divise b si et seulement si r = 0.� a ≡ r [b], en partiulier a = r dans Z/bZ, plus préisément Z/nZ = {0, . . . , n}.Algorithme d'Eulide. Soit (a, b) ∈ N
∗2, on e�etue les divisions eulidienne suessive de a par b, endivisant haque fois le dernier quotient par son reste, jusqu' trouver un reste nul. Soit rn le dernier reste nonnul, alors :1) rn est un diviseur ommun de a et b.2) Si d divise a et b, alors d divise rn.3) ∃u, v ∈ Z tel que rn = ua + vb.2 Plus Grand Commun Diviseur, PGCD de deux entiers naturels.Dé�nition 2 .Soit a, b ∈ N, l'ensemble des diviseurs ommuns de a et b dans N est une partie de N non vide(ontenant 1) majore par a et b, don admet un plus grand, appel PGCD de a et b, on le note par

a ∧ b. Page 1 / 3
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2 et rn le dernier reste non nul dans les divisions eulidiennes suessives de a par

b, alors rn = a ∧ b.En partiulier :1) a ∧ b est un diviseur ommun de a et b.2) Si d divise a et b, alors d divise a ∧ b.3) d = a ∧ b∃u, v ∈ Z tel que d = ua + vb.4) Si ∃u, v ∈ Z tel que d = ua + vb, alors a ∧ b divise d.Théorème 3 Propriété aratéristique du PGCD.Soit (a, b) ∈ N
∗2 et d ∈ N

∗ alors :
d = a ∧ b ⇐⇒ i) d divise a et bii) Pour tout autre diviseur ommun d′ de a et b on a :

d′ divise d aussiPropriétés. ∀(a, b, c) ∈ N
∗3 on a les propriétés suivantes1) a ∧ b = b ∧ a, ommutativité du PGCD.2) (a ∧ b) ∧ c = a ∧ (b ∧ c), assoiativité du PGCD.3) a ∧ b = a ⇐⇒ a divise b.Nombres premiers entre eux.Dé�nition 3 .Soit (a, b) ∈ N

2, lorsque a ∧ b = 1 on dit que a et b sont premiers entre eux.Théorème 4 . Théorème de Bezout.Soit (a, b) ∈ N
2, alors : a ∧ b = 1 ⇐⇒ ∃(u, v) ∈ Z

2 tel que au + bv = 1.Théorème 5 . Théorème de Gauss.Soit a, b, c ∈ N tel que a divise bc et a ∧ b = 1, alors a divise c.Propriétés.1) ab ∧ ac = a(b ∧ c), distributivité du produit par rapport au pgd.2) Si d divise a et b on a : a ∧ b

d
=

a

d
∧

b

d
.3) Si d = a ∧ b alors a

d
∧

b

d
= 1, plus préisément a = αd, b = βd ave α ∧ β = 1.4) a ∧ b = a ∧ c = 1 =⇒ a ∧ bc = 1.5) a ∧ b ⇐⇒ an ∧ bm = 1.3 PPCM de deux entiers naturels.Dé�nition 4 .Soit a, b ∈ N, l'ensemble des multiples ommuns de a et b dans N est une partie de N non vide(ontenant ab) don admet un plus petit élément, appel ppm de a et b et not a ∨ b.Théorème 6 . Propriété aratéristique du PPCM.Soit (a, b) ∈ N

∗2 et m ∈ N
∗ alors :

d = m = a ∨ b ⇐⇒ i) m multiple a et bii) Pour tout autre multiple ommun m′de a et b on a : m′ multiple de m aussiPage 2 / 3
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Mamouni, CPGE RabatMPSI-Maths Résumé de oursArithmétique mamouni.myismail�gmail.ommyismail.hez.omPropriété.1) a ∨ b = b ∨ a, ommutativité du PPCM.2) (a ∨ b) ∨ c = a ∨ (b ∨ c), assoiativité. 3) ∀(a, b) ∈ N
∗2 on a : (a ∧ b)(a ∨ b) = abEn partiulier : a ∨ b = ab ⇐⇒ a ∧ b = 14 Nombres premiers.Dé�nition 5 .On appelle nombre premier, tout nombre di�érent de 1, dont les seuls diviseurs dans N

∗ sont 1 etlui même. Dans le as ontraire il est dit omposé.Théorème 7 .Tout entier naturel supérieur 2 admet au moins un diviseur premier.Théorème 8 .L'ensemble des nombres premiers est in�ni.Théorème 9 .Tout entier naturel n supérieur 2 s'érit de faon unique sous la forme :
n = pα1

1 pα2

2 . . . pαr

r , ave p1, p2, . . . , pr des nombres premiers et α1, α2, . . . , αr des entiers naturelsnon nuls.Cette ériture s'appelle déomposition primaire de n.Théorème 10 .Si n = pα1

1 pα2

2 . . . pαr

r , m = pβ1

1 pβ2

2 . . . pβr

r , ave p1, p2, . . . , pr des nombres premiers et
α1, α2, . . . , αr des entiers naturels éventuellement nuls, alors :
n ∧ m = p

min(α1,β1)
1 p

min(α2,β2)
2 . . . p

min(αr ,βr)
r

n ∨ m = p
max(α1,β1)
1 p

max(α2,β2)
2 . . . p

max(αr ,βr)
rLe plus grand nombre premier.De nombreuses appliations industrielles (systèmes ryptographiques, méthodes de transmission de l'infor-mation de,...) , d'où une ourse infernale pour trouver le plus grand nombre premier.En 2006 l'Eletroni Frontier Foundation, a annoné une réompense de 100, 000$ pour qui trouverait unnombre premier plus d'un million de hi�res. Le 23 Août 2008, un amériain (Edson Smith) trouva un formépar 12,978,189 hi�res, 'est 243,112,609 − 1, le 45 me nombre de Mersenne premier déouvert, la méthodeutilisé s'appelle GIMPS (Great Internet Mersenne Prime Searh), qui onsiste utiliser plusieurs serveursdistants onnetés via internet.

Fin
à la prochaine
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