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Blague du jour :

Un prof dit ses éléves : Les hommes intelligents sont toujours dans le doute. Seuls les
imbéciles sont constamment affirmatifs.

- Vous en tes certain, monsieur 7 demande une éléve.

- Absolument certain !

Mathématicien du jour Bezout
tienne Bézout (1730-1783), est un mathématicien frangais. Il est ’auteur d’une Théorie
générale des équations algébriques sur la théorie de l’élimination et des fonctions
symétriques sur les racines d’une équation

1 Généralités.

Division dans N.

Définition 1 .
Soit (a,b) € N*2, on dit que a divise b si et seulement si : Ik € N* tel que b = ka

‘ Remarque 1 . Si ¢ divise a et b, alors ¢ divise ua + vb, Yu,v € Z. I

Division euclidienne.

Théoréme 1 .
V(a,b) € N2 3l(q,7) € N? tel que a = bg+1 avec 0 < r < b, q s’appelle le quotient de la division
euclidienne de a par b et r son reste.

Propriétés. Soit (a,b) € N? et (¢,7) € N? tel que a = bg +r, avec 0 < r < b, alors :
— a divise b si et seulement si r = 0. B
— a=r [b], en particulier @ =7 dans Z/bZ, plus précisément Z/nZ = {0, ...,m}.

Algorithme d’Euclide. Soit (a,b) € N*2| on effectue les divisions euclidienne successive de a par b, en
divisant chaque fois le dernier quotient par son reste, jusqu’ trouver un reste nul. Soit 7, le dernier reste non
nul, alors :

1) 7, est un diviseur commun de a et b.
2) Sid divise a et b, alors d divise r,,.

3) Ju,v € Z tel que r, = ua + vb.

2 Plus Grand Commun Diviseur, PGCD de deux entiers naturels.

Définition 2 .

Soit a,b € N, l’ensemble des diviseurs communs de a et b dans N est une partie de N non vide
(contenant 1) magjore par a et b, donc admet un plus grand, appel PGCD de a et b, on le note par
alb.
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Théoréme 2 .
Soit (a,b) € N? et r,, le dernier reste non nul dans les divisions euclidiennes successives de a par

b, alors r, = a Ab.
En particulier :

1) aAb est un diviseur commun de a et b.

2) Sid divise a et b, alors d divise a A\ b.

3) d=aAb3u,v€Z tel que d = ua + vb.

4) Si3u,v €Z tel que d = ua + vb, alors a Ab divise d.

Théoréme 3 Propriété caractéristique du PGCD.
Soit (a,b) € N*? et d € N* alors :
d=aNb<= i) ddivisea etd
ii)  Pour tout autre diviseur commun d' de a et b on a :
d' divise d aussi

Propriétés. V(a,b,c) € N*3 on a les propriétés suivantes
1) aAb=bAa, commutativité du PGCD.
2) (anb)Ac=aA(bAc), associativité du PGCD.
3) aAb=a<= a divise b.

Nombres premiers entre eux.

Définition 3 .
Soit (a,b) € N2, lorsque a Ab =1 on dit que a et b sont premiers entre eut.

Théoréme 4 . Théoréme de Bezout.
Soit (a,b) € N?, alors : a ANb=1 <= I(u,v) € Z* tel que au + bv = 1.

Théoréme 5 . Théoréme de Gauss.
Soit a,b,c € N tel que a divise bc et a ANb =1, alors a divise c.

Propriétés.
1) abAac=a(bAc), distributivité du produit par rapport au pged.
aANb a b
2) Sid divi t b : =—-A-.
) Siddivise a et bon a 7 N7
b
3) Sid=aAbalors TA2 = 1, plus précisément a = ad, b = Bd avec a A § = 1.

d d
4) aNb=aANc=1=aANbc=1.

5) aAb<=a"AbT=1.

3 PPCM de deux entiers naturels.

Définition 4 .
Soit a,b € N, l’ensemble des multiples communs de a et b dans N est une partie de N non vide
(contenant ab) donc admet un plus petit élément, appel ppcm de a et b et not a V b.

Théoréme 6 . Propriété caractéristique du PPCM.
Soit (a,b) € N*2 et m € N* alors :
d=m=aVb<= i) m multiplea etd
ii)  Pour tout autre multiple commun m’
de a et b on a : m' multiple de m aussi

Page 2 /B


mailto:mamouni.myismail@gmail.com
http://myismail.chez.com

Mamouni, CPGE Rabat Reésumé de cours mamouni.myismail@gmail.com

MPSI-Maths Arithmétique myismail.chez.com
Propriété.

1) aVb=>bVa, commutativité du PPCM. 3) V(a,b) eN*2ona: (aAb)(aVb)=ab

2) (aVb)Ve=aV(bVc), associativité. En particulier : a Vb =ab<=anb=1

4

Nombres premiers.

Définition 5 .
On appelle nombre premier, tout nombre différent de 1, dont les seuls diviseurs dans N* sont 1 et
lui méme. Dans le cas contraire il est dit composé.

Théoréme 7 .
Tout entier naturel supérieur 2 admet au moins un diviseur premier.

Théoréme 8 .
L’ensemble des nombres premiers est infini.

Théoréme 9 .

Tout entier naturel n supériewr 2 s’écrit de faon unique sous la forme :

n=7py'ps?...p%r, avec p1,p2,...,pr des nombres premiers et a1, Qz, ..., o, des entiers naturels
non nuls.

Cette écriture s’appelle décomposition primaire de n.

Théoréme 10 .

Sin = pi'py?...pdr, m = p?lpg2 ...pPr, avec p1,pa,...,pr des mombres premiers et
a1, Qa, ..., o, des entiers naturels éventuellement nuls, alors :

nAm — prlnin(a1ﬁ1)pmin(a2-ﬂ2) - .p;nin(ar,ﬁr)

nvm — prlnax(ocl-ﬂ1)p12naX(oc2ﬁ2) . prrnax(ar,ﬁr)

Le plus grand nombre premier.

De nombreuses applications industrielles (systémes cryptographiques, méthodes de transmission de l'infor-
mation de,...) , d’oit une course infernale pour trouver le plus grand nombre premier.

En 2006 I’Electronic Frontier Foundation, a annoncé une récompense de 100,000$ pour qui trouverait un
nombre premier plus d’un million de chiffres. Le 23 Aoat 2008, un américain (Edson Smith) trouva un formé
par 12,978,189 chiffres, c’est 243112609 _ 1 le 45 me nombre de Mersenne premier découvert, la méthode
utilisé s’appelle GIMPS (Great Internet Mersenne Prime Search), qui consiste utiliser plusieurs serveurs
distants connectés via internet.

Fin

a la prochaine
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