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28 février 2010Blague du jour :Dans une deux-hevaux il y a quatre ingénieurs : un Méaniien, un életroniien, un Chimiste et unInformatiien. Tout oup la voiture s'arrête et le moteur s'teint.Le Méaniien dit : Je le savais, 'est un problème de transmission.- Mais non, dit l'ingénieur himiste, 'est la faute des aides de la batterie !- À mon avis 'est le iruit életronique qui ne marhe plus ! dit l'életroniien.L'Informatiien en dernier : ... et si on essayait de fermer toutes les fenêtres, de sortir, et redémarrernouveau ?Mathématiien du jour AbelNiels Henrik Abel (1802-1829) est un mathématiien norvégien. Il est onnupour ses travaux en analyse mathématique sur la semi-onvergene des sériesnumériques, des suites et séries de fontions, les ritères de onvergene d'inté-grale généralisée, sur la notion d'intégrale elliptique ; en algèbre, sur la résolu-tion des équations. Il est l'origine de la notion de nombre algébrique (solutiond'une équation polynomiale oe�ients rationnels). Il fréquenta de grands ma-thématiiens tels Gauss, Cauhy, Jaobi, Legendre,... Il mourra, pauvre et trèsjeune (27 ans) suite une tuberulose. Le prénom d'Abel est elui d'un des �lsde Ève et Adam.1 Lois de omposition interne :Dé�nition 1 .Une L.C.I sur un ensemble E, est au fait une appliation f : E × E −→ E

(x, y) 7−→ f(x, y)
, on note

x ∗ y ou x.y ou même xy au lieu de f(x, y).Voabulaire.� Une L.C.I dé�nie sur E est assoiative si et seulement si ∀(x, y, z) ∈ E3 on a : (x.y).z = x.(y.z).� Une L.C.I dé�nie sur E est ommutative si et seulement si ∀(x, y) ∈ E2 on a : x.y = y.x.� Un élément e est dit neutre pour une L.C.I dé�nie sur E si et seulement si ∀x ∈ E on a : x.e = e.x = e.Notez bien qu'une L.C.I admet un seul ou auun élément neutre.� - Si une L.C.I admet un élément neutre, e, dans e as tout élément x ∈ E est dit inversible lorsqu'il existeun élément x′ ∈ E tel que x.x′ = x′.x = e. Dans une telle situation le x′ est unique, on le note par x−1 ets'appelle l'inverse de x.� Si deux éléments x et y sont inversibles pour une L.C.I dé�nie sur E, alors x.y est inversible ave (x.y)−1 =
y−1.x−1.
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Mamouni, CPGE RabatMPSI-Maths Résumé de oursStrutures algébriques mamouni.myismail�gmail.ommyismail.hez.om2 Les groupes.Dé�nition 2 .Un ensemble G muni d'une L.C.I est dit un groupe si et seulement si . est assoiative, admet unélément neutre, not en gnral eG et tout élément de G est inversible pour ette loi.2.1 Sous-groupes.Dé�nition 3 .Une partie H d'un sous groupe (G, .) est dite sous-groupe de G si et seulement si H est aussi ungroupe pour la même L.C.I.Remarque 1 .En pratique, pour montrer qu'une partie H d'un sous groupe (G, .) est dite sous-groupe de G ilsu�t de montrer que :
{

eG ∈ H

∀(x, y) ∈ H2 on a : x.y−1 ∈ H2.2 Morphismes de groupes.Dé�nition 4 .Une appliation f entre deux groupes (G, .) et (G′, ∗) est dite morphisme si et seulement si :
∀(x, y) ∈ E2, f(x.y) = f(x) ∗ f(y)Exemple.l'exponentielle dé�nit un morphisme de groupes de (,+) vers (


@∗+,×), alors que le logarithme l'est de (


@∗+,×)vers (,+).Remarque 2 .Si f un morphisme de groupes entre (G, .) et (G′, ∗), alors :

f(eG) = eG′

f(x−1) = f(x)−1 ∀x ∈ G

f(xn) = f(x)n ∀x ∈ G, ∀n ∈ ZVoabulaire.Soit f un morphisme de groupes entre (G, .) et (G′, ∗).� On dit que f est un isomorphisme si et seulement si f bijetive.� On dit que f est un endomorphisme de G si et seulement si G = G′.� On dit que f est un automorphisme de G si et seulement si G = G′ et f bijetive.2.3 Noyau et image d'un morphisme de groupes.Dé�nition 5 . Soit f un morphisme de groupes entre (G, .) et (G′, ∗). On appelle :� Noyau de f , le sous-groupe de G, not ker f dé�ni par :
ker f = {x ∈ G tel que f(x) = eG′}� Image de f , le sous-groupe de G′, not Im(f) dé�ni par :Im(f) = {y ∈ G′ tel que ∃x ∈ G : y = f(x)}Page 2 / 5
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Mamouni, CPGE RabatMPSI-Maths Résumé de oursStrutures algébriques mamouni.myismail�gmail.ommyismail.hez.omPropriétés.Soit f un morphisme de groupes entre (G, .) et (G′, ∗), alors :� f est surjetive si et seulement si Im(f) = G′.� f est injetive si et seulement si ker(f) = {eG}.Remarque 3 .En pratique pour montrer qu'un morphisme de groupes f entre (G, .) et (G′, ∗) est injetive, ilsu�t de montrer que :
∀x ∈ G : f(x) = eG′ ⇒ x = eG3 Anneaux et orps.Dans toute ette partie, A est un ensemble muni de deux L.C.I + et ., on a les dé�nitions suivantes :� . est distributive par rapport + si et seulement si :

∀(x, y, z) ∈ E3 : x.(y + z) = x.y + x.z et (y + z).x = y.x + z.x� On dit que (A, +, .) est un anneau si et seulement si :






(A, +) groupe ablien (+ est ommutatif). est distributive par rapport +. admet un élément neutre qu'on notera 1AL'élément neutre de A pour la 1 ère loi + est en général not 0A.� Si (A, +, .) est un anneau, une partie B de A est dite sous-anneau de A si elle véri�e :
{

0A ∈ B

∀(x, y) ∈ B2 on a x − y ∈ B et x.y ∈ B� On dit que (A, +, .) est orps si et seulement si :














(A, +, .) anneau ommutatif (. est ommutatif)
0A 6= 1ATout élément de A di�érent de 0Aest inversible pour la 2ème loi .� Si (A, +, .) est un orps, une partie B de A est dite sous-orps de A si elle véri�e :
{

0A ∈ B

∀(x, y) ∈ B2 on a x − y ∈ B et x.y−1 ∈ BDans tout la suite K désigne un sous orps de C, et en général sauf mention du ontraire, Q ou R ou bien
C et E un ensemble non vide.4 Espaes vetoriels et appliation linéaires :4.1 Loi de omposition externe :Dé�nition 6 Une LCE sur E base dans K est la donne d'une appliation :

ϕ : K × E −→ E

(λ, x) 7−→ λ.x

.
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Mamouni, CPGE RabatMPSI-Maths Résumé de oursStrutures algébriques mamouni.myismail�gmail.ommyismail.hez.om4.2 Struture d'espae vetoriel :Dé�nition 7 E sera dit un K- espae vetoriel s'il est muni d'une LCI + et d'une LCE . basedans K et qui véri�ent les axiomes suivants :1) (E, +) est un groupe abélien, dont l'élément neutre sera not dorénavant par 0E.
∀(x, y) ∈ E2, ∀(α, β) ∈ K2 on a les propriétés suivantes :2) (α + β).x = α.x + β.x.3) α.(x + y) = α.x + α.y.4) α(β.x) = (αβ).x.5) 1.x = x.Dans toute la suite du hapitre E est muni d'une struture d'un K- espae vetoriel ,4.3 Règles de alul :Proposition 1 ∀x ∈ E, ∀α ∈ K on a les règles de aluls suivants :1) 0.x = 0E.2) α.0E = 0E.3) (−α).x = α.(−x) = −(α.x).4.4 Struture de sous-espae vetoriel :Dé�nition 8 Une partie F de E est dite sous-espae vetoriel de E si et seulement si elle vé-ri�e les deux propriétés suivantes :1) 0E ∈ F .2) ∀(x, y) ∈ E2, ∀λ ∈ K on a : x + λy ∈ F , autrement dit F est stable pour les deux lois,interne et externe.Remarque :Tout sous-espae vetoriel de E est lui même un espae vetoriel , et tout espae vetoriel inlus dans Eest un sous-espae vetoriel de E, ainsi pour mon montrer qu'un ensemble est un espae vetoriel , il estjudiieux de montrer que 'est un sous-espae vetoriel d'un espae vetoriel onnu.4.5 Struture d'algèbre :Dé�nition 9 On appelle algèbre sur K, tout ensemble A muni de deux LCI +,× et d'une LCE,.,telle que :1) (A, +, .) soit un K- espae vetoriel2) (A, +,×) soit un anneau.3) ∀(x, y) ∈ A2, ∀λ ∈ K, on a : λ.(x × y) = (λ.x) × y = x × (λ.y)Dé�nition 10 Une partie F sera dite sous-algèbre de E si elle véri�e les propriétés suivantes :1) 0E ∈ F .2) ∀(x, y) ∈ E2, ∀λ ∈ K on a : x + λy ∈ F et x × y ∈ F , autrement dit F est stable pour lesdeux lois internes et elle externe.
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Mamouni, CPGE RabatMPSI-Maths Résumé de oursStrutures algébriques mamouni.myismail�gmail.ommyismail.hez.om4.6 Appliations linairesDé�nition 11 Soit F un autre K- espae vetoriel et u : E → F , on dira que u est linaire si ellevéri�e la propriété suivante :
∀(x, y) ∈ E2, ∀λ ∈ K on a : u(x + λy) = u(x) + λu(y)Voabulaire et notations :� L'ensemble des appliations linaires de E vers F se note LK(E, F ).� Une appliation linaire est dite endomorphisme lorsque l'ensemble d'arrive est inlus dans elui de départ.L'ensemble des endomorphismes de E se note LK(E).� Elle sera dite isomorphisme lorsqu'elle est bijetive. L'ensemble des isomorphismes de E vers F se note

IsomK(E).� Elle sera dite automorphisme lorsqu'elle est bijetive et lorsque l'ensemble d'arrive est inlus dans eluide départ. L'ensemble des automorphismes de E se note GlK(E) .Proposition 2 Soit u ∈ LK(E, F ), On a les propriétés suivantes :1) u(0E) = 0F .2) L'image direte et elle réiproque d'un sous-espae vetoriel est aussi unsous-espae vetoriel .3) keru = {x ∈ E tel que u(x) = 0F } est un sous-espae vetoriel de E, on l'appelle noyau de
u.4) u est injetive si et seulement si keru = {0E}.5) Imu = u(E) est un sous-espae vetoriel de F , on l'appelle image de u.6) u est surjetive si et seulement si Imu = F .7) (LK(E, F ), +, .) est un K- espae vetoriel ,en partiulier la somme de deux appliationslinaires est aussi linaire.8) La ompose de deux appliations linaires est aussi linaire, en partiulier (LK(E), +, ., ◦) estune algèbre sur K.9) La réiproque d'un isomorphisme est aussi un isomorphisme, en partiulier (GlK(E), ◦) estun groupe, on l'appelle le groupe linaire de E.

Fin
à la prochaine
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