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1 Division dans N.

Définition.

Soit (a,b) € N*2, on dit que a divise b si et seulement si :

Jk € N* tel que b = ka

Division euclidienne.

V(a,b) € N> F(q,r) € N? tel que b= aq+r avec 0 <r < 1, ¢ s’appelle
le quotient de la division euclidienne de b par a et r son reste.

Théoreme.

a divise b si et seulement si le reste de la division euclidienne de
b par a est nul.

2 Congruence dans 7Z

Définition.

Soit (a,b) € Z* et n € N*, on dit que a est congru & b modulo n si
et seulement si : Ik € Z tel que :b—a = kn, c’est a dire n divise b—a
dans Z, on écrit alors a =0 [n].

Propriétés.

1) Soit (a,n) € Z x N*, et r le reste de la division euclidienne de
a par n, alors a =r [n]|, on peut en conclure par conséquence

que Y (a,n) € Z x N* les seuls cas possibles sont : a =0 [n],a =
1 [n],...,.a=n—-1 In].
2) Soit (a,b,c) € Z>,n € N* tel que (a =b [n]) et (b =c [n]) alors

(a=c [

3) Soit (a,b,c,d) € Z',n € N* tel que (a = ¢ [n]) et (b = d [n])
alors (a+b=c+d [n]), (ab=cd [n]) et Vk € N on a aussi :
(a*=c*  [n]).

3 PGCD de deux entiers naturels.

Définition.

le PGCD de deux entiers naturels non nuls a et b est le plus grand
parmi leurs diviseurs communs, on le note par a A b.

Algorithme d’Euclide.

Soit (a,b) € N*2, on effectue les divisions euclidienne successive de
a par b, on divise le dernier quotient par son reste, jusqu’a trouver
un reste nul, alors le dernier reste non nul est exactement le PGCD
de a et b.

Propriété caractéristique du PGCD.

(a,b) € N2 et d € N* alors :

d=aNb<= i) ddivise a et b
ii) Pour tout autre diviseur commun d' de a et b on a
d' divise d aussi
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Propriétés.
V(a,b,c) € N*3 on a les propriétés suivantes
1) anb=bAa, (aANb)ANc=aA (bAc),
commutativité et associativité du PGCD.
2) d=aAb= I(u,v) € Z* tel que au + bv = d, la réciproque est
evidement fausse toute fois on a le résultat suivant :
3) Théoréme de Bezout.
aANb=1<+= I(u,v) € Z* tel que au+bv =1
Vocabulaire.
Lorsque a A b =1 on dit que a et b sont premiers entre eux.
4) abANac=a(bAc).
. . aNb a C e
5) Sid divise a et b on a : 7 =7 A 7 en particulier si d =a Ab
b
alors %/\8 =1 ou que a = kd,b=Fk'd avec k Nk = 1.
6) Théoréme de Gauss : a divise bc et a Ab= 1= a divise c.
7) aANb=aAc=1=aANbc=1.
8) aANb<=a"ANb"=1.

4 PPCM de deux entiers naturels.

Définition.
le PPCM de deux entiers naturels non nuls a et b est le plus petit
parmi leurs multiples communs, on le note par a V b.
Propriété caractéristique du PPCM. (a,b) € N*? et m € N* alors :
d=m=aVb<= i) m multiple a et b
ii)  Pour tout autre multiple commun m’
de a et b on a : m' multiple de m aussi
Propriété.
1) V(a,b,c) eN®ona:aVb=bVa, (aVbVc=aV(bVc),
commutativité et associativité du PPCM.
2) V(a,b) e N*? on a: (aAb)(aVb) = ab, en particulier :

aVb=ab<<=aANb=1

5 Nombres premiers.

Définition.

Un nombre est dit premier différent de 1 si et seulement si ses
seuls diviseurs dans N* sont 1 et lui méme, dans le cas contraire il
est dit composée.

Théoreme 1.

Tout entier naturel superieur a 2 admet au moins un diviseur
premier.

Théoréeme 2.

L’ensemble des nombres premiers est infini.

Théoreme 3.

Tout entier naturel n superieur a 2 s’écrit de fagon unique sous la

forme :
pitps? ... .p%, avec pi,pa,...,pr des nombres premiers et
a1, 0o, ...,q, des entiers naturels non nuls. Cette écriture s’appelle

décomposition primaire de n.

n =

Théoreme 4.
3 — aq Q2 (o
Si n = pi'py*...po,
nombres premiers et aq, as, ..
nuls, alors :

m = pf1p§2...pfr, avec pi,ps,...,p, des

., a,. des entiers naturels eventuellement

n A m = plin@s) pmintea ) minar.)

nvVim — pTlaX(Oq,ﬁﬂplznaX(azﬁz) o ElaX(ozr-,ﬁr)
Le plus grand nombre premier :

Le 11 Septembre 2006 fit découvert le plus grand nombre premier
connu jusqu’a nos jours, c’est le nombre de Mersenne My 580657 =
2232582657 _ 1 — 12457502601536945540 . . .11752880154053967871, formé par
9 808 358, c’est le 44 eme nombre de Mersenne premier découvert, la
méthode utilisé s’appelle GIMPS (Great Internet Mersenne Prime
Search), qui consiste a utiliser plusieurs serveurs distants connectés

via internet.
Fin.
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