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1 Groupes cycliques.

Ordre d’un groupe.

Définition 1. Si G est un groupe, son cardinal est appellé alors l’ordre

de G et noté o(G).

Vocabulaire.

Tout groupe fini est dit d’ordre fini.

Groupe engendré par un élément.

Définition 2. Soit (G, .) un groupe et a ∈ G, on appelle sous groupe

engendré par a le sous-groupe de G, noté < a > formé par les puis-

sances de a.

Autrement dit : < a >= {an tel que : n ∈ Z}.

Remarque.

Soit (G, .) un groupe et a ∈ G, alors < a > est le plus petit sous-groupe de
G contenant a.

Autrement dit : Si H est un sous-groupe de G, a ∈ H =⇒< a >⊂ H.

Ordre d’un élément d’un groupe.

Définition 3. Soit (G, .) un groupe et a ∈ G. L’ordre du sous-groupe

engendré par a est aussi appelé l’ordre de a, et noté o(a).
Autrement dit : o(< a >) = o(a).

Remarque.

Soit (G, .) un groupe et a ∈ G, alors o(a) = 1 ⇐⇒ a = e, où e l’élément
neutre de G.

Vocabulaire.

Un élément d’un groupe est dit d’ordre fini, lorsqu’il engendre un groupe
fini.

Théoréme 1. Soit (G, .) un groupe et a ∈ G, alors :

a est d’ordre fini ⇐⇒ ∃n ∈ N
∗ tel que : an = e.

Théoréme 2. Soit (G, .) un groupe et a ∈ G, alors :

a est d’ordre fini ⇐⇒ ∃n ∈ N
∗ tel que : an = e.

Théoréme 3. Soit (G, .) un groupe et a ∈ G, n ∈ N, alors :

o(a) = n ⇐⇒ i) an = e

ii) ∀k ∈ N, ak = e =⇒ n divise k

.

Groupes monogènes.

Définition 4. Un groupe G est dit monogène s’il est engendré par l’un

de ses éléments.

Autrement dit : ∃a ∈ G tel que : G =< a >.

Définition 5. Un groupe G est dit cyclique s’il est monogène et fini.
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2 GROUPES SYMÉTRIQUES.

2 Groupes symétriques.

Permutaion :

Définition 6. On appelle permutation de [|1, n|] toute bijection :

σ : [|1, n|] → [|1, n|]. L’ensemble de ces permutaions se note Sn, muni

de la loi o est un groupe non abélien de cardinal n!, appellé groupe

symétrique d’ordre n.

Support :

Définition 7. Soit σ ∈ Sn, on appelle support de σ, l’ensemble

supp(σ) = {k ∈ [|1, n|] tel que : σ(k) 6= k}.

Transposition :

Définition 8. On appelle transposition toute permutation dont le sup-

port est formé par deux éléments. Dans ce cas si supp(σ) = {i, j} alors

σ(i) = j, σ(j) = i, on note alors σ = (i j) et on a : σ2 = id[|1,n|].

p-cycles :

Définition 9. On dit que σ est un p-cycle si ∃(i1, i2, . . . , ip) ∈
[|1, n|]p tel que : supp(σ) = {i1, i2, . . . , ip} avec σ(ik) = ik+1 ∀1 ≤ k ≤
p − 1 et σ(ip) = i1.

Notation :

Dans ce cas on écrit σ = (i1 i2, . . . ip) et on a : σp = id[|1,n|].
Remarque.

– Notez bien que les transpostions sont des 2-cycles.
– (i1 i2, . . . ip) = (i1 i2)(i2 i3) . . . (ip−1 ip). C’est à dire que tout p-

cycle peut s’écrire comme produit de p − 1 transposions.

Théoréme 4. Toute permutation peut s’écrire comme produit de p-

cycles. On dit que Sn est engendré par les p-cycles.

Corollaire 1. Toute permutation peut s’écrire comme produit de trans-

position. On dit que Sn est engendré par les transpositions.

Inversion :

Définition 10. On appelle inversion de σ, tout couple (i, j) ∈
[|1, n|]2 tel que : i < j et σ(i) > σ(j).

Signature :

Définition 11. On appelle signature de σ, noté ε(σ) = ±1, définie par

ε(σ) = (−1)Nombre d’inversions de σ.

Remarque.

La signature définit un morphisme de group entre (Sn, o) et ({−1, 1}×),
c’est à dire que ∀(σ, τ) ∈ S2

n on a : ε(στ) = ε(σ)ε(τ).

Théoréme 5. la signature d’une transposition est toujours -1.

Théoréme 6. la signature d’un p-cycle est toujours (−1)p.

Théoréme 7. On appelle permutation paire toute permutation de si-

gnature 1.

Groupe alterné :

Définition 12. L’ensemble des pemutations paires se note An, c’est un

sous-groupe de Sn, de cardinal
n!

2
, on l’appelle groupe alterné d’ordre

n.

Théoréme 8. Toute permutation paire peut s’écrire comme produit de

3-cycles. On dit que An est engendré par les 3-cycles.

Fin.
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