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Théoreme 1 : Toute partie de N non vide admet un plus petit élément.

P : : . JoeA
Théoréme 2 : Si A partie de N vérifiant : { VneENneA—ntled
alors A = N.

I. Raisonnements par récurrence : Dans cette partie P(n) est une pro-
priété qui dépend de n. Exemple : P(n) = (n est pair).

I.1 Récurrence faible : Pour montrer qu’une propriété P(n) est vraie Vn € N
on peut vérifier que P(0) est vraie, puis supposer P(n) vraie pour n € N et
montrer que P(n + 1) est vraie.

Pour raisons de rédactions, il est parfois utile de supposer vérifier P(n — 1)
vraie pour n € N* et montrer que P(n) est vraie.

I.2 Récurrence forte : ou avec prédecesseurs. Pour montrer qu'une propriété
P(n) est vraie Vn € N on peut vérifier que P(0),...,P(k) est vraie, puis sup-
poser P(n),...,P(n+ k) vraie pour n € N et montrer que P(n + k + 1) est
vraie.

La récurrence forte la plus utilisée est celle avec 2 prédecesseurs, c’est a dire
k=2.

I.3 Récurrence descendante : Pour montrer qu’une propriété P(n) est vraie
V 0 < n < m on peut vérifier que P(m) est vraie, puis supposer P(n) vraie
pour 1 < n < m et montrer que P(n — 1) est vraie.
I.4 Récurrence double : Pour montrer qu'une propriété P(n,m) est vraie
V (n,m) € N? on peut fixer m, par exemple, et montrer par récurrence sur n
que P(n,m) est vraie.

II. Manipulation des sommes et produits.
I1.1 Manipulation des sommes simples.

Zl’k:l’n—i‘
k=n

o Ty

‘indice est muet).

m

Z AT = A Z xj, (on peut faire sortir de la somme tout ce qui ne dépond pas
k=n

de l’mdlce)

d A=(m—n+1x

k=n

Z (x; + yi) Z T; + Z Ys. Z est additive).

Changement d’ 1nd1(:es :

m m—+1
E Tpy1 = g xj (On ajoute aux bornes ce qu’on retranche a l'indice)
k=n k=n+1
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m m—1
E Tl = g xj (On retranche aux bornes ce qu’on ajoute a l'indice)
k=n k=n—1

Regle a suivre : Pour l'indice de la somme interne on prend les bornes
les plus proche, pour celui de la somme externe on prend les bornes extremales.

Sommes particluiéres : <Z1 x2> <Z1 yj) = Z Tilj-
i= ji=

1<i<n,1<j<m

m 1— amfn+1 . . :
q tometri : k_ _m : 1 I1.2 Manipulation des produits.
omme géometrique ; a T sia #
= (m—n+1la sia=1 m mom
“L 1—at! H(ﬂfzyz) = Hifz Yi-
En particulier : kz_o a® = T sia#1 i—n imn  i—n
= (n+1l)a sia=1 m m
m AT :)\m_"“Ha}.
- 1 H g 4
Somme arithmétique : Z k= (m —n+1)(m+n) i=n i=n
k=n 2
I1.2 Manipulation des sommes doubles. m m m

n fm i+ i) # i+ i ‘néral # :
Cas d’indices indépendants : Z Ti; = Z <Z x”> . g(ﬂf & Ex z:Hny e 1:[ ZJ: ; 1:[
j=1

1<i<n,1<5<m i=1

n J
Cas d’indices dépendants : Z Tij; = Z (Z m”)
j=1

1<i<j<n =1

- Z (Z x) Fin.

j=i
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