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1.3 Pole d’une fraction rationnelle.

Définition 2. Soit F' = — écrite sous sa forme irréductible, les poles

de I sont exactement les racines de QQ, les multiplicités de ses racines
de Q) sont appelés aussi multiplicités des poles associés pour la fraction
rationnelle F .

Remarque :
Pour déterminer les poles d’une fraction rationnelle il faut avant toute autre
chose la simplifier et ’écrire sous sa forme irréductible.

2 Décomposition en éléments simples d’une
fraction rationnelle.

2.1 Partie entiere d’une fraction rationnelle.

Définition 3. La partie entiere d’une fraction rationnelle F' est par
définition l'unique polynome noté E(F') vérifiant la propriété : deg(F —
E(F)) <0.

Remarque :
Si ' = — la partie entiere de F' est exactement le quotient de la division

euclidienne de P par ).

2.2 Partie polaire relative a un pole d’une fraction ra-
tionnelle.

Définition 4. La partie polaire relative a un poéle a d’une fraction
rationnelle F' est par définition ['unique fraction rationnelle notée F,
vérifiant la propriété suivante : a n’est pas un pole de F — F,.

Remarque :

Si a pole de multiplicité r» dans F', alors la partie polaire relative a a dans F
A A Ar

est de la forme : F,(X) = ——— + 2 _+...

X—a (X—a)? (X —a)

2.3 Décomposition en éléments simples.

Toute fraction rationnelle sous décompose en éléments simples de fagon
unique comme somme de sa partie entiere et toutes les parties polaires rela-
tives a ses poles.

3 Remarques utiles.

3.1 Cas d’un unique pole.

Si F(X) = %

décomposition en éléments sipmles est obtenu a ’aide de la formule de Taylor
a l'ordre r — 1 appliquée au polynéme P au point a, plus précisément :

avec deg(P) < r admet un unique pdle a, alors sa

/ PU(a) ~1
P(X) = P(a)—i—P(a)(X—a)—i—...m(X—a)’” — F(X) =
PrY(a) 1 P(a)
(r—1)! X—a (X —a)

3.2 Coéfficient du plus haut degré dans la partie polaire.

Si a est un pole de F' de multiplicité r dans F', alors le coéfficient A\, de
1
ﬁ dans la partie polaire de F' relative a a est obtenu a l’'aide de la
—a s
formule A\, = )l(lm (X —a)" F(X).

—a
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3.3 Cas d’un pole simple.

P
Si a est un pole simple de F' = 0 (de multiplicité 1), alors la partie polaire

A P
o A — LW

X-a Q'(a)

de F relative au pole a est de la forme F,(X) =

3.4 Cas d’un pole double.

Si a est un pole double de F' = £ (de multiplicité 2), alors la partie polaire

de F relative au pole a est de la forme :
_ 23P(a)Q"(a) — P(a)Q"(a)

F.(X) A m 2P(a) N o

T X T x—ar T o) T3

O

3.5 Cas d’un pole imaginaire d’une fraction rationnelle
réelle.

Soit F' € R(X) (& coéfficients réels) et a € C \ R un pole de F' de partie
A A Ar
polaire dans F égale a F,(X) = X _1 - + X —2a)2 +... X—ar
aussi un pole de F' de méme multiplicité que a et dont la partie polaire dans
— A1 A2 Ar
F est exactement : F(X) = F,(X) = % _ = + X -2 +... X

, alors @ est

3.6 Cas d’une fraction rationnelle paire ou impaire.

Soit F' une fraction rationnelle paire ou impaire et a un pole de F' de partie
A A .
= 4 4
X—a (X —a)? (X —a)
aussi un pole de F' de méme multiplicité que a et dont la partie polaire dans

F est :

polaire dans F égale a F,(X) -, alors —a est

. . -\ A2 (=1)"A
~ S F F_,(X)= T
Si paire, a( ) X +a + (X + a)2 (X + CL)T
R M, N D)™,
St ampaire, F-o(X) = 3+ e e

P/
3.7 Cas d’une fraction rationnelle de la forme F' = o

Dans ce cas si (a;)1<i<, sont les racine de P de multiplicité «;, alors ce sont
des poles simple de F', et la décomposition en élément simple de F' est donnée

PX) <& A
a l'aide de la formule : P((X)) = ; Xﬁ a;’

Fin.
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