
Mamouni, CPGE RabatMPSI-Maths Feuille d'exeriesFontions onvexes mamouni.myismail�gmail.ommyismail.hez.omHigh Teh Prépas, Rabat Feuille d'exeries: Fonctions convexes9 février 2010Blague du jour :
• Mamie dit à son petit-�ls :- Puisque 'est ton anniversaire, je vais te faire un gâteau ave douze bougies !- Tu sais, Mamie, e que je préférerais, 'est que tu me fasses douze gâteaux ave uneune bougie.
• Entre un homme qui a un milliard de dirhams, et un homme qui a 10 enfants enfants,quel est elui qui est le plus satisfait ? - C'est l'homme qui est père de dix enfants.Celui qui a un milliard de dirhams en veut enore plus.Mathématiien du jour CauhyAugustin Louis, baron Cauhy (1789-1857), est un mathématiien français. Catholique fervent et Royalistelégitimiste,ses positions politiques et religieuses lui valut nombre d'oppositions.Il est après Leonhard Euler l'un des mathématiiens les plus proli�ques. Ses travaux de reherhe ouvrentl'ensemble des domaines mathématiques. On lui doit notamment en analyse l'introdution des fontionsholomorphes et des ritères de onvergene des séries et des séries entières. Ses travaux sur les permutationsfurent préurseurs de la théorie des groupes. En optique, on lui doit des travaux sur la propagation desondes életromagnétiques. Toutefois la négligene dont �t preuve Cauhy envers les travaux d'ÉvaristeGalois et de Niels Abel, perdant leurs manusrits, a ependant entahé son prestige.Toutes les fontions onsidérées sont dans ette feuille d'exerie de lasse C2.
Exercice 1 Soient x1, x2, . . . , xn > 0.Montrer que : x1

x2
+

x2

x3
+ · · · +

xn

x1
≥ n.

Exercice 2 Soit f : R −→ R onvexe.Montrer que l'on a :� Soit f roissante sur R.� Soit f déroissante sur R.� Soit il existe a ∈ R tel que f est déroissante sur ] −∞, a], puis roissante sur [a, +∞[.
Exercice 3 .1) Soit f : R

+ −→ R onvexe et borne. Montrer que f est déroissante.2) Soit f : R −→ R onvexe et borne. Montrer que f est onstante.
Exercice 4 Soit f : R

∗

+ −→ R onvexe et g : R
∗

+ −→ R a�ne telles que : ∀ x > 0, f(x) ≤ g(x)et f(1) = g(1).Montrer que : f = g

Exercice 5 Soit f : R −→ R onvexe telle que Cf admet une asymptote d'équation y = mx + pen +∞.Montrer que Cf est au dessus de ette asymptote.Page 1 / 4
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Exercice 6 Soit f : R −→ R onvexe dérivable.Montrer que f ′ est ontinue.
Exercice 7 Soit f : R −→ R deux fois dérivable telle que : f ≤ 0, f ′ ≤ 0, f ′′ ≤ 0.1) Étudier l'existene des limites (dans R ∪ {∓ß}) en +ß de f(x), f ′(x), f(x)

x
.2) Mme question pour les limites en −ß de f(x), f ′(x), et xf ′(x).

Exercice 8 Soit f : [a, b] → R ontinue telle que :
∀ x, y ∈ [a, b], f

(

x + y

2

)

≤
f(x) + f(y)

2
.Montrer que f est onvexe.

Exercice 9 Soit f : [a, b] −→ [c, d] onvexe, bijetive, roissante.On pose : a ≤ u0 = u ≤ v0 = v ≤ b

un+1 =
un + vn

2

vn+1 = f−1

(

f(un) + f(vn)

2

)Montrer que (un) et (vn) onvergent vers une mme limite.
Exercice 10 Soit f : R −→ R

∗

+.Montrer que : ln f est onvexe ⇐⇒ ∀α > 0, fα est onvexe.
Exercice 11 .1) Soit f : R −→ R onvexe dérivable.Montrer que p = lim

+∞→(
f(x) − xf ′(x)) existe.2) On suppose p �ni. En utilisant le fait que f(x) − xf ′(x) est borne au voisinage de +∞,montrer que f(x)

x
et f ′(x) admettent une même limite m �nie en +∞.3) Montrer alors que lim
+∞→f

(x) − mx − p = 0.
Exercice 12 Étant donné une fontion f onvexe sur R et une fontion g onvexe et roissantesur R, montrer que g ◦ f est onvexe.
Exercice 13 Soit f : [0, +∞[−→ R deux fois dérivable telle que lim

+∞→f
(x) = f(0).Montrer qu'il existe c ∈ ]0, +∞[ tel que f ′′(c) = 0.

Exercice 14 Soit f : [0, +∞[−→ [0, +∞[ onave.1) Montrer que la fontion x 7−→
f(x)

x
est déroissante sur ]0, +∞[.Indiation : Utiliser la monotonie de la fontion :

ϕ : x 7→
f(x) − f(0)

x − 0
.2) Montrer que : ∀ x, y ≥ 0, f(x + y) ≤ f(x) + f(y).Indiation : Utiliser la dé�nition de la onvexité ave

t =
x

x − y
< 0. Page 2 / 4
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Exercice 15 Constante d'Euler.Soit f : [0, +∞[−→ R onave, dérivable, roissante.1) Montrer que : ∀ x ≥ 1, f(x + 1) − f(x) ≤ f ′(x) ≤ f(x) − f(x − 1).2) On pose : un = f ′(1) + f ′(2) + · · · + f ′(n) − f(n)

vn = f ′(1) + f ′(2) + · · · + f ′(n) − f(n + 1)Montrer que es suites onvergent.3) On prend f(x) = lnx. Soit γ = lim
x→+∞

un (onstante d'Euler).Caluler γ 10−2 près.
Exercice 16 Caratérisation des fontions onvexes ou onaves par le TAF.Soit f : R −→ R dérivable telle que : ∀ a, b ∈ R tel que a < b, ∃! c ∈]a, b[ tel que f(b) − f(a) =
(b − a)f ′(c).1) Montrer que pour tout a ∈ R, la fontion b 7−→

f(b) − f(a)

b − a
est monotone sur ] −∞, a[ etsur ]a, +∞[.2) En dduire que f est stritement onvexe ou stritement onave.

Exercice 17 Pseudo-drive seonde.Soit f : R −→ R ontinue. On suppose que :
∀ x ∈ R D2f(x) = lim

h→0

f(x + h) + f(x − h) − 2f(x)

h2
existe.1) Si f est de lasse C2, aluler D2f(x).2) Soit f quelonque et a < b < c tels que f(a) = f(b) = f(c).Montrer qu'il existe x ∈ ]a, c[ tel que D2f(x) ≤ 0.Indiation : Prendre x tel que f(x) soit maximal.3) On suppose à présent que : ∀ x ∈ R, D2f(x) ≥ 0.a) Soient a < b < c et P le polyn�me de degré inférieur ou égal 2 oïnidant ave f auxpoints a, b, c. Montrer que P ′′ ≥ 0.b) Caluler P ′′ en fontion de a, b, c et f(a), f(b), f(c). En déduire que f est onvexe.

Exercice 18 Inégalités en vra1) Montrer que : ∀x ∈ R, ex ≥ 2e
x

2 .2) Soit n ∈ N
∗. Montrer que : ∀x ∈ R+, xn+1 − (n + 1)x + n ≥ 0.3) Soit x ∈]1, +∞[ et n ∈ N

∗. Montrer que : xn − 1 ≥ n
(

x
n+1

2 − x
n−1

2

).
Exercice 19 Moyenne arithmio-géométrique, harmonique.Soit x1, . . . , xn n réels stritement positifs. On dé�nit leur moyennes arithmétique, géométriqueet harmonique par :

a =
1

n

n
∑

k=1

xk, g = n

√

√

√

√

n
∏

k=1

xk,
1

h
=

1

n

n
∑

k=1

1

xkMontrer que :
h ≤ g ≤ a
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Exercice 20 Inégalités de Hölder, Minkowski et Cauhy-Shwarz.Soit p et q deux réels stritement supérieurs 1 tels que : 1

p
+

1

q
= 1 Soit x1, . . . , xn et y1, . . . , yndes réels positifs.1) Le but de ette question est de montrer que :

n
∑

k=1

xkyk ≤

(

n
∑

k=1

x
p
k

)
1
p

(

n
∑

k=1

y
q
k

)
1
q (Inégalité de Hölder.)a) Montrer que : ∀x, y ∈ R

∗ xy ≤
xp

p
+

yq

qIndiation : On pourra utiliser la onavité de la fontion ln.b) Montrer le résultat demandé lorsque : n
∑

k=1

x
p
k = 1 et n

∑

k=1

y
q
k = 1) En déduire le as général.d) En déduire que : ( n

∑

k=1

xkyk

)2

≤

(

n
∑

k=1

x2
k

)(

n
∑

k=1

y2
k

) (Inégalité de Cauhy-Shwarz.)2) Montrer que : ( n
∑

k=1

(xk + yk)p

)
1
p

≤

(

n
∑

k=1

x
p
k

)
1
p

+

(

n
∑

k=1

y
p
k

)
1
p (Inégalité de Minkowski.)

Fin
à la prochaine
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