PCSI 2 - CPGE Casablanca

Série 16 : Déterminants-Systemes linéaires

Mercredi le 14 Avril 2004
Exercice 1:
Calculer les déterminants d’ordre 3 suivants :
a b 0
b a b ‘ (aib) Matrice de Cauchy (h) Matrice de Van Der Monde
0 b LSS Y i<igss
a

ou a;, b; sont des réels deux & deux distincts

Exercice 2:
1 a a
Soit a1, az, a3 des réels deux a deux distincts P(X) = | 1 ay a3
1 X X2

1. Montrer que P(X) € Ra[X]
Préciser le coefficient dominant P(X) .

Quelles sont les racines de P(X) .

-~ W N

Donner la décomposition en facteurs irréductibles de P(X) .

( 1 )
J—1 -
Y/ 1<ij<3

5. Calculer le déterminant de Van Der Monde

Exercice 3:

Soit ag, a1, az des réels deux & deux distincts B = (1, X, X?); B’ = (Lg, L1, L2) la base

d’interpolation de Lagrange aux points ag, a1, as -

1. Rappeler 'expression de Lg, L1, Lo .

2. Montrer que VP € Ro[X]; P(X) = P(ag)Lo(X) + P(a1)L1(X) 4+ P(az)L2(X) .
3. En déduire 'expression de P = Pg/__,;5 .
4. Conclure de deux fagons différentes que P est inversible .
5. Soient ay, ..., an—1, n scalaires deux & deux distincts et M la matrice (ag_1> (matrice de Van
Der Monde) .Montrer que M est inversible en interprétant le systéme M X = 0 dans R,,_;[z]
Exercice 4:
Etudier ’existence de solutions des systémes suivants :
r — my -+ m?z = m
1. mr — mPy + mz = 1
mr + y — mdz = -1

Indication : Discuter suivant les valeurs du paramétre m .



T + Y + z = 1
2. ax + by + cz = d
ala—1)z + bb—1y + clc—1)z = d(d-1)

Indication : Discuter suivant les valeurs des paramétres a,b,c,d .

x . Y n z _ 1
1+4+a 14 2a 1+ 3a
3. ° + i + : =1
24a 24 2a 24+ 3a
x L+ Y N z _ 1
3+a 34 2a 3+ 3a
Indication : Utiliser la fraction rationnelle : F' = * + i + : .
X+a X+4+2a X+3a
Exercice 5:

Soit (S) AX =B ou A€ M ,,(R) un systéme linéaire incompatible. Montrer que

les lignes de A sont liées.

Exercice 6:

Soient ¢, ¢1,...,p, des formes linéaires linéairement indépendantes sur un R-ev FE

de dimension finie .

1. Montrer que ¢ est combinaison linéaire de ¢, ¢1,...,p, & Kerp D Kerpy N --- NKerp,.

pi(z) = 0
Indication : Etudier le systéme
on(z) = 0
plr) = 1
2. Le résultat est-il encore vrai si on ne suppose pas (¢1,...,¢y) libre?

3. Base antiduale : Si dimg (E) = n montrer qu'il existe une base (e;)1<i<n de E telle que p; = e}

4. Orthogonal d'un sev : Si dimg(E) = n et F un sev de E* dimension p. On note F*+ =
{x € E tel que V¢ € F on a ¢(z) = 0}. Détérminer dim F*.

5. Formule d’intégration numérique : Trouver trois réels «, 3, tels que pour tout polyndéme de
degré < 3 on ait : [; P(t)dt = aP(2) + BP(3) +vP(4).

FIN
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