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Fonctions convexesFonctions convexesFonctions convexesFonctions convexes

Samedi le 08Samedi le 08Samedi le 08Samedi le 08----12121212----2001200120012001
Exercice 1 :Exercice 1 :Exercice 1 :Exercice 1 :

Montrer que : (2/Montrer que : (2/Montrer que : (2/Montrer que : (2/ ππππ) x ) x ) x ) x ≤≤≤≤        sin(x) sin(x) sin(x) sin(x) ≤≤≤≤    x pour tout x x pour tout x x pour tout x x pour tout x ∈∈∈∈ [[[[0, 0, 0, 0, ππππ/2]/2]/2]/2]
Exercice 2:Exercice 2:Exercice 2:Exercice 2:

Soit f de classe CSoit f de classe CSoit f de classe CSoit f de classe C  1 1 1 1 convexe et positive convexe et positive convexe et positive convexe et positive         sur IR ayant une dsur IR ayant une dsur IR ayant une dsur IR ayant une d éééérivrivrivrivéééée positive e positive e positive e positive 
sur IR sur IR sur IR sur IR éééétudier les limitestudier les limitestudier les limitestudier les limites         en en en en ----∞∞∞∞    de f(x) , f'(x) etde f(x) , f'(x) etde f(x) , f'(x) etde f(x) , f'(x) et         x f'(x)x f'(x)x f'(x)x f'(x)

Exercice 3:Exercice 3:Exercice 3:Exercice 3:
1.1.1.1.    Soit f de classe CSoit f de classe CSoit f de classe CSoit f de classe C  2 2 2 2convexe sur IR , on suppose qu'il existe (a,b)convexe sur IR , on suppose qu'il existe (a,b)convexe sur IR , on suppose qu'il existe (a,b)convexe sur IR , on suppose qu'il existe (a,b) ∈∈∈∈ IRIRIRIR2 e2 e2 e2 e    

et et et et λλλλ∈∈∈∈ ]]]]0,1[ tel que f(0,1[ tel que f(0,1[ tel que f(0,1[ tel que f(λλλλa + (1a + (1a + (1a + (1----λλλλ)b) = )b) = )b) = )b) = λλλλf(a) + (1f(a) + (1f(a) + (1f(a) + (1----λλλλ)f(b) , montrer alors )f(b) , montrer alors )f(b) , montrer alors )f(b) , montrer alors 
que f est affine sur [a,b]que f est affine sur [a,b]que f est affine sur [a,b]que f est affine sur [a,b]

2.2.2.2.    reprendre la mreprendre la mreprendre la mreprendre la m êêêême question en supposant cette fois f seulement me question en supposant cette fois f seulement me question en supposant cette fois f seulement me question en supposant cette fois f seulement 
continue convexecontinue convexecontinue convexecontinue convexe

Exercice 4:Exercice 4:Exercice 4:Exercice 4:
1.1.1.1.    Soit (a,b)Soit (a,b)Soit (a,b)Soit (a,b) ∈∈∈∈ IRIRIRIR2222            (a<b) et f de classe C(a<b) et f de classe C(a<b) et f de classe C(a<b) et f de classe C  2  2  2  2 convexe sur [a,b] qui admet un convexe sur [a,b] qui admet un convexe sur [a,b] qui admet un convexe sur [a,b] qui admet un 

minimum en a montrer alors que f estminimum en a montrer alors que f estminimum en a montrer alors que f estminimum en a montrer alors que f est         croissantecroissantecroissantecroissante
2.2.2.2.    reprendre la mreprendre la mreprendre la mreprendre la m êêêême question en supposant cette fois f seulement me question en supposant cette fois f seulement me question en supposant cette fois f seulement me question en supposant cette fois f seulement 

continue convexecontinue convexecontinue convexecontinue convexe
Exercice 5:Exercice 5:Exercice 5:Exercice 5:

Soit f de classe CSoit f de classe CSoit f de classe CSoit f de classe C  2 2 2 2convexe sur IR , on suppose qu'il existe aconvexe sur IR , on suppose qu'il existe aconvexe sur IR , on suppose qu'il existe aconvexe sur IR , on suppose qu'il existe a ∈∈∈∈ IR tel que IR tel que IR tel que IR tel que 
f'(a)=0 , montrer que f admet un minimum global en a f'(a)=0 , montrer que f admet un minimum global en a f'(a)=0 , montrer que f admet un minimum global en a f'(a)=0 , montrer que f admet un minimum global en a 

Exercice 6: MExercice 6: MExercice 6: MExercice 6: M ééééthode de Newton (DS 2000thode de Newton (DS 2000thode de Newton (DS 2000thode de Newton (DS 2000 ----2001)2001)2001)2001)
Soit (a,b)Soit (a,b)Soit (a,b)Soit (a,b) ∈∈∈∈ IRIRIRIR2222            (a<b) et f de classe C(a<b) et f de classe C(a<b) et f de classe C(a<b) et f de classe C  2 2 2 2convexe sur [a,b]convexe sur [a,b]convexe sur [a,b]convexe sur [a,b]

1.1.1.1.    montrer que si l'montrer que si l'montrer que si l'montrer que si l' ééééquation f(x)=0 admet au moins 3 solutions alors f quation f(x)=0 admet au moins 3 solutions alors f quation f(x)=0 admet au moins 3 solutions alors f quation f(x)=0 admet au moins 3 solutions alors f 
est nulles entres ses solutionsest nulles entres ses solutionsest nulles entres ses solutionsest nulles entres ses solutions
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2.2.2.2.    on suppose dans la suite que f'>0 sur [a,b] et f(a)f(b)<0 montrer on suppose dans la suite que f'>0 sur [a,b] et f(a)f(b)<0 montrer on suppose dans la suite que f'>0 sur [a,b] et f(a)f(b)<0 montrer on suppose dans la suite que f'>0 sur [a,b] et f(a)f(b)<0 montrer 
alors que l'alors que l'alors que l'alors que l' ééééquation f(x)=0 admet une solution que l'on notera quation f(x)=0 admet une solution que l'on notera quation f(x)=0 admet une solution que l'on notera quation f(x)=0 admet une solution que l'on notera αααα

3.3.3.3.    on pose xon pose xon pose xon pose x0000=b , x=b , x=b , x=b , xn+1n+1n+1n+1 = x = x = x = xnnnn    – – – – f(xf(xf(xf(xnnnn)/f'(x)/f'(x)/f'(x)/f'(xnnnn) montrer que M(x) montrer que M(x) montrer que M(x) montrer que M(x n+1n+1n+1n+1 , 0) est  , 0) est  , 0) est  , 0) est 
l'intersection de l'axe (ox) avec la tangente a la courbe de f au point l'intersection de l'axe (ox) avec la tangente a la courbe de f au point l'intersection de l'axe (ox) avec la tangente a la courbe de f au point l'intersection de l'axe (ox) avec la tangente a la courbe de f au point 
N(xN(xN(xN(xnnnn,f(x,f(x,f(x,f(xnnnn))))))))

4.4.4.4.    montrer que montrer que montrer que montrer que  xxxxn+1n+1n+1n+1    - - - - αααα≤≤≤≤    k k k k  xxxxnnnn    ----αααα 2222 pour n pour n pour n pour n∈∈∈∈ IN IN IN IN 
( avec( avec( avec( avec                                                                                        k = sup(f")/inf(f') )k = sup(f")/inf(f') )k = sup(f")/inf(f') )k = sup(f")/inf(f') )

5.5.5.5.    en den den den dééééduire une majoration de duire une majoration de duire une majoration de duire une majoration de  xxxxn n n n - - - - αααα en fonction de nen fonction de nen fonction de nen fonction de n
6.6.6.6.    en prenant f(x)=ln(x) en prenant f(x)=ln(x) en prenant f(x)=ln(x) en prenant f(x)=ln(x) – – – – 1 sur [2,3] donner une valeur approch1 sur [2,3] donner une valeur approch1 sur [2,3] donner une valeur approch1 sur [2,3] donner une valeur approch éééée de e e de e e de e e de e 

a 10a 10a 10a 10----4444 pr pr pr prèèèès s s s 
Exercice 7: Exercice 7: Exercice 7: Exercice 7:         InInInInéééégalitgalitgalitgalité é é é arithmico arithmico arithmico arithmico - - - - ggggééééomomomoméééétriquetriquetriquetrique

En utilisant la convexitEn utilisant la convexitEn utilisant la convexitEn utilisant la convexit é é é é de f : x de f : x de f : x de f : x ����    - - - - ln(s) sur ]0,+ln(s) sur ]0,+ln(s) sur ]0,+ln(s) sur ]0,+∞∞∞∞[ [ [ [ montrer que : montrer que : montrer que : montrer que : 
∀∀∀∀ nnnn∈∈∈∈ ININININ****    ∀∀∀∀ (x(x(x(x1111            , x, x, x, x2222 ,  ,  ,  , …………. , . , . , . , xxxxnnnn )  )  )  ) ∈∈∈∈     IRIRIRIR + + + +        nnnn on a on a on a on a        ::::

((((∏∏∏∏    1 1 1 1 ≤≤≤≤    iiii        ≤≤≤≤    nnnn x x x x        iiii ) ) ) )
        1111        / n / n / n / n     ≤≤≤≤    ((((∑∑∑∑    1 1 1 1 ≤≤≤≤    iiii        ≤≤≤≤    nnnn x x x x        iiii ) ) ) )

        /n/n/n/n
Exercice 8:Exercice 8:Exercice 8:Exercice 8:             InInInInéééégalitgalitgalitgalitéééés de Holder et Minkowski s de Holder et Minkowski s de Holder et Minkowski s de Holder et Minkowski 

1.1.1.1.    En utilisant la convexitEn utilisant la convexitEn utilisant la convexitEn utilisant la convexit é é é é de f : x de f : x de f : x de f : x ����    - - - - ln(s) sur ]0,+ln(s) sur ]0,+ln(s) sur ]0,+ln(s) sur ]0,+∞∞∞∞[ [ [ [ montrer que : montrer que : montrer que : montrer que : 
∀∀∀∀ (a,b) (a,b) (a,b) (a,b) ∈∈∈∈ IRIRIRIR2 +2 +2 +2 +        ∀∀∀∀ (p,q) (p,q) (p,q) (p,q) ∈∈∈∈ IRIRIRIR +* 2  +* 2  +* 2  +* 2     tel que 1/p + 1/q = 1tel que 1/p + 1/q = 1tel que 1/p + 1/q = 1tel que 1/p + 1/q = 1         on a :on a :on a :on a :
aaaa1/p1/p1/p1/pbbbb1/q1/q1/q1/q    ≤≤≤≤    a/p + b/qa/p + b/qa/p + b/qa/p + b/q        

2.     soient nsoient nsoient nsoient n∈∈∈∈ ININININ**** , ((x , ((x , ((x , ((x1111            , x, x, x, x2222 ,  ,  ,  , …………. , . , . , . , xxxxnnnn ), (y ), (y ), (y ), (y1111            , y, y, y, y2222 ,  ,  ,  , …………. , . , . , . , yyyynnnn ) )IR ) )IR ) )IR ) )IR + + + +        n 2n 2n 2n 2 et  et  et  et 

(p,q) p,q) p,q) p,q) ∈∈∈∈ IRIRIRIR +* 2  +* 2  +* 2  +* 2     tel que 1/p + 1/q = 1tel que 1/p + 1/q = 1tel que 1/p + 1/q = 1tel que 1/p + 1/q = 1   en utilisant (1) pour aen utilisant (1) pour aen utilisant (1) pour aen utilisant (1) pour a iiii = x = x = x = xiiii
pppp / ( / ( / ( / (∑∑∑∑    

1 1 1 1 ≤≤≤≤    jjjj        ≤≤≤≤    nnnn x x x x        jjjj    
pppp))))        et bet bet bet biiii = x = x = x = xiiii

qqqq / ( / ( / ( / (∑∑∑∑    1 1 1 1 ≤≤≤≤    jjjj        ≤≤≤≤    nnnn x x x x        jjjj    
QQQQ))))        montrer que : (montrer que : (montrer que : (montrer que : (∑∑∑∑    1 1 1 1 ≤≤≤≤    jjjj        ≤≤≤≤    

nnnn x x x x        jjjj y y y yjjjj))))
        ≤≤≤≤    ((((∑∑∑∑    1 1 1 1 ≤≤≤≤    jjjj        ≤≤≤≤    nnnn x x x x        jjjj    

pppp)))) 1/p 1/p 1/p 1/p ( ( ( (∑∑∑∑    1 1 1 1 ≤≤≤≤    jjjj        ≤≤≤≤    nnnn        yyyyjjjj
qqqq)))) 1/q 1/q 1/q 1/q (InInInInéééégalitgalitgalitgalité é é é de de de de 

Minkowski )Minkowski )Minkowski )Minkowski )
3.3.3.3.    éééénoncer l'innoncer l'innoncer l'innoncer l'inéééégalitgalitgalitgalité é é é de Cauchyde Cauchyde Cauchyde Cauchy----schwartzschwartzschwartzschwartz        pour p=q=2 pour p=q=2 pour p=q=2 pour p=q=2 
4.4.4.4.    soient nsoient nsoient nsoient n∈∈∈∈ ININININ**** , ((x , ((x , ((x , ((x1111            , x, x, x, x2222 ,  ,  ,  , …………. , . , . , . , xxxxnnnn ), (y ), (y ), (y ), (y1111            , y, y, y, y2222 ,  ,  ,  , …………. , . , . , . , yyyynnnn ) )IR ) )IR ) )IR ) )IR + + + +        n 2n 2n 2n 2 et  et  et  et 

(p,q) (p,q) (p,q) (p,q) ∈∈∈∈ IRIRIRIR +* 2  +* 2  +* 2  +* 2     tel que 1/p + 1/q = 1tel que 1/p + 1/q = 1tel que 1/p + 1/q = 1tel que 1/p + 1/q = 1         en den den den dééééduire de (2) l'induire de (2) l'induire de (2) l'induire de (2) l'in éééégalitgalitgalitgalité é é é 
suivante dite de Holder :suivante dite de Holder :suivante dite de Holder :suivante dite de Holder :         
((((∑∑∑∑    1 1 1 1 ≤≤≤≤    jjjj        ≤≤≤≤    nnnn (x (x (x (x        jjjj + y + y + y + yjjjj))))

 p p p p ) ) ) )1/p 1/p 1/p 1/p ≤≤≤≤         ((((∑∑∑∑    1 1 1 1 ≤≤≤≤    jjjj        ≤≤≤≤    nnnn x x x x        jjjj    
pppp ) ) ) )1/p1/p1/p1/p            + (+ (+ (+ (∑∑∑∑    1 1 1 1 ≤≤≤≤    jjjj        ≤≤≤≤    nnnn y y y y        
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jjjj    
pppp ) ) ) )1/p1/p1/p1/p            
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