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‘Exercice 1. Soit E un ensemble non vide, A et B deux parties
de £ donnés.

Résoudre dans P(F) les équations :

- ANnX=18B.

— AAX = B.

‘Exercice 2. Soit E un ensemble, et A, B deux parties fixées de
E.
Soit ¢: P(E) — P(A) x P(B)

X — (XNAXnNBDB).

1) Qu’est-ce que ¢(0)? ¢(E\ (AUB))?
2) A quelle condition sur A et B, ¢ est-elle injective ?
3) Est-ce que le couple (), B) posséde un antécédent par ¢ ?

4) A quelle condition sur A et B, ¢ est-elle surjective ?

‘Exercice 3. Montrer que la relation définie sur N* x N* par :
(a,b)R(c,d) <= (a divise c,d divise b) est une relation d’ordre,
est-elle totale ou partielle ? Donner tous les majorants et mi-
norants de (4,12).

FExercice 4. .

k(k+1
1) SoitnEN,A:{kENtelque%gn}ets:max/l.

Dire pourquoi s existe.

1 1 2
2) Montrer que s(s+1) <n< uz(sﬂ
3) En déduire que P’application
f NxN — N est bijective.
(a+b)(a+b+1)

b
(a,)|—>a—|— 5

4) En déduire que la relation définie sur N* x N* par :

b b+1 d d+1
(0, )R (e, d) = a+ 23 >(a2+ D oy let )(C; )
est une relation d’ordre, est-elle totale ou partielle 7 Don-
ner tous les majorants et minorants de (4,12).

5) Donner les 5 premiers éléments de N x N pour cette re-
lation d’ordre.
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‘Exercice 5. Congruence des carrés modulo 5.
On définit la relation ~ sur Z par = ~ y <= 22 =y* [5].

1) Déterminer I’ensemble quotient.

2) Peut-on définir une addition quotient ? une multiplica-
tion quotient ?

‘Exercice 6. Soit f : E — F une application, A, A’ C E et
B,B CF.

1) Simplifier f(f7'(f(4))) et f~(f(f7H(B)))-

2) Montrer que f(AN f~YB)) = f(A) N B.

3) Comparer f(AAA) et f(A)A (A)

4) Comparer f"'(BAB') et f~1(B)A f~YB).
5) Montrer que f injective = f(A4 ) f(A) .

6) Montrer que f surjective = f(A) C f(A) .

7) A quelle condition sur f a-t-on : V A C E, f(F\A) =
P\ f(A)?

‘Exercice 7. Soient E, F,G des ensembles, F RERY IR )
Montrer que :

1) go f injective = f injective.

2) go f surjective —> g surjective.

3) gof et hog bijectives = ¢ et h bijectives.

4) go fohetfohoginjectives et hogo f surjectives = g et
h bijectives.

5) gofohet fohog surjectives et hogo [ injectives = ¢ et
h bijectives.

‘Exercice 8. Soient deux relations d’équivalence : R sur E, et
S sur F. On définit sur £ x F :

(x,y) ~ (2,y) <= 2Rx’ et ySy'.

1) Vérifier que ~ est une relation d’équivalence.
2) Soit ¢: ExF — (E/R)x(F/S)
(r,y) — (2,9)
Démontrer que ¢ est compatible avec ~, et que ’appli-
cation quotient associée est une bijection.

Exercice 9. Soit E un ensemble et A C E. On définit la relation
sur P(E) :
X~Y <= XUA=YUA.

1) Montrer que c’est une relation d’équivalence.
2) Soit ¢: P(E) — P(E\A)
X — X\A
Montrer que ¢ est compatible avec ~, et que ’application
quotient associée est une bijection.

‘Exercice 10. Partie stable par une application.
Soit f: EF — E. Pour n € N*, on note f" = fofo---of , et
—_—

n fois

,et B = UA

neN

f° =idg. Pour tout A C E, on pose : A, = f"(A

1) Montrer que f(B) C B.

2) Montrer que B est la plus petite partie de E stable par
f et contenant A.
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‘Exercice 11. Parties saturées pour une relation d’équivalence. ‘Exercice 13. Parties saturées pour la relation d’équivalence
Soit ~ une relation d’équivalence sur un ensemble F. associée a f.
Pour A C E, on définit s(A) = U i. Soit f: E — F une application, et S={X C E tq f~!(f(X)) =
€A X}
1) Comparer A et s(A). 1) Pour A C E, montrer que f~'(f(A)) € S.
2) Simplifier s(s(A)). 2) Montrer que S est stable par intersection et réunion.
3) Montrer que : V x € F, on a (z € s(A)) < (¢ Ns(A) £ 0). 3) Soient X ¢ S et AC E tels que XN A= .
En déduire s(E \ 5(A)). Montrer que X N f~1(f(A)) = 0.
4) Soient X et Y € S. Mont XetY\X ti t
4) Démontrer que s (U;.;4;) = US(AZ') et s (ﬂ Ai) C ) éo;en € ontrer que X et Y\ X appartienen
iel iel
ﬂ s(Ay). 5) Montrer que l’application ®: S — P(f(E)) est une
icl L A — f(A)
5) Donner un exemple d’inclusion stricte. bijection.
‘Exercice 12. Soit E un ensemble et FIH
E={(A f)tq ACE, A#(, et f € E4}. On ordonne £ par : -
(A4, /)= (B,g) < ACB
VzeA flz)=yg)
(c’est-a-dire que la fonction g, définie sur B, prolonge la fonc-
tion f, définie seulement sur A).
1) Montrer que =< est une relation d’ordre. L’ordre est-il
total 7
2) Soient (A, f) et (B,g) deux éléments de £. Trouver une
CNS pour que la partie {(A4,f),(B,g)} soit majorée.
Quelle est alors sa borne supérieure ?
3) Meéme question avec minorée.
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